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DEVOIR n°2 (Correction)

I (Exemples)

1) Soit O un ordre de Q. Si & € Q\ Z, Z[a] n’est pas de type fini comme Z-module
(sl Vétait, il y aurait un dénominateur commun & ses éléments). Donc o ¢ O (sinon
Z[a) € O et O n’est pas de type fini). Donc O C Z. O étant un sous-anneau de Q, il
contient 1, donc Z. Finalement, O = Z.

2) Z[a] est un Z-module libre de base (1,a,...,a" 1) : c’est une partie génératrice car
si P € Z[X], le reste de la division euclidienne de P par le polynéme minimal 7" de «
est a coefficient dans Z (T est unitaire car « est entier) ; elle est libre sur Z car libre
sur Q. C’est un sous-anneau de K par définition.

Si a & Ok, Z[a] n’est pas de type fini. Ce n’est donc pas un ordre.

3) Si a € O, alors Z[a] C O, donc a € O sinon O n’est pas de type fini (Z étant
principal, un sous-module d’un module de type fini est de type fini).

IT (Division)

1) O est un sous-anneau de K : il contient 1 et, par exemple, A C A et BA C A
implique afA C aA C A; la stabilité par addition se montre de méme.

Tout a € O est entier puisqu’il existe un Z-module de type fini A # (0) tel que
aA C A. [Rappelons Uargument : la multiplication par o dans A est un endomorphisme
de Z-module my, dont le polynéome caractéristique P est unitaire a coefficient entiers.
Par Cayley-Hamilton, P(my) = 0 comme endomorphisme. On en déduit P(a) =0 en
appliquant P(my,) a un élément non nul de A. Donc « est entier.]

Donc O C Ok est de rang < n. Considérons les produits de générateurs de Ok et A
(en nombre fini) ; A étant de rang dimg K, on peut les exprimer comme combinaisons
linéaires rationnelles d’une base de A. Si d est un dénominateur commun pour tous ces
coefficients, on a (dOg)A C A. Donc O D dOk contient un module de rang n et il est
de rang exactement n.

2) Comme ci-dessus, O étant de rang n et J de type fini sur O donc sur Z, il existe
d > 0 tel que dJ C O. Comme dJ est un sous O-module de O, c’est un idéal.. [Si O n’est
pas principal, J n’a aucune raison d’étre un O-module libre. C’est bien un Z-module
libre par contre.]

3) Sia € (A: 1) alors al C A soit aO C AJ et donc o € AJ (car 1 € O).
Réciproquement, si aO C AJ, alors al C AJI =Aetac (A:1).



IIT (Round 2)

1) O/pO est un Fp-espace vectoriel de dimension n (la projection canonique d'une Z-
base & n éléments est génératrice, elle est libre puisqu’une relation se releve dans O),
c’est aussi une [F,-algebre. Comme ¢ est une puissance de p et O/pO un anneau de
caractéristique p, x — x7 est une application linéaire. Un nilpotent d’un espace vectoriel
de dimension n est d’indice au plus n donc si x € O/pO est nilpotent, la multiplication
par = est un endomorphisme nilpotent tel que m} = 0, soit ™ = 0 en appliquant mJ
aleO/pO. Comme g > n, on a aussi ¢ = 0. Réciproquement, un x vérifiant 7 = 0
est évidemment nilpotent.

2) Si z,y € I,, nilpotents d’indice inférieur a n dans O/pO, Az est aussi nilpotent
pour \ € Z, ainsi que z + y car ils commutent : le développement de (z + )" ne fait
intervenir que des puissances supérieures a n. Donc I, est un Z-module, de rang au
plus n puisqu’il est inclus dans O. De plus pO C I, (0 est nilpotent!), donc I, est de
rang au moins n.

Tout élément de I, est donc combinaison linéaire a coefficients entiers d’'une base a
n éléments (z1,...,2y). Le développement de (3 \iz;)" fait intervenir des monémes
en les (z;) contenant tous une puissance n-eme. Comme ce sont des nilpotents d’indice
inférieur & n dans O/pQO, ce développement est nul dans O/pO. On peut donc prendre
t =n? (et méme t = n une fois que 'on sait que > \;z; est nilpotent).

3) D’apres (I11.2), O est un ordre. Si z € I, y € O, la projection de zy est nilpotente
dans O/pO, donc zy € I, et I, est bien un idéal (on sait déja que c’est un Z-module).
Donc OI, C Iy et O C (I, : I,) = O'. Soit x € O, comme p € I, et xI, C I, on a
xzp € I, C O. Soit pO' C O.

4) Comme pO’ C O C O, il y a une surjection canonique de O'/pO’ sur O’ /O. C’est
un morphisme de groupe additifs, et on en déduit que #(0'/O) | #(O'/pO’) = p™.

Comme O’ est un ordre, on a O’ C Ok, soit O'/O C Ok /O. C’est I'inclusion d’un
sous-groupe donc [0 : O] | [Ok : O]. Si ce dernier est premier a p, on a [O': O] =1,
soit O = O'.
5) R, étant un Z-module coincé entre O et Ok qui sont de rang n, est de rang n.
Comme il est stable par multiplication et contient 1 € O, c’est un sous-anneau de K,
donc un ordre. S’il n’était pas p-maximal, il existerait x € Ok \ R tel que pzr € R (il
suffit de prendre un relevement d’un élément d’ordre p du groupe O /R). Absurde.

Soit donc R’ O O un ordre p-maximal et = € R, tel que p*z € © C R’. On a donc
pFz = 0 dans O /R’ et l'ordre de la projection de z dans Ok /R’, qui est un groupe
d’ordre premier & p, divise p*. Donc z € R/, soit R C R'.

R est de type fini, donc il existe s tel que p°R C O (on prend le max des k associés
aux éléments d’une base de R). D’autre part Izt, C pO, donc on peut prendre r = st.

6) al, C RI" C O par maximalité de m. Soit = € I,. On a RI;*"'* c ILO C pO,
donc
(OZII,')H_l c (RII’r)n-i-l)t-i-l — Rt+1II’r)n+1+t+mt C Rl';n-i-t-‘rl c p(’)

En effet, I, étant un idéal de O, on a I, C Izb, pour tout a > b; R est un anneau, on a
RF=R pour tout k > 1.

Donc la projection de ax est un nilpotent de O/pO et ad, C I,,. Soit av € (I, : I,)) =
O'. Contradiction.
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7) On sait que Z[a] est p-maximal pour tous les premiers p dont le carré ne divise pas
son discriminant. Les autres sont en nombre fini. Il suffit donc d’initialiser O = Z[a/],
puis pour chaque mauvais premier p, calculer le I, associé¢ a O, puis remplacer O par
O’ tant que O C O'. Des quon a égalité, O est maintenant p-maximal, et on passe au
mauvais premier suivant. Quand O est p-maximal pour tout p, on a O = O.

Revenons sur quelques détails : chacun des O successifs est décrit par une Z-base, la
premiére étant (1, q,...,a""1). A partir d'une Z-base de O, on calcule une I, base de
I, a laide de (II1.1). En concaténant une base de pO (une base de O dont on multiplie
les éléments par p), et un relevement arbitraire a I, de la base de E, on obtient une
partie génératrices de I, & 2n éléments, dont on extrait une Z-base. Si (o;)i<n est une
Z-base de I, considérons le morphisme de Z-modules m : %(’) — (%O)” donné par
m(z) = (zay,...,ra,). O est I'image inverse m™ (I, x - -+ x ).

IV (Dedekind)

1) On a déja vu que I, est un idéal et p € I,,. La projection canonique de f(«) dans
O/pO =TF,[X]/(T) est f. Comme f =0, f(a) € I,

2) Si 2" = 0 dans F,[X]/(T), alors T' | 2™ dans F,[X], donc les facteurs irréductibles
de T divisent = et f | z. Comme la question précédente donne l'inclusion réciproque,
I, est 'idéal engendré par f. Donc I, C (p, f(a)) et 1’égalité suit.

3)Onax e O ssipr €I, et pf(a) € I,. La premiere condition donne x = §/p, 5 € I,.

a) € I, ssi Be E, soit f | B d’apres la question précédente.

b) Dans cette question, la notation A; désigne un polynéme de Z[X]| pouri =1,2,....
Comme pl, est engendré par p? et pf(a), f(a) € I, ssi il existe Aq, A, A3 tels que
fB = p?A; + pfAs + TAjz, en utilisant l'identification Z[a] = Z[X]/(T). En réduisant
modulo p, on obtient B = gAs, soit B = gAs + pA4 et la condition devient

fAy =pAi + fAs + hAs, soit fAs =pA; + hAs.

En réduisant modulo p, cette identité est possible ssi fA5 = hAz soit k = f/(f,h) | As.
Ou encore A3 = kAg + pAz, soit B = gkAg + pAg. Finalement ceci est possible ssi
gk | B.

4) Dans F,[X], on a (on supprime les pour alléger la notation)

- fgk ko
ppemlfsok) = S Aok~ L R(fikg) /%

en écrivant (f/k,g) = ((f,h),g) = 6. Finalement, 8/p € O ssi T/§ divise B, soit

B/p =UA;/p+ Az pour deux polynémes A; € Z[X] arbitraires. Donc 0" = O+ %(’).
Si A; parcourt les représentants dans Z[X] des polynomes de F,[X] de degré stric-

tement inférieur & degT — degU = degd, les %U(Q)Al(a) forment un systeme de

représentants de '/, soit [0 : O] = p°89. Finalement, @’ = O ssi degd = 0.

5) On choisit f = X, g = X""!, h = (T — X™)/p dont le coefficient constant n’est pas

divisible par p. On en déduit que (f, h) = 1. A fortiori, § = 1. Donc Z|«] est p-maximal.

6) Notons que T' = X3 — / est d’Eisenstein en p pour tout p | £. Comme il existe un tel
p (¢ # £1), T est donc irréductible sur Q et K est un corps de nombres de degré 3. Soit



4

o = (/3. Les plongements de K sont les a — j*a, k = 0,1,2, pour j = exp(2in/3).
On en déduit que

a o

jo jPe? = (a’(1-4)%)? = 27

1 j2a jao?

1
discZ[a] = |1

O = Z[a] est donc p-maximal pour tout p # 3, p 1 £, puisque p? { disc O sinon. Comme
X3 — (¢ est d’Eisenstein en p | £, O est aussi p-maximal pour p | £, y compris si p = 3 | £.

Reste a tester la 3-maximalité si 3 1 £. On applique ce qui précede pour calculer O'.
On peut prendre f =X — ¢, g = (X — ()2, soit h = (X* — (>X + 1(£3 — ¢). Donc § # 1
ssi X = £ est racine de h modulo 3, ssi 3 — ¢ =0 (mod 9), ou encore £ = +1 (mod 9)
puisque 3 1 £. Donc pour tout £ # +1 (mod 9), O est aussi 3-maximal et O = Z[a].

Sinon, on peut prendre U = X2 + X + (2, et poser v = U(a)/3. On obtient (' =
Z[a] + vZ[a). Comme disc O’ = disc O/[0 : O)? = —3¢%, O’ est 3-maximal (car 3% {
disc @"). Donc Ok = O'.

Si on désire donner une Z-base de @', il faut travailler un peu plus : les Z-générateurs
sont (1, ,a?, v, av, av), donnés dans la Q-base (1/3,a/3,a?/3) par la matrice

300 22 ¢ p?

0 30 ¢ ¢ ¢
00 3 1 ¢ ¢2

Un pivot évident (sans divisions!), dit que le Z-module engendré par ces colonnes est
le méme que celui donné par

3 0 ¢2

0 3 ¢

0 0 1
Par exemple si C; désigne la i-éme colonne, on a Cs = £Cy + %(ﬁ — £3)Cy, on les

coefficients sont entiers car /2 = ¢ (mod 3). On élimine de méme C3 et Cg. En résumé

O — (1,0, 2 (o + Lo +0?)), sif==1 (mod9)
K= <1,a,a2>Z sinon



