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FEUILLE D’EXERCICES n° 3

Exercice 1 —

a) On considere 'ensemble E des fonctions de N+ dans C, muni de la loi interne

frgi=n—3" fla))
ab=n

On note 1 la fonction constante égale a 1 et € la fonction définie par (n) = 1 si
n =1 et 0 sinon. f et g désignent des éléments de F.

i) Montrer que * est abélienne, associative de neutre ¢ et que f est inversible
si et seulement si f(1) # 0.

ii) On note u l'inverse de 1. Montrer que u(n) = (=1)* si n = p;...pg, ot les
p; sont des premiers distincts, et 0 sinon.

iii) Montrer que si f =1x* g, alors g = p* f.
b) Soit a,(d) le nombre de polynémes unitaires, irréductibles, de degré d > 1
dans F,.

i) Montrer que la fonction a vérifie

> day(d) = q".
dn

[faire une partition de Fyn en regroupant les éléments de méme polynome minimal
sur F,. Ou bien utiliser la décomposition en facteurs irréductibles de X7 — X
ii) En déduire une expression de a,(d) ; montrer qu’elle est strictement positive.

Exercice 2 — Soit [F, une extension finie de IF,,. Montrer les équivalences
a) Trp,/r, () = 0 si et seulement si il existe 3 € F,, o = 3 — 7.
b) N, /r, () = 1 si et seulement si il existe 3 € Fy, o = 3//7.

Exercice 3 — On veut vérifier que pour tout m > 0 et tout corps fini I, il existe
un polynéme homogene de degré m dans F [ X7, ..., X,,] sans 0 non triviaux. Soit
Wi, ..., wm une F,-base de F" ; montrer que

m

i=1
répond a la question.
Exercice 4 — Calculer la fonction zéta associée sur [y

i) a la courbe affine XY = 0 et a sa complétion projective.
ii) méme question avec la courbe X? = Y3,



Exercice 5 — Montrer que la fonction zéta d’une courbe C est une fraction ra-
tionnelle si et seulement si il existe des nombres complexes «; et 3; en nombre

fini, tels que
HC(Fp) =D B = af.
- :

[pour le sens difficile, écrire Z(T) = [[(1—a,T)/ [[(1—5;T) et prendre la dérivée
logarithmique.|

Exercice 6 — Calculer la fonction zéta de la courbe affine Y2 = X3 + X2, ainsi
que celle de la courbe projective associée.

Exercice 7 — Calculer la fonction zéta de la courbe projective X3 +Y3 4+ 73 =0
sur Fy, puis sur Fy. [Réponse : Py(T)/(1 —T)(1 — qT), avec Po(T) = (1 + 2T?),
Py(T) = (1+27)%

Exercice 8 — Soit p un premier impair et v le caractere additif donné par ¢ (z) =
exp(2imx/p). On veut montrer que pour tout ¢ € F,, on a

(1) > dla+b)=— > ¢(Tr(z)),

a,belf, xGFp2
ab=c N(z)=c

ou N et Tr désignent respectivement la norme et la trace de F,. dans [,
a) Vérifier (1) pour ¢ = 0.
b) Si x : Fy — C* est un caractere multiplicatif, et f : Fy — C un fonction quel-

conque, on appelle transformée de Mellin de f la fonction f(x) = Y eers X(€) f(c).
Montrer que

fla) =~ > o). v €,

ou x parcourt les caracteres multiplicatifs de ;.

c) Montrer que les deux membres de (1) ont méme transformées de Mellin [les
exprimer en termes de sommes de Gauss et utiliser Davenport-Hasse|. Conclure.

d) Soit A le caractere de Legendre modulo p. Montrer directement que
#{a,beF,:a+b=y,ab=c} = \Ny*—4c) — 1
#{r €Fpe: Tr(z) =y, N(z) =c} =1 - ANy* — 4c)

En déduire une autre démonstration de (1).

Exercice 9 — Soit k£ un corps de caractéristique différente de 2. On appelle
conique une courbe C de degré 2, donnée par une forme quadratique en 3 variables
a coefficients dans k, non dégénérée. On appelle ouvert de C le complémentaire
d’une courbe (i.e. on rajoute une équation homogene du type P(X,Y, Z) # 0).



a) On s’intéresse au cercle C : X2 +Y? = Z2.

i) On se restreint & I'ouvert Z # 0, i.e. & 'équation affine X2+ Y? = 1 . Ecrire
X +1 =1tY et en déduire une paramétrisation du cercle, a un nombre fini de
points pres, borné indépendamment de k. Interprétation géométrique ?

ii) Etendre la paramétrisation en une bijection de P!(K) sur C(K), pour tout
extension K de k, donnée par des polynomes homogenes sur chacun des ouverts
X+Z#0et X —Z #0 (par exemple). Que se passe-t-il sur leur intersection ?

b) C est maintenant une conique plane quelconque. Si C(k) est non vide, a un
changement de repére linéaire preés (défini sur k), on peut supposer que le point
(0:0:1) appartient a C(k) : 'équation de C devient ZF(X,Y) + F5(X,Y) =0
ou F; est homogene de degré i.

i) Poser tY = uX et construire une bijection de P'(K) sur C(K).

ii) Montrer que sur des ouverts convenables, elle est donnée par des polynomes
homogenes.
c) On suppose dorénavant que k est fini.

i) Montrer que C(k) est non vide.

ii) Calculer la fonction zéta de C sur k.



