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ipal résultat établi dans 
e devoir est le théorème suivant :Théorème 1. Soit K un 
orps 
ommutatif. Tout sous-groupe �ni du groupe mul-tipli
atif K∗ est 
y
lique.A. Généralités sur les groupes 
y
liquesDans 
ette partie on établit quelques propriétés des groupes 
y
liques. Soit don

G un groupe 
y
lique d'ordre n ; on note multipli
ativement sa loi de 
ompositioninterne et 1 son élément neutre.On rappelle la dé�nition de la fon
tion ϕ d'Euler : pour n > 1, on pose

ϕ(n) = card {a, 1 6 a 6 n : (a, n) = 1} .1) Soit g un générateur de G. Montrez que l'ordre d'un élément x = gr de G est
n / pgcd(r, n).2) Soit d un diviseur de n. Montrez que G 
ontient exa
tement ϕ(d) élémentsd'ordre d.3) En déduire la formule :

n =
∑

d|n

ϕ(d),valable pour tout entier n > 1.4) Soit d un diviseur de n. Montrez que H :=
{

x ∈ G : xd = 1
} est un sous-groupede G d'ordre d.5)Montrez que, pour tout d divisant n, G 
ontient un unique sous-groupe d'ordre

d et que 
elui-
i est 
y
lique. On en pré
isera un générateur.6) Donnez un 
ontre exemple aux propriétés (2) et (5) lorsque G n'est pas 
y-
lique.7) Soit G un groupe d'ordre n, tel que, pour tout diviseur d de n, G possède ununique sous-groupe d'ordre d. Montrez que G est 
y
lique.



B. Démonstration du théorèmeSoit G un sous-groupe �ni de K∗, de 
ardinal n ; a priori, on ne suppose plus que
G est 
y
lique. On �xe a, b ∈ G, d'ordres respe
tifs α et β.1) Montrer que si α et β sont premiers entre eux, alors ab a pour ordre αβ.2) Soit H = 〈a, b〉 le sous-groupe de G engendré par a et b. Montrer qu'il existe
g ∈ H d'ordre ppcm(α, β).[Indi
ation : soit ∏

pei

i
la dé
omposition en produit de fa
teur premiers du pp
men question ; pour 
haque i, déterminer un gi ∈ H d'ordre pei

i
.℄3) Soit ω le pp
m des ordres des éléments de G. Déduire de la question pré
édentequ'il existe g ∈ G d'ordre ω et que ω divise n.4) En remarquant que tout x ∈ G est ra
ine de Xω − 1, montrer que ω = n. Endéduire que tout sous-groupe multipli
atif �ni G d'un 
orps 
ommutatif K est
y
lique. C. ExempleSoit F3 := Z/3Z et F9 := F3[X]/(X2 + 1)F3[X]. On note x := X (mod X2 + 1).1) Montrez que F9 est un 
orps à 9 éléments. Exprimez tous ses éléments 
omme
ombinaisons linéaires de 1 et x.2) Déduire de la partie B que F

∗
9
est un groupe 
y
lique à 8 éléments et de lapartie A son nombre de générateurs.3) Cal
ulez l'ordre de 
ha
un des éléments de F

∗
9
; en parti
ulier vous identi�erezses générateurs.


