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i
e 1 � [Théorème Chinois℄Dans le livre de Sun Zi, le Sunzi Suanjing datant du IIIe siè
le, on trouve leproblème suivant :Combien l'armée de Han Xing 
omporte-t-elle de soldats si, rangés par3 
olonnes, il reste 2 soldats, rangés par 5 
olonnes, il reste 3 soldatset, rangés par 7 
olonnes, il reste 2 soldats ?La résolution proposée par Sun Zi pour le problème des soldats est la suivante :Multiplie le reste de la division par 3, 
'est-à-dire 2, par 70, ajoutelui le produit du reste de la division par 5, 
'est-à-dire 3, par 21 puisajoute le produit du reste de la division par 7, 
'est-à-dire 2, par 15.Tant que le nombre est plus grand que 105, retire 105.La solution n'explique pas très 
lairement la méthode utilisée. Nous allons for-maliser les 
hoses :1) Soient a et b ∈ Z deux entiers non nuls premiers entre eux. Si n 6= 0, on note
xn la 
lasse de x dans Z/nZ. Montrer que l'appli
ation

Φ: Z/abZ −→ Z/aZ× Z/bZ
xab 7−→ (xa, xb)est bien dé�nie.2)Montrer qu'il s'agit d'un isomorphisme d'anneaux et déterminer sa ré
iproque.3) Généraliser à r entiers non nuls a1, a2, . . . , ar premiers entre eux deux à deux.4) Résoudre le problème de Sun Zi et retrouver la solution proposée.5) Résoudre le problème suivant :Une bande de 17 pirates possède un trésor 
onstitué de piè
es d'ord'égale valeur. Ils projettent de se les partager également, et de donnerle reste au 
uisinier 
hinois. Celui-
i re
evrait alors 3 piè
es. Mais lespirates se querellent, et 6 d'entre eux sont tués. Un nouveau partage



donnerait au 
uisinier 4 piè
es. Dans un naufrage ultérieur, seuls letrésor, 6 pirates et le 
uisinier sont sauvés, et le partage donneraitalors 5 piè
es d'or à 
e dernier. Quelle est la fortune minimale quepeut espérer le 
uisinier s'il dé
ide d'empoisonner le reste des pirates ?Exer
i
e 2 � [Indi
atri
e d'Euler℄Soit ϕ la fon
tion indi
atri
e d'Euler dé�nie sur Z>0 par
ϕ(n) = |{k ∈ Z>0 : 1 6 k 6 n et pgcd(k, n) = 1}| .1) Montrer que ϕ(n) est le 
ardinal de (Z/nZ)∗.2) Soit p un nombre premier et k ∈ Z>0. Cal
uler ϕ(p) et ϕ(pk).3) Se servir du théorème 
hinois pour établir que si

n =

r
∏

i=1

pei

iest la dé
omposition en produit de fa
teurs premiers de n on a
ϕ(n) =

r
∏

i=1

(pi − 1)pei−1
i = n

r
∏

i=1

(

1−
1

pi

)

.4) Soit n, a ∈ Z>0 tels que pgcd(a, n) = 1. Montrer que
aϕ(n) ≡ 1 (mod n).Ce résultat généralise le petit théorème de Fermat.5) En déduire une façon de 
al
uler l'inverse de xn dans (Z/nZ)∗ (même notationque dans l'exer
i
e 1), qui ne fasse pas appel à l'algorithme d'Eu
lide étendu.Appli
ation : 
al
ul de l'inverse de 715 dans (Z/15Z)∗.Exer
i
e 3 � [Exponentiation binaire℄1) Montrer que 35 est inversible modulo 129.2) Cal
uler l'inverse de 35 modulo 129 à l'aide de l'algorithme d'Eu
lide.3) Cal
uler le maintenant par la méthode de l'exer
i
e pré
édent.4) É
rire un algorithme ré
ursif permettant de 
al
uler ak (mod n) de façoné
onomique, en distinguant les 
as k pair / impair, puis en se ramenant à unproblème du même type après une mise au 
arré.



Exer
i
e 4 � [Ordre d'un élément dans un groupe abélien fini℄SoitG un groupe abélien �ni. On note multipli
ativement sa loi de 
ompositioninterne et e son élément neutre. On rappelle que l'ordre d'un élément g de G estle plus petit entier k > 1 tel que ak = e. On pourra poser |G| = n.1) Dans 
ette question (et uniquement dans 
elle-
i) on suppose G 
y
lique degénérateur g. Quel est l'ordre d'un élément quel
onque gr ?2) Montrer que si les ordres de a et b ∈ G sont premiers entre eux, ab a pourordre leur produit.3) Soit H = 〈a, b〉 le sous-groupe de G engendré par deux éléments a et b. Montrerqu'il existe g ∈ H d'ordre le pp
m des ordres de a et b.[Indi
ation : noter ∏

pei

i la dé
omposition en produit de fa
teur premiers dupp
m en question ; pour 
haque i, déterminer un gi ∈ H d'ordre pei

i .℄4) Soit ω le pp
m des ordres des éléments de G. Déduire de la question pré
édentequ'il existe g ∈ G d'ordre ω et que ω divise |G|.5) En déduire que tout sous-groupe multipli
atif �ni G d'un 
orps 
ommutatif Kest 
y
lique.[Indi
ation : remarquer que tout x ∈ G est ra
ine de Xω − 1 et en déduire que
ω = |G|.℄Exer
i
e 5 � Travail dans F161) Trouver dans F2[X] tous les polyn�mes irrédu
tibles de degrés 1, 2, 3 et 4.2) On 
onsidère le polyn�me P (X) = X4 +X +1 qui est irrédu
tible dans F2[X]et l'on pose

F16 = F2[X]/(P (X)),qui est un 
orps à 16 éléments. Véri�er que ω = X mod P (X) engendre F
∗

16. Ondressera la liste des puissan
es de ω sous la forme de 4-uplets [ε3, ε2, ε1, ε0], où
εi ∈ F2, représentant l'élément ∑3

i=0 εiω
i. Par exemple

ω5 = ω2 + ω = [0, 1, 1, 0].3) À l'aide de 
e 
odage, 
oder ω57 · ω18 puis ω13 + ω11 + ω8 + ω2 + 1 et 
al
ulerles 
omme puissan
es de ω.4) En déduire des règles de 
al
ul simples et 
ommen
er à dresser les tablesd'addition et de multipli
ation de F16.5) Identi�er un 
orps à 4 éléments dans F16.



6) À 
haque indi
e i (1 6 i 6 14) on asso
ie j (1 6 j 6 14) tel que
ωj = 1 + ωi.Montrer qu'un tel j est bien dé�ni et qu'alors on a ωi = ωj + 1.7) On é
rira alors i ←→ j et on parlera de 
orrespondan
e de Ze
h. Dresser laliste des 
orrespondan
es de Ze
h de F16.8)Montrer que le re
ours à 
es 
orrespondan
es peut ramener le 
al
ul de sommesde puissan
es de ω à 
elui beau
oup plus simple de produits de puissan
es de ω.


