MIS 101, 2006-2007

Mathématiques de base Mathématiques Université Bordeaux 1

Feuille n° 5

Exercice 1. Déterminer les domaines de définition des fonctions suivantes

f(x)—\/2+3m i g@)=va2—-2x—-5; h(x)=In(4dx+3)

S V5—2z"

Exercice 2. Soit
COS T

T 1va?

Montrer que f est bornée sur R. Déterminer sup,cp f(2).

frzeR— f(x)

Exercice 3. Calculer les limites suivantes :

Vitz—+V1—-=2

a. lim
x—0 xT
1
b. lim (9”+ )m
T—+oo \x — 3
1
c. lim —(vV1+z+22-1)
x—0 21
d. lim vVz24+z+1—2z
r—-+00

Exercice 4.
Soit g : R — R une fonction continue vérifiant g(0) =0 et :

Ve € R, g(z) :g<g).

T
a. Montrer que pour tout n € N, g(z) =g <2—n)

b. En déduire que pour tout z € R, g(x) = 0.

Exercice 5.
Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On veut démontrer que

sup f(z) = sup f().

a<zr<b a<z<b
a. Montrer que

sup f(z) < sup f(x).
a<zr<b a<z<b

b. Soit g € [a,b] tel que f(20) = sup,<,<p f(2). Montrer que f(20) = sup,, < f () en distinguant
les trois cas : g = a,z9 = b, xg €|a,b|. [Indication : dans le cas xo = a, par exemple, on pourra
considérer la suite de réels a, = a+ 1/n et étudier la suite (f(ay))).

c. Soit ¢ : [0,1] — R la fonction définie par g(z) = 0si z € [0,1] et g(z) = 1 si z = 1. Montrer que

sup g(z) # sup g(x).

0<x<1 0<x<1

Quelle hypothese essentielle du b nous manque-il ici?
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Exercice 6.
Etudier la continuité de f la fonction réelle a valeurs réelles définie par f(z) = (sinz)/x si z # 0

et f(0) = 1.

Exercice 7.
Soit une fonction f : R — R. Montrer l'implication : (f dérivable)= (f continue). Que dire de la
réciproque ?

Exercice 8.
Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes :

f1(x):x2cosi six#0 fl(()):();

fa(x) :sinxsini six#0 f2(0) = 0;

lz|vVa? —2x4+1 |

r—1

fs(x) r#1  f3(1)=1

Exercice 9.
Déterminer a,b € R de maniere a ce que la fonction f définie sur R par :

flx)=vVzsio<z<1 et f(z)=ax?+bzx+1 sinon

soit dérivable sur R? .

Exercice 10.
Calculer la fonction dérivée d’ordre n des fonctions f, g, h définies par :

f(x) =sinz ; g(z)=sin’z ; h(z)=sin®z+ cos®z.

Exercice 11. Soit n > 2 un entier fixé et f : RT = [0, +00[— R la fonction définie par la formule

suivante : e
T
= — > 0.
F@) = g @

a. (i) Montrer que f est dérivable sur R et calculer f’(z) pour z > 0.

(ii) En étudiant le signe de f’(z) sur R, montrer que f atteint un minimum sur R* que l'on
déterminera.

b. (i) En déduire I'inégalité suivante :
(1+z)"<2" (1 +2"), VzeR".
(ii) Montrer que si x € RT et y € RT alors on a

(z+y)" < 2" Ha™ 4+ y").



