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Corrigé du devoir n° 2

Exercice 1. Pour z € R, |22 + 22 — 3! est toujours positif donc y/|x? 4+ 2z — 3| est bien défini pour
tout x dans R et est un nombre positif. Pour que x vérifie I'inégalité, il faut donc nécéssairement que
x/2 + 2 soit positif, c’est-a-dire x > —4.

S C [—4, +o0o]

Pour z > —4, les deux membres de I'inégalité sont positifs. La fonction “carré” étant strictement
croissante sur R™, les nombres /|22 + 2z — 3| et /242 sont rangés comme leurs carrés. Sur [—4, +o00],
I'inégalité est équivalente a

2
‘x2+2x—3‘§%+2x+4.

Etudions le signe de 2242z —3. Ses racines sont -3 et 1. Donc 2242z —3 est positif sur [—4, —3]U[1, +o0]
et strictement négatif sur | — 3, 1].

e Pour z € [—4, —3]U[1, +o0], {xQ + 2x — 3‘ = 22 +22—3. Pour de tels z, I'inégalité est équivalente
& 222 — 7 < 0 ou encore x € [—2v/21, 21/21]. Comme —4 < —2v/21 < -3 et 2/21 > 1, 0on a:

SN ([—4,=3]U[1,4o0]) = [—%x/ﬁ —3] U [1%@}

e Pour z €] — 3,1], }xz + 2z — 3‘ = —22 — 2z + 3. Pour de tels z, I'inégalité est équivalente &

gacz + 42 +1 > 0. Les zéros du trindme %xQ +4x + 1 sont *8*52‘5 et *8+§m qui sont tous les
deux dans l'intervalle | — 3, 1[. Comme %1’2 +4x + 1 est positif a 'extérieur de ses racines, on a :

5

80]—3,1[:]—3, _8_2\/H] U -

8+ 211 1[

Finalement, ’ensemble des solutions, étant compris dans [4, +oo[ est égal a :
S = (SN ([-4,-3]U[L,+oo])) U (SN = 3,1)

— [—2\/2_ —3} U [1;@] U] -3, _8_2m] Y
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Exercice 2. Pour que l'expression soit définie, il faut que z? — 1 soit positif. Donc I'inéquation n’a de

sens que sur | — oo, —1] U [1, +o00[. On distingue 2 cas suivant le signe de |z — 2| afin de supprimer les
valeurs absolues.

e Pour z €] — o0, —1]U[L,2] :

x — 2 est négatif. Donc pour ces x, 'inégalité est équivalente a : 4 — 2x — /22 — 1 > 3 ou encore
V2?2 —1 < 1-2z. Le membre de gauche de la derni¢re inéquation est toujours positif. Le membre
de droite est strictement négatif pour z > 1/2 (c’est-a-dire pour = € [1,2]) donc 'inéquation
n’est pas vérifiée.
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Pour # < 1/2, les deux membres de I'inégalité sont positifs. Comme la fonction z +— 2 est
strictement croissante sur RT, ils sont rangés dans le méme ordre que leurs carrés. Pour = €
] — 00, 1], inéquation est équivalente & 22 — 1 < 1 — 4z + 422 ou encore 322 — 42 +2 > 0. Le
discriminant de 322 — 4z + 2 étant strictement négatif, 3x2 + 4 + 2 est positif (strictement) sur
R, donc en particulier sur x € [—o0, 1]. Donc I'inégalité est vérifiée sur tout | — oo, —1].

SN (= o0, ~1UL,2]) =] — 00, —1]

e Pour z €]2, +o0] :

x — 2 est positif. L’inégalité est équivalente a 2x —4 — v/ a2 — 1 > 3 ou encore 2x — 7 > a2 — 1.
Pour x < 7/2, le membre de gauche de la derniére inéquation est strictement négatif donc
I'inégalité n’est pas vérifiée.

Pour x > 7/2, les deux membres sont positifs. Donc, la fonction carré étant strictement croissante
sur R, ces deux nombres sont rangés comme leurs carrés. Pour = € [7/2, +oc[, 'inéquation est
équivalente a 42?2 —28x+49 > 22 —1 ou encore 322 —28x+50 > 0. Les zéros de 322 — 28z 450 sont
e @ et %4—#‘/747”. Seul le deuxiéme est dans [7/2, +oc[. Donc sur cet intervalle, 322 —28x+50 >

0 est équivalent a x > 13—4 + @. On a donc :

14 /46
=+, +

SNJ2, +o00] = 3 3

Pour conclure, on regroupe les solutions trouvées sur chacun des domaines] — oo, —1] U [1,2] et
12, +0o0] :

S = (SN(]— o0, ~1]U[L2) U (SN2, +od])

14 46
§+T’+°O[

= ]—o00,-1]U

Exercice 3. L’équation 22 —2 cos(f)z+1 = 0 a pour discriminant A = (2cos(#))?—4 = —4sin(0)2. Les
racines carrées de A sont 2isin(6) et —2isin(f). Les solutions de I’équation sont donc cos(f)+isin(6) =
e et cos(h) —isin(f) = e~ .
Soit 29 = cos() + isin(f). Alors 22 = cos(26) + i sin(26) par la formule de Moivre. On a donc :
22 —2cos(0)zp + 1 = cos(20) — 2cos()? + 1 + i(sin(20) — 2sin(6) cos(6)) = 0.

Par unicité de la forme algébrique d’un nombre complexe, on a en identifiant parties réelle et
imaginaire :
cos(260) = 2cos(0)? — 1, sin(26) = 2sin(f) cos(h).

Exercice 4.

1. Développons le carré du membre de droite :

(1+vV3+i2v3)2 = (1+V3)2 = (2v3)? + 2i(1 + V3)(2V3) = —8 + 23 +i(12 + 4V/3)
2. Soit (E) I’équation
722+ (V3-1)Z+(3-V3—i(34+V3)) =0.
Son discriminant vaut

A = (V3-1)?-4(B3-V3+i(3+V3)=3+1-2V3—12+4V3+4i(3+V3)
= 84+ 2V3+i(12+4V3)
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D’aprés la premiere question, les deux racines carrées de A sont § = 1 4+ v/3 +i2v/3 et —4§. Les
solutions de 1’équation sont

- 1+96 : — 1-96 )
R LR O R R L Rt KL Y (R I L
(F+5E)

3. Les racines niemes de Z; sont les nombres 2= ¢’ pour 0 < k < n — 1. Les racines niemes

1 s 5w 2kw .
de Z, sont les nombres 62n¢'(int ") pour 0 < k < n — 1. Remarquez bien que Z; et Z3 ont
chacun n racines niemes distinctes, comme tout nombre complexe non nul.

4. Soit (E') I’équation

(Z‘1>2"+<¢§—1>(221)n+<3—¢§—i<3+ﬁ>>=0~

z

On peut résoudre (E’) par la suite d’équivalence suivante :

—1\"
2 est solution de (E') < <Z > est solution de (E)
z

z—1 . .
< ) est une racine nieme de Z1 ou Zs

z
< ! 1 0<k< 1
y = ou z = . avec n—
1— 2meilG+am) 1 — G i) -
L’ensemble des solutions S s’écrit :
S = 1 c0<k< 1>U ! c0<k< 1
RS S R e R

Exercice 5. Soit P(n) la propriété : “32n+2 — 27+1 egt divisible par 7”. Montrons par récurrence que
P(n) est vraie pour tout n € N.

Initialisation. P(0) est vraie. En effet, 392 — 201 =9 — 2 = 7 est divisible par 7.

Hérédité. Supposons qu’il existe k entier positif tel que P(k) est vraie. Montrons alors que P(k+ 1)
est vraie.

32 — 2 est égal & 7 donc 32K12(32 — 2) est divisible par 7. De plus 3212 — 2% est divisible par 7
d’aprés I'hypothese de récurrence, donc 2(3%+2 —2F) aussi. On en déduit que 32(*k+1)+2 _g(k+1)+1
est divisible 7, comme somme de deux multiples de 7 : P(k + 1) est vraie.

Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n positif.

Exercice 6. [Facultatif]

1. Soit (a, b, c) un triplet pythagoricien différent de (0,0,0). Alors, comme ¢ > 0, on a en divisant
2 . , : .

par ¢? : (%)2 + (%) = 1. Donc le point de coordonnées (a/c,b/c) est un point du cercle trigo-

nométrique puisqu’il satisfait 1’équation 22 + y? = 1. Réciproquement, si (a/c,b/c) est un point

b 2 2

2 c

c , on obtient :

du cercle unité, alors (%)2 + ( )2 = 1, donc en multipliant par m

(ma)? + (mb)? = (mc)?

ce qui signifie que (ma, mb, mc) est un triplet pythagoricien.
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2. Un point de l'intesection C'N D, de coordonnées a des coordonnées (x,y) qui satisfont a la fois
I’équation du cercle et celle de la droite D,. On doit donc résoudre le systeme

yQ = 1 —5(32

y = rx+1)
En élevant la deuxieme équation au carré et en soustrayant la premiere, on voit que = est
nécessairement solution de I’équation du deuxieme degré :

1+ 4222+ —1=0
dont les solutions sont z = 1 et x = }jr:z La deuxieme équation permet de déterminer les y
correspondant & ces . On montre ainsi que ’ensemble des solutions du systéme est inclus dans

{(—1,0) , (17’"2 r >} On vérifie que ces deux couples sont bien solutions du systeme, ce

120 142
qui monthe que les deux points d’intersection de D, et C' sont bien les deux points d’affixe -1 et
Zr = };:2 +ili’;2. Si 6, est un argument de z,, alors z, = cos(f), y = sin(f) et r = %H = tan (g)

Pour que z, et y, soient positifs, il faut et il suffit que 0 < 0 < 7/2, et donc que 0 < r < 1.

3. Supposons que tout d’abord qu’il existe un r € Q tel que M € C N D,. De deux choses I'une :
soit M a pour affixe -1, et est donc a coordonnées rationnelles, soit M a pour affixe z,. dont
les parties réelles et imaginaires sont des fractions rationnelles (des quotients de polynémes) en
r € QQ, et donc elles-méme dans Q.

Supposons maintenant que M est a coordonnées rationnelles. Soit M a pour affixe -1, et dans
ce cas M est dans C' N D, pour tout r € Q, Soit ’abscisse de M est différente de -1, et dans
ce cas on pose r = y/(x + 1) (c’est un nombre rationnel!). Dans ce cas M est sur le cercle par
hypotheése et sur la droite D, par définition de r, ce qui termine la démonstration.

4. Les points a coordonnées positives rationnelles sur le cercle unité sont les points de la forme

2 , . .
(%;:2, 13:;2) avec r € QN [0,1]. En écrivant r = g, avec p < g et p premier avec ¢, on a que

I’ensemble des points a coordonnées positives rationnelles sur le cercle unité est :

2 _ .2

¢ —p°  2pq :

Wz{( , )|p€N,q€N* pﬁq,ppremleravecq}
p2+q2 p2+q2 ’

5. Soit § I'ensemble des triplets pythagoriciens et 7 I’ensemble défini par
T = {(m(q® — p*),2mpq, m(p* + ¢°)) Im €N, peN, g€ N*, p<q, p premier avec q} .

11 faut montrer que ces deux ensembles sont égaux. Montrons d’abord que S C 7. Soit (a,b, )
un triplet pythagoricien. Alors d’apres la question 1), (a/c,b/c) est un point du cercle unité

?=p> _2pq
p2+q2 l p2+q2

a coordonnés rationnelles positives que 1'on peut écrire < d’apres la question 4).

. 2_ 52 2 ., . .
Les deux fractions gQ ’; ~ et pQﬁqu sont sous forme irréductible car p et ¢ sont premiers entre

eux. Donc ¢ est un multiple de p? + ¢2. En posant ¢ = m(p? + ¢?), on trouve que (a,b,c) =
(m(q2 - p27 2mpq’ m(P2 + q2)) Donc S C T

11 suffit de vérifier que tous les éléments de 7 sont des triplets pythagoriciens, ce qui se vérifie
facilement par calcul :

(m(¢® = p*))* + (2mpa)* = m*(¢" + p* = 20°¢° + 4p*¢®) = m*(p* + ¢*)°

Donc 7 C S. Par double inclusion, on a montré que S = 7.



