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Corrigé du devoir n° 5

Exercice 1.
Les fonctions x — €* et o +— ax® + bx + ¢ sont C® sur R. La fonction f étant définie par
morceaux sur | — oo, 0 et [0, +o0[, f est C> sur R* (de plus f est continue a droite en 0 et pour
tout n € N* elle a une dérivée n-ieme a droite en 0).

Continuité en 0. lim f(z) =€’ =1 et lim f(z) = ¢ = f(0). On en déduit que f est

z—0~ z—0

continue en 0 si et seulement si ¢ = 1.

Dérivabilité en 0. Si f n’est pas continue alors elle n’est pas dérivable. On étudie donc la
dérivabilité en 0 uniquement quand ¢ = 1.
o Vx>0, f(z) = az® + bz + 1. Cette formule est valable a droite de 0, y compris en 0, donc
en la dérivant selon les regles usuelles on peut calculer f'(z) pour x > 0 et f;(0) (dérivée a
droite). On obtient : Yz > 0, f'(z) = 2azx + b, f,(0) = b et lim f'(z) = f3(0).

z—0

o Vz < 0, f(x) = €® (cette formule est aussi valable en z = 0 car f(0) = c =1 = €°). En
dérivant cette formule, on peut donc calculer f'(z) pour z < 0 et f;(0). On obtient : Vo < 0,
fl(x) =e", f1(0) = e =1let lim f'(x) = £5(0).

z—0~
On en déduit que f est dérivable en 0 si et seulement si f,(0) = f;(0), c’est-a-dire b = 1. Dans
ce cas f'(0) =1 et f" est continue en 0, donc f est de classe C'.

Dérivée seconde en 0. On proceéde comme pour f’. Si f n’est pas C! alors f’ n’est pas
dérivable, on se place donc dans le cas b=c = 1.
o Vx >0, f'(z) = 2ax+1 (cette formule est valable en 0 car on a calculé ci-dessus que f'(0) = 1)
donc V> 0, f"(z) = 2a, f§(0) = 2a et lim f"(z) = f1(0).

z—0
o Vx < 0, f'(r) = e (formule valable en 0 car f/(0) = 1 = €°) donc Vo < 0, f"(z) = €%,
f0) =’ =1et lim f"(x)= f;(0).
z—0~

On en déduit que f” est dérivable en 0 si et seulement si f;(0) = f7(0), c’est-a-dire a = 3. Dans
ce cas f”(0) =1 et f” est continue en 0, donc f est de classe C?.

Dérivée troisieme en 0. On étudie l'existence de f®)(0) pour a = %, b=c=1. Parla
meéme méthode que précédemment on trouve fg(?’)(O) =e’ =1et f(§3)(0) = 0. Les dérivées a
gauche et & droite sont différentes donc f©) n’est pas définie en 0.

Conclusion. f est C? si et seulement si a = %, b=1,c=1cet f n'est jamais C3.

Autre méthode. On peut étudier la dérivabilité en 0 en utilisant les taux d’accroissement.
Nous montrons ici comment calculer f;(0) et f;(0), les dérivées supérieures se traitant de la

fz) = f(0)

méme maniere. Si z > 0, M = ax + b donc f}(0) = lim = b. Dans le
x—0 T
cas ¢ = 1 la dérivée & gauche (si elle existe) est donnée par la limite en 0~ de “=!; or par

x

définition lin% est égale a la dérivée en 0 de g(x) = e*. Comme ¢'(x) = e*, on obtient
r— x
e —1

que f(0) = lim =4'(0)=1.

z—0~ T
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Exercice 2.
x +— 2% et x +— cosx sont dérivables sur R et x — % est dérivable sur R* donc f est dérivable

sur R* comme produit et composition de fonctions dérivables. Etudions la dérivabilité en 0.

%{;(0) = zcost. Comme [cost| < 1ona |zcosi| < [z dolt —|z] < zcos: < |z]. On a
— f(0 1
hm |z| = 0 donc par le théoreme des gendarmes hn% L{;() = x cos — existe et vaut 0.
T— Tr — T

Conclusion. f est dérivable en 0 et f'(0) = 0. La fonction f est donc dérivable sur R.

Remarque. Si x # 0, f'(x) = 2z cos % + sin % Cette fonction n’a pas de limite en 0 (cf feuille
4, ex. 6, f(x)), donc f n’est pas C'.

Exercice 3.
a) Soit f(z) = Inz pour z > 0. f est dérivable et Va > 0, f’(x) = 1. On applique le théoréme
des accroissements finis entre z et z+1 (z > 0) : il existe ¢ €]z, z+1[ tel que In(z+1)—In(z) = 1.

Comme0<x<c<x+10na0<z%rl<%<%doch$>O, +1<1n(93+ 1) —In(z) < 1.

b) On applique la question a) pour x = 1,2,...,k avec k € N* et on somme les inégalités
obtenues. Comme

In(k +1) — In(k) + In(k) — In(k — 1) + - +In(2) — In(1) = In(k + 1) — In(1),

on obtient :

1 1 1 1 1
VEEN, —4 -ttt <In(k+1)—In(l) <14+ 4 t-
€ ,2+3—|- +k:+1 n(k+1) —In(1) tot+t +k’
autrement dit Sgi; — 1 < In(k+ 1) < Sk. En prenant £k =n —1 (n > 2 donc k > 1) la lere
inégalité donne S,, < 1+ In(n) et en prenant k = n la 2éme inégalité donne In(n 4+ 1) < S,,.
Donc ¥n > 2, In(n +1) < S, < 1+ In(n).

¢) lim In(n+ 1) =400 et par la question b) S,, > In(n + 1) donc lim S, = +oo.

n—-+o0o n—-+o0o

Exercice 4.

Soit f(z) = v/1+ 2z. La fonction f est définie sur [—3, +oof et elle est C* sur ] — 1, 4+-00[. On a
F(0) =1, f(w) = (1422) 72, f'(0) = 1, f"(x) = —(1+22) "2, f(0) = —1, f®)(0) = 3(1+2z) .

On applique la formule de Taylor au point 0 a 'ordre 2 :

2 3

Vo >0, 3c €]0,z[, f(x)=1+x— % + %(1 +20)_§-

¢>0donc 142 >1,(1+2)2>1>0et0< (1+2c)2 < 1. Comme z > 0 on a
0< %(1+20)_g < ”—;,donc l42—%2 < f(z) < 1+x—§+£ pour tout > 0. On remarque

2 2
que f(0) =1 donc

x? x?2 28

YV > 0, 1+x—?§f(x)§1+x—?+5.
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Exercice 5.
a) Etude de f.
2
Ve eR,2*+1>0donc Dy =Dy =R. Vz € R, f'(2) :(xl{Tf”l)Q.
(22 4+ 1)? est toujours strictement positif donc le signe de f’ est donné par celui de 1 — z2.
Tableau de variation de f :

1
| —o0 —1 1 +00 lim f(z)= lim - =0
f(@) — 0 + 0 - T e
flry o N0 =3 5N 0 Jm fz) = lim - =0

On déduit du tableau de variation que f a un unique minimum local en —1 qui est aussi un
minimum global, et f a un unique maximum local en 1, qui est aussi un maximum global.

Etude de g.
r—1=0&z=1donc Dy =Dy =R\ {1}. Vz # 1, ¢/(x) = 2%
Comme (z—1)% > 0, le signe de ¢ est donné par celui de 2% —2r —2. A =12, 2, = 1 —/3 < 1,
Ty = 1+ \/g > 1.

lim g(z) = —o0
r—1—
li =
| —o0 T 1 Ty +00 et g(a;)l 1+oo
g9'(z) + 0 - | - 0 + g(z) = == d'o
g(@) | —o0 N —oo || Hoo N /400 lim g(z) = —o00
li =

On déduit du tableau de variation que g a un unique minimum local en x5 et un unique
maximum local en ;. La fonction g n’a pas d’extremum global.

b) D’apres le tableau de variation de f, f a une asymptote horizontale y = 0 en —oo et +o0.

D’apres le tableau de variation de g, g a une asymptote verticale en z = 1. Etudions les
asymptotes en +oo. On fait la division euclidienne (avec reste) de 2> +x — 1 par x — 1 et on
trouve 2’ +x—1 = (z—1)(z+2)+1. Donc g(z) = £+2+ . On a donc hIJP g(x)—(x+2) =0
et lim g(x)—(z+2) = 0. Par conséquent, g admet la droite y = x+ 2 pour asymptote oblique

en +oo et en —oo.

—2(3 — 22
c) f'(z) = % Comme (2% + 1) > 0, le signe de f” est donné par le numérateur :
‘ —00 —/3 0 V3 +00
—2x + + 0 — -
3— 2 — 0 + + 0 -
(2) — 0 +0 - 0 +

On déduit du tableau de signe de f” que f est concave sur | — oo, —v/3] et [0,v/3] et que f est
convexe sur [—+/3,0] et [v/3, +oo[. De plus, f a 3 points d’inflexion, en —+/3, 0 et /3.

J"(z) = W donc ¢” ne s’annule jamais et ¢” est du signe de x — 1, c’est-a-dire
’x p—

J"(z) < 0oz <letg’(x) >0« x> 1. On en déduit que g est concave sur | — oo, 1]

et convexe sur |1, +o0[. La fonction g n’a pas de point d’inflexion.
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d) Graphe de f.
Remarque : on montre facilement que f est impaire, donc le graphe de f est symétrique par
rapport au point (0, 0).

1/21

Graphe de g.
Remarque : pour tout A > 0,
au point (1,3).

(1+h)+g(1=h) _ Ly
L2 8—2 = 3 donc le graphe de g est symétrique par rapport

Y=+ 2

T




