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Dérivabilité

Exercice 1. Calculer les dérivées des fonctions (on donnera les domaines de définition) :

B _exp (%) +1
f(.’,U) = 1+ ($ COS.ZU)27 g(.%') = W’
ZE4
h(l’) = ln(tana:), k:(x) = m

Exercice 2. Soit f une fonction dérivable sur R.
a) Calculer la dérivée de = +— sin(f(x)?) et  — sin(f(z?)).
b) On suppose que f(z) # 0 pour tout = € R. Calculer la dérivée de = — In(|f(x)]).

Exercice 3. En utilisant la définition, calculer la dérivée de f(z) = 22 — 4z + 5 au point ¢ = 2.

Exercice 4. Etudier la dérivabilité sur R des applications suivantes :

f(:c):x\:d, g(x): ’ h(x>:

Exercice 5. La fonction x — cos /x est-elle dérivable en 07

Exercice 6. Soit a,b deux réels et f la fonction définie sur R™ par :
f)=vzsio<z <1 et f(z)=a(2®—1)+bsiz>1.

Déterminer a et b de maniere & ce que f soit de classe C! sur R1*.
Exercice 7. Soit n € N*. Calculer la fonction dérivée d’ordre n de f(z) =sinzx.

Exercice 8. Etudier la fonction f:ax— 25 —=5x+1sur R et en déduire que I'équation z° —5z+1 = 0
a trois solutions réelles.

Exercice 9.
a) Montrer que l'on a zcosx —sinz < 0 si x €]0, 7.

b) Etudier le sens de variation de la fonction x — sur I'intervalle |0, 7].

¢) Démontrer que pour tout z €]0,Z[ on a 2 < sinz < z.

Théoréme de Rolle et accroissements finis

Exercice 10.
a) Calculer la dérivée de z +— (22 + 1) sin x.
b) Montrer que 1’équation (22 + 1) cos x + 2z sinx = 0 admet au moins une solution dans [0, 7].

Exercice 11.

a) Soit f une fonction de classe C? sur ]0, 1[ s’annulant en 3 points de |0, 1[. Montrer qu’il existe un
point zg de ]0, 1 tel que f”(zo) = 0.

b) Soit n € N* et f une fonction de classe C™ sur |0, 1] s’annulant en n + 1 points de ]0, 1[. Montrer
qu'il existe un point zo de 0, 1] tel que f(™(z) = 0.

Exercice 12. Montrer que Vz € R,Vy € R, |sinz —siny| < |z —y| et |cosz —cosy| < |z — y|.
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Exercice 13. En utilisant le théoréeme des accroissements finis et en distinguant éventuellement les
cas x > 0 et x < 0 démontrer que

a) pour tout réel z on a e® > 1+ x;

b) pour tout z > —1 on a In(1 +z) < z.

Exercice 14.

a) A l'aide du théoréme des accroissements finis montrer que Vo > 0, % <ln(z+1)—lnz< 1

T
b) Calculer lim v/z(In(x +1) —Inz) et lim x(ln(z+1)—Inz).
T—+00 Z—+00
¢) En déduire que lim (14 1) =e.
T—+00
d) Calculer lim (1—1)"

T——400

1 1
Exercice 15. A l'aide du théoreme des accroissements finis, calculer lim z? (e o+l — ez>.
r——+00

% Exercice 16. Etant donné o dans 10, 1], montrer que pour tout entier naturel n

« (0%
rpre OIS A

N
En déduire la limite lim —.
N—+o0 1 n
n=

Formule de Taylor

Exercice 17.
a) Ecrire la formule de Taylor a l'ordre 2 et au point 0 pour la fonction sinus.

3
b) Montrer que 'on a |sinz — z| < % pour tout réel x.
Exercice 18.

a) Ecrire la formule de Taylor a I'ordre 7 et au point 0 pour la fonction cosinus.
b) Ecrire la formule de Taylor a l'ordre 2 et au point 1 pour la fonction z — +/z.

Exercice 19. Ecrire la formule de Taylor & lordre 1, 2 et 3 pour le polynéme 2 + 3z — 422 + 222 au
point x = 1.

Exercice 20. Montrer les encadreernts suivants :

a) Vx € R, 1+x§em§1+x+%e|m|.

2 2 3
b) Vz > 0, a:—x—<ln(1+:c)<x—x—+x—.
2 2 3
Exercice 21. En écrivant la formule de Taylor a ’ordre n au point 0 pour la fonction x — e® montrer
que 'on a
_q 1 1 1 1 . e
e= +ﬂ+§+§+"'+m+rn OU’Tn|<m~

% Exercice 22. Soit f une fonction de classe C? sur un intervalle Ja — §,a + 6[, 6 > 0. Calculer

L fath) + fa—h) ~2f(a)
h—0 h?




