
C. R. Acad. Sci. Paris, t. 327, S&ie I, p. 793-796, 1998 
Analyse mathbmatique/Mathematical Analysis 

Classes de fonctions non quasi-analytiques 
et existence de sous-espaces invariants 

Karim KELLAY ‘, Mohamed ZARRABI ” 

A Institut de math6matiques, 
I 

IJniversite Louis-Pasteur. 7, rue Rent-Descartes, 67084 Strasbourg cedex, 
France 
Courriel : kellay@math.u-strasbg.fr 

t’ Laboratoire de mathiimatiqurs, UniversitG Rordeaux I, 351, (‘ours de la Lib&ration, 33405 Talence 
cedex, France 
Courriel : zarrabi@math.u-borrleaux.fr 

(Rep lr 23 juillet 1998, accept& lr 12 a&it 199X) 

R&urn& Nous montrons que certaines classes de fonctions, dCfinies sur un compact du plan 
complexe de mesure de Lebesgue planaire nulle, sont non quasi-analytiques. Nous 
traitons plus particuli&ement les classes de Carleman et les classes de fonctions 
ayant une extension asymptotiquement holomorphe. En combinant ceci avec le calcul 
fonctionnel de Dyn’kin base sur la formule de Cauchy-Green, nous Ctablissons 
l’existence de sous-espaces invariants pour des operateurs dont une partie du spectre 
est de mesure de Lebesgue planaire nulle, et ce lorsque la r&olvante a une croissance 
modCrt+e au voisinage de cette partie. 0 AcadCmie des SciencesiElsevier, Paris 

Non-quasianalytic classes of functions and existence 
of invariant subspaces 

Abstract. We prove that some classes of functions deJned on a compact set in the complex 
plune with plunar Lebesgue measure zero, are non-quasianal.vtic. We pnrticularly 
treat the Carleman classes and classes of functions having asymtotically holomorphic 
continuation. Combining this with Dyn ‘kin’s functional calculus based on the 
Cauchy-C;reen.~~rmula, we establish the existence of invariant subspaces for operators 

,for which a part of the spectrum is of planar Lebesgue measure zero, provided that 
the resolvent has a moderate growth near this part of the spectrum. 0 AcadCmie des 
Sciences/Elsevier, Paris 

1. Sur la non-quasi-analyticit 

Soit E un compact du plan complexe C de mesure de Lebesgue nulle et soit M une fonction 
decroissante sur (0, +oc) avec M (0+) = +oo. On d&igne par C(E) l’espace de Banach des 

fonctions continues definies sur E. Soit A un espace de Banach de fonctions d6finies sur E, qui 

Note prCsent&e par Jean-Pierre KAHANE. 
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s’injecte de faGon continue dans C(E). On suppose que il contient les constantes et, pour tout 
A E C\E, la fonction TX (z) = A, z E E, appartient a A et 

ou d (A, E) designe la distance de X a E. 
Nous donnons une condition sur la croissance de 111 qui garantit la non-quasi-analyticite de l’espace 

A, ce qui signifie que pour tout C E E, et pour tout voisinage V de <, il existe f E A dont le support 
est contenu dans V f’ E et telle que f (0 # 0. 

Comme on peut s’y attendre, cette condition sur M depend de la geometric de E et plus precisement 
de la fonction 0~ definie par : 

0~ (x) = m2 ((2 E 63 : d (z, E) < a}): 5 > 0: 

ou m2 designe la mesure de Lebesgue planaire. 
Notons que la fonction 0~ est continue, strictement croissante et, puisque m2(E) = 0, BE (0+) = 0. 
Nous avons le resultat suivant : 

TH~OR~ME 1. - Fixons un 6 > 0 tel que hf o 0,’ (6’) 2 e. Si 

J 
6 

(In In M o Hz1 (xT’))~ ds < +w, (1) 
0 

alors A est non quasi-analytique. 

La cle de ce resultat est la normalite de certaines familles de fonctions analytiques. Plus precisement : 
soit R un ouvert de C et soit 3-1,tf (E, 0) l’ensemble des fonctions holomorphes f sur 0 telle que 
If (z)] 5 M (d (a! E)), z E 0. Nous montrons grace a un theoreme de Lomonosov-Ljubich-Matsaev 
[7] et Domar [4] que si (1) est v&if%, alors la famille ‘H,l,r (E, 12) est normale, c’est-&dire 
uniformement bornee sur tout compact de 12. Notons que dans le cas ou E est un segment, 
le theoreme de Sjiiberg-Levinson-Domar-Beurling (voir [I], [3] et [6]) affirme que la famille 
til,r (E, 0) est normale lorsque la condition suivante : 

/ 

6 
In In M (x) ds < +oc, (2) 

. 0 

est satisfaite pour un certain S > 0 assez petit de sorte que M (15) > e. 

Remarque. - Puisqu’on a suppose que A s’injecte continuement dans C(E), il existe une constante 
c > 0 telle que & 5 c](rAIIA, X E C\E. 11 s’ensuit que $ 5 c&!(z) pour z proche de 0. On voit 
que les hypotheses’ faites sur A et la condition (1) entrainent que 0~ verifie 

1”” (lnln&)‘dx < +x. (3) 

2. Exemples d’espaces non quasi-analytiques 

Dans cette section nous donnons, grke au theoreme 1, deux exemples de classes de fonctions non 
quasi-analytiques. Comme dans la section precedente, E designe un compact du plan complexe de 
mesure de Lebesgue planaire nulle et M une fonction decroissante definie sur (0, +w) telle que 
M(0-t) = +cc. 
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2.1. Algsbre de fonctions asymptotiquement holomorphes. - On dCsigne par DA* (E) l’ensemble des 
fonctions f dCfinies sur C de classe Cl, s’annulant en l’infini et telles que 

I’.f(Z)I =“(j&z,E)) > (d (z. E) --+ 0). 

Ici z = 5 + iy, 3 = i (6 - + &-. 

On considkre &,%I (E) :k VA%1 (E$E l’algbbre des restrictions sur E. Cette algkbre a ttc introduite 
par Dyn’kin (voir [5] et [6]). Elle permet en particulier de dCfinir un calcul fonctionnel w non 
holomorphe >X pour des opkrateurs dont la r&olvante croit mod&kment p&s du spectre. Lorsque E 
est le cercle unit6 T, Dyn’kin a montrk dans [5] que &,,I (8) est non quasi-analytique si et seulement 
si M vCrifie la condition (2). 

THEOR~ME 2. - Si HE et M ve’rifient (3) et (l), alors &,%I (E) est non quasi-analytique. 

2.2. Classes de Carleman. - Soit (M 11 ) nz~ une suite de rkels strictement positifs. On dit qu’une 
fonction continue f definie sur E est dans la classe de Carleman CE (MrL) s’il existe une suite de 
fonctions f(“), ‘n 2 0, d’fi . e mes sur E et une constante c(f) > 0 (qui ne dkpend que de f) telles 
que f(O) = f et pour tout entier 0 5 k 5 n 

Oil 

I&,k(<,~)I < c(f) Mn+l ':,,---yC:;1 i <; z E E. 

Lorsque E est parfait, les fonctions f(“) sont d&erminCes de faGon unique par la formule 

f(“) (2) = lim 
p-c (0 - p-1) (z) 

E3C’i C-z . n.21. 

(4) 

Lorsque E = [-I, l] et la suite (M,,),, est log-convexe, c’est-A-dire Mz 5 MTrflMn-l (n > l), 
le thCo&me classique de Carleman-Denjoy [9] affirme que CE (M,) est non quasi-analytique si et 
seulement si 

c 
A,&; + < +x. (5) 

7121 

Lorsque E est un arc rectifiable, la condition (5) est nCcessaire pour la non-quasi-analyticit de 
CE (A&) (voir [2]). Nous montrons que si la suite (%),, est log-convexe, alors la condition 

est suffisante. Ceci est un cas particulier du r&ultat gCnCra1 suivant : 

TH~ORBME 3. - Supposons que E est parfait, (5) 1, est log-convexe et 0~ (:z) = 0 (P) (z --f 0), 
02 a E (O,l]. Si 

CC 
71,1-cu A&: In J-J,, 

> 

-3 
< +cc: 
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alors CE (A&) est non quasi-analytique. 
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Remarque. - Si E est un arc rectifiable, il existe une constante c > 0 telle que c-l:~ 5 #E (z) 5 cz, 
0 < z < 1. Notons aussi que lorsque E est le graphe d’une fonction definie sur [O: 11 satisfaisant la 
condition de Holder d’ordre cy E (0, l], alors BE (2;) = 0 (T”) (z --+ 0). 

3. Existence de sous-espaces invariants 

Soient X un espace de Banach et L(X) I’algebre des operateurs born& sur X. On dit qu’un 
sous-espace ferme I’ de X est invariant lorsque TY c Y et qu’il est non trivial si (0) 5 Y ‘$ X. 
Le sous-espace Y est dit hyper-invariant pour T s’il est invariant pour tout operateur qui commute 
avec T. Le spectre de T est note par Sp(T). Ljubich et Matsaev [8] ont montre que : s’il existe un 
ouvert 0 de 43 et un arc E de classe C2 tel que Sp (T) n 0 = E‘ n 0 et si la fonction 

M (cr) = sup{ll(z - T)-‘11 : d (z, E) 2 :I:, z E 0): n: > 0. (6) 

satisfait (2), alors T admet un sous-espace hyper-invariant non trivial. Nous donnons ici un resultat de 
mCme nature que celui de Ljubich-Matsaev, mais pour des operateurs a spectre non necessairement 
contenus dans un arc assez regulier ; plus precisement : 

THEOREME 4. - Soit T E C(X). 0 n suppose qu ‘il existe E un compact parjait de mesure de 
Lebesgue planaire nulle et un ouvert 0 de C tel que Sp (T) n 0 contient au moins deux points distincts 
et Sp (T) n 0 c E n 0. Si BE et la fonction n/r dt$nie par (6) vktifient (3) et (l), alors T admet 
un sous-espace hyper-invariant non trivial. 

Pour obtenir ce resultat nous utilisons deux elements : le premier est le resultat sur la non-quasi- 
analyticite de la classe Q,tl (E) CnoncCe dans le theoreme 2; le second est le calcul fonctionnel 
introduit par Dyn’kin dans [6] qui est dtfini de la man&e suivante : soit f une fonction definie sur 
un voisinage ouvert 1~’ de Sp(T), de classe Cl et telle que 

IiJf +)I II(z - T)-‘11 --+ 0, d (z, Sp (T)) + 0. 

ou A est un domaine tel que Sp (T) c A, a c I/ et dont le bord, dA, est une union finie de courbes 
de Jordan disjointes, de classe C’ par morceaux. 

Grace a la formule de Cauchy-Green, f(T) est independant du choix de A. 
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