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1. Démontrons que la suite est bornée :

]2 = [(—1)” ' %] T [(—1?
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< 5.
Donc, ||z,]|2 < /5 pour tout n € N, la suite est bornée. Le théoreme
de Bolzano-Weierstrass assure 1’existence d’une sous-suite qui converge.
La suite (210, )nen converge vers (1,1).

2. Dans R"™, un ensemble est compact si et seulement si il est fermé et
borné. Aucun des ensemble de la série précedente n’étant a la fois fermé
et borné, aucun d’entre eux n’est compact.

f1 est continue sur R? tout entier,

f2 est continue sur I'ensemble {(x1,75) € R*: x; # 0 ou 79 = ++/1/2},

f3 est continue sur R? tout entier car f3(z1, x2) = 1 + 229 partout.

4. Dans ce corrigé, nous allons aussi donner les conditions d’égalité. Ce
n’était pas demandé dans l’exercice mais il est bon de les connaitre. On
ne traite pas les cas p = 1 ou p = 400 car il peuvent étre traités a part
(sauf pour le (b) ou c’est explicitement demandé).



(a) Considérons la fonction In : R** — R. Elle est strictement concave,
en effet pour tout « > 0, In"(x) = —% < 0. Il en résulte, par défi-
nition d’une fonction concave, que pour tout z > 0,y > 0, x # y
et 0<t <1

In((1 —t)z+ty) > (1 —¢)In(z) + tIn(y).

Il y a évidemment égalité sit =0,t =1, oux =y.
Cherchons maintenant a démontrer

1 1
xy < —aP + —y? (Concave)
p q

Si x =0 ou y = 0, nous avons (Concave) avec égalité uniquement
si x et y sont nuls. Nous pouvons maintenant supposer x et y
strictement positifs. Dans ce cas, nous avons

1 1 1 1

In(=2? + —y?) > —Inz” + = In(y?) > In(z) + In(y) > In(zy),

p q p q
par la concavité du logarithme. L’égalité n’est possible que si 2P =
y4, car 110 est toujours différent de 0. On passe a I’exponentielle et
on obtient I'inégalité voulue (Concave).
Pour démontrer I'inégalité de Holder :

z": iy < <z”: xf) ' <z”: yf) ‘1 , (Holder)
i—1 i—1 i—1

on suppose que »_ - x” # 0 et Y ;7 # 0. Si ce n'est pas le
cas Holder est vérifiée et il y a égalité. On peut alors calculer :

Z X Yi
1 1
i=1 n D P n q q
<Zj:1 xj) (Zj:l yj)
n

1 zp 1 oyt 11
S o
i=1 <Zj:1 ﬂfjp) i=1 (Zj:l yjq>

I n’y a égalité que s’il y a égalité dans chaque utilisation de (Concave),
soit uniquement si zi? = ui? our tout 7. On en dé-
! o) — (pawe)

duit qu’il n’y a égalité dans Holder que s’il existe A > 0 tel que
¥ = A\y;? pour tout ¢ ou si x; = y; = 0 pour tout .




(b) Lecasp = 1est évident. Et il n’y a égalité que si u;v; > 0 pour tout
i. Supposons maintenant p > 1. Nous remarquons que (p—1)g = p.
Nous supposons aussi que le 2n-uplet (u1, ..., Uy, v, ..., v,) n'est
pas nul. Si ce n’est pas le cas, Minkowski est vérifiée avec égalité.
Nous pouvons écrire :

n

D (il + ol = > sl (jual + o)+ Joal (il + foi)P~
im1 i=1

< ((Z\ui\f’ﬁv + <Zruiv’>%> (] + o)™

Il n’y a égalité que s’il existe A\, u > 0 tels que |u;| = A(|w;| + |vi])

et |v;| = v(Ju;| + |v;]) pour tout i. Nous pouvons alors diviser par
1

(- (Jug) + |vi])P) et on obtient :

(Z(’ui’ﬂL‘vi’)p)p < (Z]ul\p)% + (Z!ullp)%

=1 =1 i=1

Combinée avec |u; + v;| < |u;| + |v;|, nous obtenons 'inégalité de
Minkowski demandé. Il ne peut y avoir égalité que si u; et v; sont
toujours de méme signe. Il n’y a donc égalité dans Minkowski que
si

— Soit il existe A > 0 tel que u; = Av; pour tout 7.

— Soit (u;)1<i<n = 0 soit (v;)1<i<n = 0.

(c¢) L’inégalité triangulaire est donnée par 'inégalité de Minkowski
pour p réel plus grand que 1. Les autres propriétés a vérifier sont
évidentes. Pour p = 400, I'inégalité triangulaire est triviale a dé-
montrer.

5. Voici les résultats obtenus avec des programmes MATLAB

A. Méthode récursive (6 niveaux de récursion)
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