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n×n et b dans R

n dé�nis par :
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On souhaite appliquer les algorithmes GMRES et CGN sur la matri
e A ave
 pourse
ond membre b.(a) Comparer pour une matri
e quel
onque B la 
ondition de B et B
T
B.(b) Cal
uler les valeurs propres de A.Indi
ation : Pour une fois, 
al
uler le polyn�me 
ara
téristique est la façon la plusrapide.(
) Cal
uler à la main pour GMRES la valeur de xk. En déduire que l'algorithme n'apas 
onvergé avant d'avoir e�e
tuer n itérations.(d) Démontrer que l'algorithme CGN 
onverge en une itération dans 
e 
as parti
ulier.2. On s'intéresse à la résolution par la méthode de Ja
obi du système linéaire Ax = b où

A est la matri
e du Lapla
ien 2D dis
rétisé.(a) Choisir un point sur le maillage ave
 ses quatre voisins et voir 
omment uneitération de Ja
obi peut être vu 
omme une formule de moyenne.(b) Montrer que
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e
k
i .(
) Dis
uter sur l'in�uen
e du bord sur les deux inégalités pré
édentes.3. Soit A une matri
e symétrique de R

n×n et b un ve
teur de R
n. Pour ne pas perdre lasymétrie de A, une variante de l'algorithme SOR a été introduit : l'algorithme SSORdé�ni par
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D − L)xk + b,où A = D+U+L, D est diagonale, U triangulaire supérieure stri
te, et L triangulaireinférieure stri
te.



(a) Cal
uler la matri
e M telle que xk+1 = (I − M
−1

A)xk + M
−1

b.(b) Montrer que M est symétrique.(
) Montrer que M = LU ave
 L triangulaire inférieure, U triangulaire supérieure etque pour tout i, j tels que Ai,j = 0, Li,j = 0 si j ≤ i et Ui,j = 0 si i ≤ j.4. (a) Implémenter l'algorithme de dé
omposition ILU(0) : A ≈ L̃Ũ où L̃i,j = 0 et
Ũi,j = 0 partout où Ai,j = 0.(b) Comparer l'emploi de L̃Ũ et du M (de l'exer
i
e pré
édent) 
omme pré
ondition-neurs pour l'algorithme GMRES : tester sur la matri
e de l'exemple de l'exer
i
e1 la matri
e du Lapla
ien dis
ret 2D.Indi
ation : On pourra utiliser la fon
tion GMRES produite lors des exer
i
es pré
é-dents en rentrant dire
tement la matri
e pré
onditionnée bien que 
ela soit ine�
a
ede 
al
uler l'inverse du pré
onditionneur. Voir 
omment la fon
tion gmres fournie ave
matlab gère les pré
onditionneurs.Évaluation du 
ours Méthodes itératives :

• Les exer
i
es.
• Un examen oral durant la session d'examens sur le 
ours.La note �nale est de : 1

5
(exer
i
es.) + 4

5
(note examen oral).


