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Les documents et matériels électroniques sont interdits.

Exercice 1 Déterminer la nature des séries sutvantes
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Exercice 2 Pour tout a > 0, on considére la fonction fq, : Ry — R définie par fq(x) =
2Zizz et pour tout n € N, on définit Sy(a) = Y 3o sxigm-
1. Montrer que la série ;¢ x4z converge. On notera S(a) = Y312 2%z sa
somme.
2. Montrer que la fonction f, est décroissante
3. Montrer que pour tout n > 1, on a
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4. Montrer que limg_, o S(a) = 5.

Exercice 3 Soit (E,|.||) un espace vectoriel normé. Une partie K de E est dite conveze
st elle vérifie la propriété suivante:
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1. Montrer que la boule B(0,1) = {x € E, ||z|| < 1} est conveze.
2. On suppose que E n'est pas réduit a {0}. L’ensemble E '\ B(0,1) est il conveze?
3. On suppose maintenant que K C R est un conveze borné.
(a) On suppose qu’il existe v > 0 tel que B(0,r) C K. Montrer que pour tout
z € R, ensemble A(z) := {a > 0, £ € K} est non vide. En déduire que
r € R N(z) = inf A(x) définit une application de R dans R.
(b) On suppose en plus que K est symétrique par rapport a l'origine, c’est a dire
que x € K = —x € K. Montrer que N est une norme sur R?,



