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Exercice 1 Soit (fn)n>1 la suite de fonctions définies sur [0,1] par f,(x) = nade e’

1. Montrer que la suite f, converge simplement vers une limite f que l’on identifiera.
2. La convergence est elle uniforme?
3. Soit I, = fol frn(x)dz. Calculer limy, o0 I, .

Exercice 2 Soit (fn)n>1 la suite de fonctions définies sur [0,1] par f,(z) = (x + %)%
1. Montrer que pour tout a,b € Ry, (a + b)% < as + bs

2. Montrer que la suite (f,) converge uniformément vers une fonction limite f que l'on
identifiera.

Exercice 3 Soient E. I deux evn et soit u: E — F une application linéaire. On suppose que
u transforme tout ouvert de E en un ouvert de F.

1. Montrer que 0 € u(B(0,1)).
2. Montrer qu’il existe v > 0 tel que B(0,r) C u(B(0,1)).
3. En déduire que u est surjective.

4. On suppose en plus que u est injective. Montrer que u est bijective et que u™" est continue.

Exercice 4 Soit E = R[X] [’espace vectoriel des polynomes a coefficients réels. Pour tout
P = Zdeg(P) a; X7, on définit

7=0
deg(P) deg(P) ‘
No(P)= Y lajl, et Ny(P) = > 27|a]
j=0 j=0

1. Montrer que Ny et N1 définissent des normes sur E.

2. Les normes Ny et N1 sont elles équivalentes?

3. Soit p : E — R définie par p(P) = P(1). Montrer que ¢ est linéaire continue de (E,Np)
dans (R,|.|) et caleuler ||¢l (g ng)—®,.])-

4. Montrer que l’ensemble A={P € E, P(1) + P(—1) < 0} est un ouvert de (E,Np).

5. Soit ¢ : E — R définie par ¢ (P) = P(2). L’application i est elle continue de (E,Ny)
dans (R,|.|)?

6. En étudiant la suite (P,) de polynomes définis pas P,(X) = 27" X", montrer que l’en-
semble B={P € E, P(2) =1} n’est pas fermé dans (E,Ny).

7. Montrer que v est continue de (E,N1) dans (R,|.]). Que peut on en déduire sur l’ensemble
B?



