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Feuille 2: Séries numériques

Exercice 1 Soit S,, =142+ ... + n pour tout entier n € N*. Calculer S, pour tout n.

Exercice 2 Calculer les sommes partielles des séries Y u, avec u, donnée ci-dessous. En
déduire si la série converge et dans ce cas calculer sa somme.

a)u, = e, bu, =1/v/n—1/yV/n+1, n>1, c)u, =sin(n)

1 1
m>2 e)u, =In(l— —=),n>2
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Exercice 3 Soit (un) une suite numérique. Montrer que si ) -, u2p converge, et 3 - Uzpt1
diverge, alors 3, < qun diverge.

Exercice 4 Soit > u, une série convergente a termes positifs. Montrer que > u? est aussi
convergente (indication : on pourra comparer u, et u? quand n — +00)

Exercice 5 Soit (u,) une suite décroissante de nombres réels strictement positifs telle que la
série de terme général u, converge. Montrer que u, = o(%). Trouver un exemple de suite (uy,)

n
de réels strictement positifs telle que la série de terme général u,, converge mais telle que la suite
de terme général nu,, ne tende pas vers 0.

Exercice 6 1. Soita € R et soit Iy = le z%dx. Discuter selon la valeur de a de l’existence
de limNﬁoo IN.
2. Soit f : [1, 4+ oo[— R une fonction continue. On suppose qu’il existe a > 1 et C > 0 tels
que |f(x)] < Cx=%. Que peut on dire de In(f) = le f(x)dx?
3. Meme question si on suppose maintenant que f(x) > Cx™* avec a <17

Exercice 7 Déterminer la nature des séries de terme général
Inn n? (n!)? n n! n

vnd+n—1 (n—1) (2n)!" P n’ (2n)!

Exercice 8 Soient a,b € R. Pour N € N, soit

N 1
In(ab) = —;
1

z%In(z)b

n

Discuter de ’existence de limy_, o In en fonction de a et b.

Exercice 9 (Séries de Bertrand) Etant donnés deux réels a el b, on considere la série
1
ZHZQ na(lnn)b "’
1. On suppose a = 1. En utilisant le théoréme de comparaison avec une intégrale, montrer
que la série converge si et seulement si b > 1.



2. On suppose a # 1. En comparant cette série a une série de Riemann, montrer qu’elle
converge si et seulement si a > 1

Exercice 10 1. Montrer l'inégalité suivante : pour tout (x,y) €]0, + co[? on a zy < % + %
b) Démontrer que si Y u, et Y v, sont deur séries convergentes i termes positifs, alors
Z VUnUy, est une série convergente.

Exercice 11 Ftudier la nature des séries suivantes

-0 e Do) sty

Exercice 12 Montrer que ZZ=1 ﬁ ~ 2y/n quand n — oo. Plus généralement, peut on trouver
un équivalent de Y ;_, n% pour a € R?

Exercice 13 Pour n € N*, on définit S, =Y _,_; 1.

1. Pour tout n > 1, montrer que In(n+ 1) < S,, <1+ In(n). En déduire le comportement de
(S,) quand n — oco.

2. Pourn € N*, on pose U, = S,, —In(n) et V,, = S,, —In(n+1). Montrer que les suites (Uy,)
et (V) convergent vers une limite commune v € [%,1] (cette limite s’appelle la constante

d’Euler).
Exercice 14 Soit a € R et o € RY.. Etudier la convergence des séries ), % ety s Z—Z
Exercice 15 Etudier la nature des séries sutvantes:
(=" 1+ (=1)"/n n+1 (=)™
—1)"v/nl
anﬁL(fl)"’ Z n ’ Z( )\/ﬁnn—l’ anlnn
n>2 n>1 n>2 n>1
1 (=" L En” (="
-—1+-)" In(1
> (e-arar), Tuas X, Ya S8 Y
n>1 n>2 n>1 n>1
. ‘ -1)" -1)" o
Exercice 16 Soit u, = (\/ﬁ) et vy, = (_(1,77_?_\/5 Montrer que (uy) et (vy)sont équivalentes

quand n — co. Les séries > uy et Y. v, sont elles de méme nature?

Exercice 17 Soit a €]0,1[. Ecrire ﬁ comme produit de deux séries. En déduire la valeur de

+o0 k
po Fa”.

Exercice 18 (Transformation d’Abel) Soient (u,) et (v,) deuz suites numériques. On note
Sn =Y h_our et on suppose que: (S,) est une suite bornée et (vy,) est une suite décroissante
tendant vers 0. Le but de l’exercice est de montrer que la série > unv, converge.

1. Montrer que pour toutn € N et p > 1,

p n+p—1
§ Up4+kUn+k = Un+psn+p - Un-‘rlsn + E (Ulc - Uk+l)Sk
k=1 k=n-+1

Indication: écrire up, = Sy, — Sk_1
2. Montrer qu’il existe M > 0 tel que pour tout n,p > 1, | 38 _ | wnsrvnii| < Mvpiq
3. En déduire que la série > u,v, converge

4. Soit « €]0,2w[. Montrer que la série > % converge.



