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Feuille 4: Applications linéaires continues
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par (M) = AM. Calculer la norme de ¢ : (E,|.||;) = (E,||.||;) pour j =1 et j = co. Calculer
ensuite la norme de ¢ : (E,||.||1) = (E,||-|loo)

Exercice 1 Soit E = R%. On considére la matrice A = et Uapplication linéaire définie

Exercice 2 Soit E = M, (R). Pour toute matrice A = (ai;), on définit || A, = szzl la; ;1.
1. Montrer que ||.||1 est une norme sur E.
2. Soit ¢ : E — E Uapplication définie par ¢(M) = M*. Montrer que ¢ est linéaire, continue
et calculer sa norme.

3. Montrer que l’ensemble des matrices symétriques est un fermé de E.
4. Montrer que Uapplication trace tr : M w— tr(M) est continue et calculer sa norme.

Exercice 3 Soit K = R ou C et soit A = (a;5) € Mu(K) vue comme application linéaire
A K" — K™
1. On munit K de la norme ||.||co- Montrer que la norme subordonnée associée sur My, (K)
est | Al = maxi<i<n 3274 lai;.
2. On munit K de la norme ||.||1. Montrer que la norme subordonnée associée sur M,,(K) est
Il = maxy<j<n D252 asg -
3. On munit K de la norme ||.||2. Montrer que la norme subordonnée associée sur M, (K)

vérifie [|Al| < (sz':l |aij|2) '

Exercice 4 Soit E = M, (R) et soit tr : E — R. Montrer que tr est continue et calculer sa
norme lorsque E est muni de chacune des normes suivantes

1
(i) lloo = max |ai ;1 [[(ai;) s = lai s, [l(ai)ll2 = O lai|*)2.

Exercice 5 Soient E un K-espace vectoriel normé et u : E — K une forme linéaire. Montrer
que u est continue si et seulement si son noyau est fermé.

Nl

Exercice 6 Soit Ey = Ry[X] lespace vectoriel des polynomes de degré au plus N, muni de la
norme |[P|| =3 lag], P =370, X7
1. Montrer que Uapplication ¢ : P(X) — P(X 4 1) est linéaire continue sur En et calculer
sa norme.
2. Cette application est elle continue sur R[X]?
3. Méme questions avec l'application de dérivation P — P’.

Exercice 7 Soit (E,(.)) un espace prehilbertien et soit a € E. Montrer que la forme linéaire
o+ * — {a,x) est continue et calculer sa norme. Montrer ensuite que ’ensemble a+ = {z €
E, {(a,x) = 0} est un fermé de E.



Exercice 8 Soit E': ¢([~1,1],R) muni de la norme || f| s = sup_y 1 | f[. On considére la forme
linéaire

o(f) = /_01 f(t)dt — /01 f(t)de.

Montrer que ¢ est continue et calculer sa norme.

Exercice 9 Soient E un evn de dimension finie et soit P l’ensemble des projecteurs de E.
Montrer que P est un fermé de £.(E).

Exercice 10 Soient E.F deux evn et soit u : E — F une application linéaire. On suppose que
u transforme tout ouvert de E en un ouvert de F. Montrer que u est surjective.

Exercice 11 Soit E un evn complet et soit F' un fermé de E. On suppose que f : F — F est
une application k-contractante pour un certain k €]0,1[, c¢’est a dire

Vay € F |[f(x) = f(y)ll < kllz -yl

Le but de lexercice est de montrer qu’il existe un unique x € F tel que f(x) = x.
1. Montrer que si x existe, il est unique.
2. Montrer que pour tout p € N, fP est kP-contractante.

3. Soit kg € F et soit (xy,) la suite de F définie par xn11 = f(xn). Montrer que pour tout
n,p €N, on a

kn
1-k

4. En déduire que la suite (x,) converge vers une limite x € F et que f(z) = x.

[€n4p = @nll < [1 = o



