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Feuille 4: Suites et séries de fonctions

Exercice 1 Soient (f,),, une suite de fonctions croissantes convergeant simplement vers f sur R. Montrer
que la fonction f est croissante sur R.

Exercice 2 1. Pour tout a € R, étudier la limite de (1 + a/n)"™ quand n — +oo.
2. Pour tout entier non nul n on considére la fonction f, de [0, + oo[ dans R définie par:

fal) :{ o o

Montrer que la suite de fonctions (fn)n>1 converge simplement sur [0, + oo[ vers une fonction f
que l'on déterminera.

3. La convergence est elle uniforme?

Exercice 3 Pour toutn € N on considére la suite de fonctions (fy) définies sur R par: f,(x) = nxe " +
sinz.

1. Montrer que la suite (fy), converge simplement sur [0, + ool.
2. Montrer que la suite (fy), ne converge pas uniformément sur [0, + ool.

3. Etudier si l'on a convergence uniforme sur les intervalles [b, + oo[ avec b > 0.

Exercice 4 Soit (f,) la suite de fonctions définie sur R par: f,(x) = 1+(x+n)2

1. Montrer que (fy),, converge simplement sur R vers une fonction f que l'on déterminera.
2. Déterminer M, = sup g |fn(z) — f(2)].

3. La suite (fy), converge-t-elle uniformément sur R?

4. Montrer que (f,), converge uniformément sur tout intervalle borné de R.

n

Exercice 5 FEtudier la convergence de la suite de fonctions (fy),, définies sur[0,1] par f,,(x) = z™(1—z)"
puis calculer limy, oo fol fo(z)dz.

Exercice 6 Soit (f,) la suite de fonctions définie sur [0,1] par fn(z) = n?z"(1 — x).
1. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite (fy).

. 1 1.
2. Comparer ngg-loo Jo fn(@)dz et [ ngrfoo fn(z)dz.

Exercice 7 On considére une suite de fonctions (fn)nen sur [0,1] qui vérifie les deux propriétés sui-
vantes :

a) pour tout a € [0,1], la suite (f,) converge uniformément vers la fonction nulle sur [0,a).
b) on a |fn(x)] <1 pour tout (n,z) € N x R.

1. Pour tout € €]0,2[, prouver que l'on a
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dng € N Vn > ng OS/ \fn(a:)|da:§§
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2. Conclure que nEIEoo Jo 1fn(z)|dz = 0.
3. Application : examiner le cas fno(x) = e~™@) A-t-on convergence uniforme sur [0,1] 2 Calculer

lim fol frn(x)dx ?

n—-+4oo

Exercice 8 On pose f,(x) = CD pour tout z € R.

n2+x?




1. Est-ce que la série de fonctions >, f, converge normalement sur R ?

2. Montrer que la série de fonctions Y, f, converge simplement sur R.

3. On pose Sy (x) = f1(x)+ fo(z)+...+ fn(x) et S(x) = lirJrrl Sn(x). Montrer que la suite de fonctions
n—-+0oo

(Sn) converge uniformément sur R vers S.
= cos(nx)
Exercice 9 Soit k € N. On pose f(x) = ZT Montrer que f définit une fonction de classe C*
n
n=1

sur R.

Exercice 10 Montrer que la fonction f(z) =, Sinf:z) est O sur R.

) . On note aussi Sy,(z) = >} _, -e ),
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Exercice 11 Soit f: = +— Z( e

n=1

1. Montrer que f est définie sur [—1In(2), + oo|, continue sur [—1n(2), + oo et déterminer liril f(z).
T—r1+00

2. On s’intéresse maintenant o la dérivabilité de f. Prouwver que pour tous réels —In(2) < a < 0 < b,
la fonction f est dérivable sur [a,b]. En déduire que f est dérivable sur | —In(2), 4+ ool.

Exercice 12 On étudie la série de fonction f(x) = Y, <, fu(x) avec fo(x) = xe™"*/In(n) pour tout
n > 0. -

1. Montrer que la série converge normalement sur tout intervalle de la forme [a, + oo| avec a > 0. Y
a-t-il convergence normale sur RT ?

2. Montrer que pour tout x > 0 et tout n > 2, on a
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3. En déduire que la série f(z) converge uniformément sur RT.
4. Montrer que f est C sur R% .

5. Montrer que f n’est pas dérivable a droite en 0.
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Exercice 13 On considére la fonction f(x) = 372 o(=1)" S
1. Montrer que f est C' sur R% .
2. Rappeler la majoration du reste dans le théoreme de convergence des séries alternées.

8. Montrer que f se prolonge par continuité en x = 0.

Exercice 14 Soit a > 0.

1. Montrer que lim,, 4 fo 1t+t'l dt = 0.
2. Montrer que pour tout k € N, 1+ka = fol thadt.
3. Déduire des questions précédentes que Y o (1;1% = 01 1+11a dx

Exercice 15 (Etude de la fonction ¢ de Riemann) On considére la fonction ( définie par ¢ : x —
Yt

1. Etudier le domaine de définition, la continuité, la limite en 4o00.

2. Montrer que ¢ est de classe C* sur]1, —|— oo[ et calculer ses dérivées successives.

3. Etude en 17. Montrer que: ((z) ~1+ ﬁ Indication : on pourra remarquer que la fonction t =
est monotone quand t parcourt [1, + oo[ et effectuer une comparaison série-intégrale de n—T avec
fn—i-l dt el nodt

n n—1t*"



