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Corrigé de ’examen

Exercice 1: 1) On a

Sz + py) = (0,Az1 + pyr, - ATad—1 + p1ya—1)
= )‘(051‘17 s ,-/Ed—l) + /’L(anh s 7yd—1) = )\S(QZ‘) + /’LS(y)

2) Soit € R%. On a

15@)lloe =021, @a-1)loc = _max  fag] < [z
Ceci montre que S est continue et que ||S||ge_re < 1. Considérons maintenant z = (1,0,...,0).

On a bien sur ||z||oc = 1. De plus, comme S(z) = (0,1,0,...,0) alors ||S(z)||cc = 1. Ceci prouve
que ||S||gd_re > 1. On peut donc conclure que ||.S||ga_gs = 1.

3)a) Il est clair que N,(x) > 0 pour tout z. De plus si No(z) = 0, comme o > 0 on a
immédiatement x; = 0 pour tout j et donc x = 0. Par ailleurs, on a

No(Az) = af 1| + | Aze| + . .. + [Azg]| = [N No(z).

De méme, on démontre que No(x 4+ y) < No(z) + Nuo(y). Ceci achéve de montrer que N, est
une norme.
b) Soit x € R?. Alors,

U

—1

d
No(Sz) = No(0,21, . .,xd_l): |25 Z|a;j|.

1

<.
Il

Comme a < 1, on en déduit

a\leZ\% = —Na(2)

Q\»—‘

No(Sz) <

Ceci montre que S est continue sur (E,N,) et que sa norme vérifie |||S]|| <
Considérons maintenant z = (1,0,...,0). On a N, (2) = acet No(Sz) = 1.
et on a donc |||S]|| = L.

1
a’
Par suite |[|S|]] > 1

Exercice 2: 1) On a

A1 (n+1)! (2n)! n+1
= = — 0
an, (2n+2)! n! (2n+2)(2n+1)

quand n — oco. En utilisant la regle de Cauchy-Hadamard, on en déduit que R = +oo.



2) On a

1
= = - =
a, 22142, /(2 + 2)! n! 4 2n+2)(2n+1) 8

4y (1) 22/(@n)! n+1\/ 1
quand n — oco. En utilisant la regle de Cauchy-Hadamard, on en déduit que R = 8.
3) On revient & la définition du rayon de convergence

R = sup{r > 0, (a,r™) est bornée}

On va montrer que R = 1. Supposons d’abord que r €]0,1[. Comme (a,,) a une limite finie, alors
(anr™) tend vers 0 et par suite (a,r™) est bornée. Par conséquent R > r pour tout 7 < 1. On en
déduit que R > 1.

Réciproquement pour tout r > 1, comme ¢ > 0, on a lim,,_, a,r"™ = 4+00. Par suite R < r
pour tout > 1. On en déduit que R < 1. Cela permet de conclure que R = 1.

Exercice 3: 1)a) C’est une conséquence immédiate de la croissance de la fonction In.

b) On remarque lim,,_, o F,(29) = In(1) = 0. On peut donc appliquer le critére de conver-
gence des séries alternées. On en déduit que la série ) -, f, converge simplement.

2)a) On aln(1 + ) = L + O(%). Or, par critere de Riemann, la série 3, o, - converge
alors que la série Y, + diverge. Par suite la série > _; In(1 + +) diverge. -

b) Comme la fonction In est croissante, il suffit de montrer que la fonction = +— li% est
Ttz
est croissante sur Ry. Or h est dérivable et on a h'(x) = m > 0. Par suite h est croissante
et donc Fj, est croissantze.

¢) On alim,_, m =
In(1+1).

d) D’apres les deux questions précédentes, la fonction Fj, est croissante sur R+ et lim, 1 o, F,(z) =
In(1+ 1). Par suite sup,>q Frn(r) = In(1 + 1), Comme f,, = (—1)"F, et F, est positive, on en
déduit que sup,>q | fn(z)] =In(1+ 1).

e) Comme in>1 In(1+ 1) diverge, on déduit de la question précédente que la série >, <, fn
ne converge pas normalement.

f) D’apres le théoréme de majoration du reste des séries alternées, on a

croissante. La fonction z — 22 étant croissante, il suffit de montrer que la fonction h : z —

%. Par continuité de la fonction In, on en déduit que lim,_, o, Fy,(2) =

o0

S (—1)FFu(@)] < Falz) < In(1+ )

k=n n
ou la derniére estimation découle de la question d). On en déduit que

oo

1
sup| > (=1)*Fp(z)| <In(1+-)—0
rER P n

quand n — oo. Cela prouve la convergence uniforme de la série Y f,.

g) Chacune des fonctions f,, est continue sur R et la série } f,, converge uniformément. Par
théoreme de continuité des séries uniformément convergentes, on en déduit que f est continue
sur R.



Probléme:

Partie 1 1) Comme 0 < a < 1 la fonction s : [0,a] — R définie par s(t) = t* a son image
contenue dans [0,a?] C [0,a]. De plus s est continue. Par suite h = h o s est bien définie et
continue.

2) Pour tout x € [0,a], on a

(@) — g(2)] < / 1F) — g()dt

Or,pour0§t§:c§a<1,onat2§a2§a.Parsuite

(@) — ()] < / " sup [f(5) — g(s)ldt = a sup [£(s) — g(s)]

s€[0,a] s€[0,a]

et on conclut en prenant le supremum. 3) D’apres la question précédente, on a

(I—a) sup |f(z)—g(z) <0
z€(0,a]

et comme a < 1, on en déduit supy 4 |f —gl=0et donc f=g.
Partie 2 1) On a

fl(x)zl—ﬁ—/oxdt:l—i—x

et

3

3
2) Montrons par récurrence que f,, est un polynéme et que f, : I — R est positive et
croissante.

Initialisation. Il est clair que fy = 1 est un polynéme positif et croissant.
Hérédité. Supposons la propriété vraie au rang n. On a

f2($)=1+/0x(1+t2)dt:1+x+

Fost(@) =1+ /O Fo(@)dt

Or, f,, est un polynéme. Donc f,,(t2) est aussi un polynéome et par conséquent sa primitive aussi.
On en déduit que f,4+1 est un polynome. Comme f,, > 0, on voit immédiatement que f, 11 > 0.
Enfin, f,,11 est dérivable et il découle de la formule ci-dessus que

fra1(@) = fa(a?) 20

par hypothése de récurrence. Par suite f,, est croissante sur I.

3)a) On a
Di= sup |1+z—-1]=a
0<z<a
et 5 5
Dy = sup |1+x+m——1—x|:a—
0<z<a 3 3

b) On applique la formule de récurrence a f,, 11 et f,. On obtient

farr(@) — fule) =1+ /0 ")t —1 - /0 " faa ()t = /0 C(Fall?) = faa (P))dt



Le méme argument qu’a la question 1)a) montre alors que

[frs1(x) = fu(2)] < aDy

¢) On prend le supremum sur = € [0,a]. Il vient D,,11 < aD,, et une récurrence immédiate
montre D,, < a™ D, pour tout n > 0. Comme D; = a on obtient le résultat annoncé.
4)a) D’apres la question précédente, on a

sup |un| = sup | fr, = fn_1| = Dp < a”

[0,a] 0,a]

Comme 0 < a < 1, la série ) a™ converge et par suite ) ., u, converge normalement.
b) Pour tout n > 1, on a

fn=fo Jrzuk
k=1

Or le terme de droite converge uniformément quand n — oo d’apres la question précédente. Par
conséquent, la suite (u,) est uniformément convergente.

5)a) Chacune des fonctions f est continue (car ¢’est un polynéme). Comme la série > f, est
uniformément convergente, on en déduit que f est continue.

b) Pour tout = € [0,a], on a

fny1(z) =1 +/O fn(®)dt

On fait n — oo dans cette identité. Il vient

x

f@)=14 lim [ f,(t*)dt
0

et comme la suite (f,) converge uniformément, on peut intervertir limite et intégrale. On en
déduit N
flx)=1 +/ f(#*)dt.
0



