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Corrigé du Devoir surveillé n° 2

Exercice 1: 1) Pour tout > 0, on a lim,_, . fn(z) = 0 par croissance comparée. Pour
z =0, o0n a f,(0) = 0. Finalement on a bien lim, . fn(z) pour tout = € [0,1]. La suite de
fonction (f,) converge simplement vers la fonction nulle.
2) Soit n > 1. On étudie les variations de la fonction f,. Il est clair que f,, est C* et que
£ () = n(322 — 2nat)e ™ = na?(3 — 2na)e " .

Par suite f) (z) =0ssiz =0ouz = \/% De plus f,,(0) =0 et fn(\/%) = (%)%e’%ﬁ. Comme
en plus, f,,(1) > 0, on en déduit sup,co 1) [fn(2)| = (%)%e*%in =: my,. Comme lim,,_, o, m,, =0,
on en déduit que la suite (f,,) converge uniformément vers 0.

3) La suite de fonction (f,,) converge uniformément vers 0 donc on peut appliquer le théoréme

d’interversion limite-intégrale. Il vient

1 1
lim fn(z)dr = / Odz = 0.
Exercice 2: 1) De l'inégalité 2> + y®> < (x + y)* pour tout x,y > 0, on déduit a + b =
(a%)3 4+ (b3)3 < (a® + b3)3 et on conclut en prenant la racine cubique.
2) Soit f(z) = x3. Pour tout z € [0,1], on a

1 1
|[fa(@) = f(2)] = fulz) = flz) = (@ + )5 — 23 <(
grace a la question précédente. Par suite

1
sup |fo — f| < (5)% =0
[0,1] n

quand n — 0o ce qui prouve la convergence uniforme.

Exercice 3: 1) Comme u est linéaire alors u(0) = 0. Par suite 0 € u(B(0,1).

2) Comme B(0,1) est ouvert, I’hypothese faite sur u implique que u(B(0,1) est ouvert. Or
0 € u(B(0,1) d’apres la question précédente. Par suite, il existe r > 0 tel que B(0,r) C u(B(0,1).

3) Soit y € F. On cherche z € E tel que y = u(x). Si y = 0 il est clair que = 0 convient.
Supposons y # 0 alors z := %ﬁ vérifie ||z|| = §. Par suite z € B(0,r) et d’apres la question
précédente, on en déduit que z € u(B(0,1). Par conséquent, il existe w € B(0,1) tel que z = u(w)
et par suite

2 2
y = ~lyllz = u(=llyllw)

11 suffit donc de prendre z = 2||y|jw.



4) Comme u est injective alors elle est bijective. Pour montrer que u~! est continue, il suffit
de montrer que I'image réciproque par v~' de tout ouvert est ouvert. Supposons que O C F est
ouvert. Alors

(u=1)"H(0) ={y € Fu~'(y) € O} = u(0)

qui est ouvert par hypothese sur w.

Exercice 4: 1) C’est immédiat.

2) Il est clair que pour tout P € E, No(P) < N;(P). Par contre il n’existe pas de constante
C > 0 telle que N3 < CNy. En effet, soit P,(X) = X". Alors No(P) = 1 et Ny (P) = n et
I'inégalité n < C pour tout n € N est absurde.

3) Soit P = Z'r]:]:O a, X™ un polynéme. On a

N

N
le(P)| = [P()| = an] <D lan| = No(P)
n=0

n=0

Ceci montre que ¢ est continue de (E,Ny) dans (R,[.|) et que [¢[|(g,ng)—,.|) < 1. Par ailleurs,
on a No(1) =1 = (1) donc (ol (g, N -, = 1.

4) Soient f : E — R la forme linéaire définie par f(P) = P(—1). On montre facilement que
f est continue de (E,Ny) dans (R,|.|). Par suite la forme linéaire g = ¢ + f est continue de sorte
que A = g=1(] — 00,0]) est ouvert comme image réciproque d’un ouvert par g.

5) Soit @, = X™. On a No(Q,) = 1 alors que |¢(Qn)] = |Qn(2)| = 2™ — oo quand n — oo.
Par suite 1) ne peut pas étre continue.

6) On voit immédiatement que ¥(P,) = 1 et que No(P,) = 27" — 0 quand n — oco. Par
suite P, — 0. Or 9(0) = 0 donc 0 ¢ B. Ceci montre que B n’est pas fermé.

7) Pour tout P(X) = ZTJLO ap X™, on a

N N
[B(P)| = [P(2)] =D an2"[ <> 2"an| = Ni(P).
n=0 n=0

Ceci montre que ¢ est continue (E,N7) dans (R,|.|)



