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Corrigé de ’examen

Exercice 1: Dans la suite, on note R le rayon de convergence de la série.

1) OnaaZII:%an(lJr =)" — e quand n — oo. Par suite R =
2) On a
2
a2 VAl YIHE-yIHR f-oLioh
an vn+1—+/n 1+1_-1 3 +0(s)
quand n — oo. Par suite R = 1.
3) On a
Ant1 (n!)3 (Bn+3)3n+2)(3n+1)
— =3 3)(3 2)(3 1 = - 27
o (Bn+3)(3n+2)(3n + )((n—i—l)!)?’ CFSIE —

quand n — oco. Par suite R =

Exercice 2:

1) Ona f(z) =Y ey 2?* comme somume d’une série géométrique.

2) On a f(z) = ¢/(z) avec g(z) = 7==3. Or, g est DSE sur | — 1,1] et g(z) = Y7 2%*. Par
théoreme de dérivation des séries entieres, on en déduit que

= i 2kxh=1
k=1

Exercice 3:

1) Ona A C Aet B C B. Par suite A\ B C A\ B. De plus A\ B est ouvert. Par définition
de Dintérieur, il suit que A\ B C A \ B.

Réciproquement, soit a € A\B Il existe r > 0 tel que B(a,r) C A\ B. En particulier
B(a,r) C A donc a € A. De plus, comme B(a,r) est ouvert et B(a,r) N B = ) alors a ¢ B. On
en déduit que a € A\ B.

2) Ona ANB C AN B qui est fermé. Par suite AN B C AN B.

De méme, I’ensemble AU B est un ouvert contenu dans A U B. Par définition de linterieur,
il suit que AUBC AUB.

3) Prenons A = [0,1[ et B = [1,2] dans R. Alors AN B = () donc AN B = {). Par ailleurs
ANB=1[0,1]N [1,2] = {1}.

On a aussi AU B = [0 2] =]0,2[. Comme A =]0,1[ et B =]1,2[ on en déduit AUB # AU B.

Exercice 4:
La linéarité de ¢ est évidente. Soit P = ETJLO an, X™ un polynome. Alors

N-1 N
YP)=P +P=> (n+1apnX"+> a, X"
n=0 n=0



Par suite
[6(P)llco < 1P floc + [I1Plloc < (N + D]IP]|oc-

Ceci montre que ¢ est continue et que ||¢||p—r < N + 1.
Prenons P(X) = X» + X™¥~1. On a bien sur ||P|s = 1. Par ailleurs

P(X)+PX)=XN+(N+ )XV (N -1)xV2
On en déduit ||¢(P)||cc = N + 1 et par conséquent ||¢||g—r = N + 1.

Exercice 5:

1) L’inégalité triangulaire et I’homogénéité sont immédiates. Montrons que ||.|| est définie
positive. Supposons que f € E vérifie || f|| = 0. Alors zf(z) = 0 pour tout = € [0,1]. Par suite
f(z) = 0 pour tout = €]0,1]. Comme f est continue, on en déduit que f(0) = 0 et par suite
f=0.

2) 1l est clair que ¢ est continue. De plus, pour tout x € [0,1], on a 22 < z donc

6()] < / f(@)ads < / f(@)wdz = | £]

On en déduit que ¢ est continue et que ||¢||lp—r < 1.
Calculons maintenant cette norme. Pour tout n € N soit f,(x) = 2™. Alors || fa| = fol " Hdr =

s et [o(f)] = [y @™ 2dz = 5. On en déduit que limy, 40 G20 = 1 et donc ¢ por = 1.

Probleme

Partie I

I.1) On considere la fonction continue décroissante f : z — 1. Pour tout x € [k,k + 1], on a
f(k) > f(z) > f(k+1). En intégrant entre k et k + 1 et en sommant entre 1 et n, on obtient
I’inégalité annoncée.

I.2 ) On déduit immédiatement de la question précédente que la série diverge.

1.3) On a u, — v, = % donc u, > v, et u, — v, — 0. Il reste & montrer que (u,) est
décroissante et (vy,) est croissante. On a

1 1 1
Upy1 —Up = —— —In(n+1)+In(n)=——+In(l— ——) <0
n

+1 n+1 n+1"—
grace a l'indication. On en déduit que (u,) est décroissante. De méme, on a v,41 — v, = % —
In(1+ 1) > 0 donc (v,) est croissante.
I.4) C’est immédiat.
I.5) On a
1 1 1 1 1 1 1 1
Th —Th—1 = Hn _anl —ln(n) +1n(n— 1)ﬁ +1n(1 — ﬁ) = ﬁ — g — ﬁ +0(ﬁ) = _W +O(ﬁ)

1.6) Soit w, = r, — rp—1. Clest le terme général d’une série convergente de signe constant.
Par théoreme d’équivalence des restes, on a

> 1ex 1
250

quand n — co. Par ailleurs, > w,, est une série telescopique. On a donc 7, = Y ;- w, ce qui
permet de conclure.



I.7) Notons S, =Y r k% Par comparaison série-intégrale, on a
1
n T

1
n
I.8) On réunit les informations précédentes. Il vient

On en déduit % <S5, < ﬁ = % + o(+), ce qui prouve le résultat.

Ion 1 1
Hn:un—i-ln(n):ln(n)—k*y—&-rn:ln(n)—i—y—i—igﬁ—&—o(ﬁ)

1 1
=1 — +o(=).
n(n) ++ 5 +of)

Partie II
IL1) Pourz > —letn>1,onai— Tlrm = ntgs = O(+%) qui est le terme général d’une
série convergente par critére de Riemann. Donc S(x) est bien définie.

I1.2) Soit a > —1. On voit facilement que la fonction f, () = 70nra) est croissante. Par suite
1 a
- < < —F—-
nn—1) ~ fnl@) = n(n+ a)

En supposant a > 0, on en déduit que |f,(x)] < max( 7) sur | — La]. Ceci montre

1
n(n—1)’ n(na—i-a
que la série est normelement convergente sur | — 1,a]. Par théoréme de continuité, on en déduit
que S est continue.

I1.3) On a clairement S(0) = 0 et par sommation d’une série télescopique, on a S(1) = 1.

I1.4) Pour tout a > 0 et n > 2, la fonction f, est clairement C* sur ] —1.a] et f},(2) = 755
Par suite sup,ej_1 o [f(z)] < ﬁ qui est le terme général d’une série convergente. On peut
donc appliquer le théoreme de dérivation des séries de fonctions. On en déduit que S est dérivable
sur | — 1,a] pour tout a > 0. Par suite S est dérivable sur J et S'(z) = > 7, m

I1.5) D’apres la question précédente, on a clairement S’(x) > 0 pour tout x € J. Par suite S
est croissante.

I1.6) On a
N1 N A R
S(p) = lim E - — = lim (E 7_,_27_2,
N—+o0 n n+p N—+oo n:ln 71:p+1n n=p+1
P N+p p
1 1 1
n  N-o+4oo n n
n=1 n=N+1 n=1

car NP < 1 — 0 quand N — oo.
I1.7) On déduit de la question précédente et de la partie I, que lim, 1 S(p) = 400, ol la
variable p € N. Comme par ailleurs la fonction S est croissante, on a S(x) > S(Ent(x)) pour

tout x. Par suite, lim,_, o S(x) = +o0.



