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Examen terminal (durée 3h)

Exercice 1 Soit d ≥ 2 et soit S : Rd → Rd l’application définie par S(x1, . . . ,xd) =
(0,x1, . . . ,xd−1).

1. Montrer que S est linéaire.

2. On munit Rd de la nome ‖x‖∞ = max1≤i≤d |xi|. Montrer que S : (E,‖.‖∞) →
(E,‖.‖∞) est continue et calculer la norme de l’application linéaire S.

3. Soit α ∈]0,1[.

(a) Montrer que Nα(x) = α|x1|+ |x2|+ . . .+ |xd| définit une norme sur Rd.
(b) Calculer la norme de S : (Rd,Nα)→ (Rd,Nα).

Exercice 2 Déterminer le rayon de convergence de la série entière
∑
anx

n dans les cas
suivants

1. an = n!
(2n)! , n ≥ 1

2. an = n!

22n
√

(2n)!
, n ≥ 1

3. (an) est une suite non identiquement nulle telle que limn→∞ an = ` > 0.

Exercice 3 On considère la suite de fonctions fn : R → R définies pour n > 0 par
fn(x) = (−1)nFn(x) où

Fn(x) = ln
(

1 +
x2

n(1 + x2)

)
.

1. (a) Montrer que pour tout x0 fixé, la suite numérique (Fn(x0))n≥1 est décroissante.

(b) En déduire que la série de fonctions
∑

n fn converge simplement.

2. (a) Montrer que la série
∑

n≥1 ln(1 + 1
n) est divergente.

(b) Montrer que pour tout n ≥ 1, la fonction x 7→ Fn(x) est croissante sur R+.

(c) Calculer la limite limx→+∞ Fn(x).

(d) En déduire la valeur de supx∈R+
|fn(x)|.

(e) La série de fonctions
∑

n fn converge-t-elle normalement?

(f) En utilisant la majoration des restes des séries alternées, montrer que la série∑
fn converge uniformément.

(g) Montrer que la fonction f définie par f(x) =
∑∞

n=1 fn(x) est continue sur R.
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Problème

Dans tout le problème a désigne un réel fixe tel que 0 < a < 1 et on note I = [0,a]. On
se propose de montrer qu’il existe une unique fonction f ∈ C(I,R) solution de

∀x ∈ I, f(x) = 1 +

∫ x

0
f(t2)dt. (1)

Partie I.

1. Soit h : [0,a]→ R une fonction continue. Montrer que la fonction h̃(t) = h(t2) est
bien définie sur [0,a] et que h̃ est continue.

2. Supposons que f et g sont deux fonctions continues sur I solutions de (1). Montrer
que

sup
x∈I
|f(x)− g(x)| ≤ a sup

x∈I
|f(x)− g(x)|

3. Montrer que (1) possède au plus une solution.

Partie II. On montre dans cette partie que (1) possède une solution. On considère la
suite de fonction (fn) définie par{

f0 = 1
fn+1(x) = 1 +

∫ x
0 fn(t2)dt, ∀x ∈ I (2)

1. Calculer f1 et f2.

2. Montrer que pour tout n ∈ N, fn est un polynôme et que fn : I → R est une
fonction positive croissante.

3. Pour n ≥ 1, on note Dn = supx∈I |fn(x)− fn−1(x)|.
(a) Calculer D1 et D2.

(b) Montrer que pour tout n ∈ N∗, on a

|fn+1(x)− fn(x)| ≤ aDn, ∀x ∈ I (3)

(c) En déduire que pour tout n ≥ 1, Dn ≤ an.

4. Pour tout n ≥ 1, on pose un = fn − fn−1.
(a) Montrer que la série de fonction

∑
n≥1 un converge normalement sur I.

(b) En déduire que la suite de fonctions (fn) converge uniformément sur I.

5. On note f la limite de la suite (fn).

(a) Montrer que f est continue sur I.

(b) Montrer que f est solution de (1).
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