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Examen terminal (durée 3h)

Exercice 1 Soit d > 2 et soit S : R* — R? Uapplication définie par S(xy,...,xq) =
(O,xl, ce ,xd_l).

1. Montrer que S est linéaire.

2. On munit R? de la nome ||z||oc = maxi<j<q|zi|. Montrer que S : (E,|.||o0) —

(EL|l-lloc) est continue et calculer la norme de lapplication linéaire S.
3. Soit a €]0,1].
(a) Montrer que No(x) = alzi| + |zo| + ... + |z4| définit une norme sur R%.
(b) Calculer la norme de S : (R4, N,) — (R% N,).

Exercice 2 Déterminer le rayon de convergence de la série entiére » | anz™ dans les cas
sutvants

1. an:(QLn!)!,nzl

2. an:#! n>1

22n, /o)’ T —

3. (ay) est une suite non identiquement nulle telle que lim, oo an, =€ > 0.

Exercice 3 On considére la suite de fonctions f, : R — R définies pour n > 0 par

fo(x) = (=1)"F,(x) ou ,

i)

1. (a) Montrer que pour tout xq fixé, la suite numérique (Fy,(xo))n>1 est décroissante.

Fo(x) =In (1 +

(b) En déduire que la série de fonctions ), f, converge simplement.
2. (a) Montrer que la série ., -, In(1 + 1) est divergente.
(b) Montrer que pour tout n > 1, la fonction z — F,(x) est croissante sur R..
(¢) Calculer la limite limy_, o Fy, ().
(d) En déduire la valeur de supgep, |fn(2)]-
(e) La série de fonctions ), fn converge-t-elle normalement?

(f) En utilisant la magjoration des restes des séries alternées, montrer que la série
> fn converge uniformément.

(9) Montrer que la fonction f définie par f(x) = 7 fu(x) est continue sur R.
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Probleme

Dans tout le probleme a désigne un réel fixe tel que 0 < a < 1 et on note I = [0,a]. On
se propose de montrer qu'il existe une unique fonction f € C(I,R) solution de

Veel, flx) =1+ /m f(t*)dt. (1)
0

Partie 1.
1. Soit h : [0,a] — R une fonction continue. Montrer que la fonction h(t) = h(t?) est
bien définie sur [0,a] et que h est continue.
2. Supposons que f et g sont deux fonctions continues sur I solutions de (1). Montrer
que

sup |f(x) — g(z)| < asup|f(z) — g(z)|
zel zel

3. Montrer que (1) posseéde au plus une solution.

Partie IT. On montre dans cette partie que (1) possede une solution. On considere la
suite de fonction (fy,) définie par

jb =1 (2)
fop1(@) =1+ [ fu(@)dt, Vo € T
1. Calculer fi et fo.

2. Montrer que pour tout n € N, f,, est un polynéme et que f, : I — R est une
fonction positive croissante.

3. Pour n > 1, on note D,, = sup,¢; | fn(x) — fr_1(2)|.
(a) Calculer Dy et Ds.
(b) Montrer que pour tout n € N*, on a

| fri1(x) — fu(x)] < aDy,Vx €1 (3)

(¢) En déduire que pour tout n > 1, D,, < a™.
4. Pour tout n > 1, on pose u, = fr, — frn_1.
(a) Montrer que la série de fonction ), - u, converge normalement sur /.
(b) En déduire que la suite de fonctions z fn) converge uniformément sur I.
5. On note f la limite de la suite (fy).
(a) Montrer que f est continue sur I.
(b) Montrer que f est solution de (1).



