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1 Différentielle et gradient

On considere (F,|| - ||g) et (F,|| - ||r) deux espaces vectoriels normés réels,
U un ouvert de F, a € U et une application f: U — F.

Notation 1 On notera L(E,F) l’espace vectoriel des applications linéaires
continues de E dans F' muni de sa norme naturelle.

Remarque 2 Méme si on omettra souvent les indices g et p pour les normes,
il est important de toujours savoir ou vivent les différents objets qu’on ma-
nipule!

Définition 3 (Application différentiable) Une application f : U — F
est différentiable en a € U s’il existe une application linéaire continue L :
E — F telle que

V h (tel que a+h € U), fla+h) = f(a)+ L(h)+o(||h] ).

Si elle existe, une telle application L est forcément unique, on la note D f(a)
(ou parfois D,f) et on Uappelle différentielle de f en a.

Remarque 4 Si on se restreint aux espaces vectoriels de dimension finie,
il est inutile de demander que L soit continue (elle l’est automatiquement)
et il est aussi inutile de spécifier les normes qu’on utilise (elles sont toutes
équivalentes). Par contre, ces considérations sont évidemment cruciales si on
veut parler de différentielle en dimension infinie.



Définition 5 Soit v € E. On dit que f est dérivable en a selon v (ou dans
la direction v), si
L flatt) ~ f(a)

t—0 t

existe.

Dans ce cas, on note f)(a) € F cette limite. Si E est de dimension finie et
si (e1,....e,) est une base de E, on note aussi %(a) ou 0;f(a) la dérivée

directionnelle f! (a), qu’on appelle i éme dérivée partielle de f en a.

Proposition 6 Si f est différentiable en a, alors elle est dérivable en a dans
toutes les directions et

Vo € E, fl(a) = Df(a)v.
Attention la réciproque est fausse comme le montre l’exercice suivant.

Exercice 7 (Contre exemple) Soit f : R? — R définie par f(0,0) =0 et
2

pour (l’,y) 7é (070)7 f(xvy) = %
1. Calculer ses dérivées directionnelles en (0,0).

2. f est-elle différentiable en (0,0)?

Proposition 8 (Composition) Soient E F,G des evn, U C E)V C F des
ouverts et soit a € U. On suppose que f : U — F et g:V — G sont
différentiables en a et f(a) respectivement et que f(U) C V. Alors go f est
différentiable en a et

D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).
Proposition 9 (Matrice Jacobienne) Soit

fiR - RT
(1, .. yxn) = (fr(x), ..., fm(2))

une application différentiable, ot x = (x4, . ..,x,). Alors la matrice de D f(x)
est Jac(f)(x) = (gj; (@))1<i<mi<j<n- Lorsque m = n, le déterminant de

Jac(f)(z) s’appelle Jacobien de f.

Définition 10 (Application ¢') On dit que [ est continument différentiable,
ou €1, sur U si elle est différentiable sur U et que application différentielle
Df:aw— Df(a) est continue de U dans L(E,F).



Théoréme 11 f est €' sur U si et seulement si ses dérivées partielles
existent et sont continues sur U.

Preuve. Le sens direct est immédiat. Supposons qu’en tout point de U, f
admet des dérivées partielles et que ces dérivées sont continues. On suppose
pour simplifier que £ = R2. Le cas général se traite de la méme manicre.
Soient a = (ay,az) et h = (hy,hs) deux éléments de R?. On a

fla+h)— f(a) = flay + hi,a2 + he) — f(a1 + hy,a2) + f(ay + hy,a2) — f(ar,a2)

1
= / agf((ll + hl,ag + thg)tht + 81f(a)h1 + O(hl)
0

Comme 0, f est continue en a, on a 0y f(a; + hy,as + the) = 0o f (a) + o(1) et
par suite

fla+h) = f(a) + 01 f(a)hn + O2f (a)hs + o(h).

Ceci prouve que f est différentiable en a et que Df(a)(h) = 01f(a)hy +
O f(a)hy. Comme les applications a — 0;f(a) sont continues, il en va de
méme de l'application a — D f(a). O

Définition 12 Fonction a valeurs réelles et gradient. Supposons que
(E,(,)) est un espace de Hilbert et que ' = R. Si f est différentiable en a
alors Df(a) est une forme linéaire sur E et d’apres le théoréme de Riesz, il
existe un unique vecteur de E noté V f(a) tel que

Vhe E, Df(a)h = (Vf(a),h).

Dans le cas ot E est de dimension finie et si (eq,...,e,) est une base ortho-
normée de E, on a
- (a)
Vi) = :
2L (a)

ot 597]; désigne la dérivée partielle de f dans la direction e;.

Remarque 13 Cette notion s’étend au cas d’une fonction sur une variété
Riemanienne.



Proposition 14 (Inégalité des accroissements finis) On suppose que
f est différentiable sur U, que a,b € U sont tels que [a,b] C U, et que M =
sup ||Df(x)| < oco. Alors

z€a,b]
1f(b) = fla)l < M|b—al|.

Corollaire 15 Si U est conneze et que D f(x) = 0 pour tout x dans U, alors
f est constante sur U.

2 Inversion locale et fonctions implicites

Dans cette section, V' désigne un ouvert de F'.

Définition 16 (¢ difféomorphisme) On dit que [ est un 6" difféomorphisme
de U sur V si f est une bijection de U sur V, de classe €*, et que f~1 est
de classe €.

Théoréme 17 (Théoréme d’inversion locale en dimension finie) Si
[ est de classe €' et que D f(a) est inversible, alors f est un € difféomorphisme
local en a, i.e. il eriste un voisinage ouvert U, de a tel que f est un €'

difféomorphisme de U, sur f(U,).

Remarque 18 S5i on veut énoncer ce théoreme en dimension infinie, il faut
rajouter une hypothése supplémentaire qui est que Df(a)™! est continue.
Ceci est automatique en dimension finie (car D f(a)™! est linéaire) mais pas
dans le cadre de la dimension infinie. Cependant, si E et F' sont des espaces
de Banach, un corollaire du théoréeme de [’application ouverte donne que st
Df(a) est linéaire continue et inversible, D f(a)~" 'est aussi, et I’hypothése
supplémentaire est donc superflue.

Preuve du théoréme. Quitte a translater les variables, on peut supposer que
a=0et f(a) =0. On remarque que

f=Df0)oDf(0)" o f.

On note g = Df(0) "' o f. Comme f est C* et que D f(0)~! est continue alors
g est C' et Dg(0) = Id. De plus, comme D f(0) est un C* difféormorphisme
(car indépendant de ), il suffit de montrer que g est un ¢ difféomorphisme
local en 0.



On remarque que Dg(0) = Df(0)~! o Df(0) = Id. Par suite, il existe
r > 0 tel que pour tout

1
Va € B, [|Dg(z) —1d| < 5 (1)

olt B, = B(0,r). Considérons le voisinage ouvert de 0, U, = B, N g~'(Br).
Montrons que g est un homéomorphisme de U, sur B:. En utilisant (1) et
I'inégalité des accroissements finis, on obtient facilement I'injectivité de g sur
B,. Par ailleurs, pour tout y € Br, on a g(z) = y si et seulement si p(r) = z,
ou

p(r) =z —g(z) +y.
En utilisant a nouveau (1), on voit que ¢ est %—Lischitzienne. De plus, pour
tout x € E%, on a

le@)l = llo(a) = o(0) + yll < 5zl + Iyl < g
Donc gp(Eg) C Eg. Par conséquent, on peut appliquer el théoreme du point
fixe de Picard a ¢, ce qui montre qu’il existe x € Eg C B, tel que p(x) = =.
Ceci montre que pour tout y € B: il existe € B, tel que g(z) = y. Par
suite, g : U, — Br est bijective.

Il reste & montrer que g~ ' est différentiable sur B:. On commence par
montrer que ¢! est 2-Lipschitzienne. Soient 3,y € B: et soient z, 2 € B,
tels que g(x) =y et g(2’) = ¢/. Alors

r—2 =x—ga)+y—a' +g9@@) -y =y—y +0(x) - 0()

ou # =1Id —g est %—Lipschtzienne. Par suite

1
lz ="l < ly =yl + 5lle = 2|

dont on déduit .

Sl @) =g~ W < lly = v/'ll
Ceci prouve que g~ ! est 2-Lipschitzienne. Montrons qu’elle est différentiable.
Soient y,y' € Br et soient z,2’ € U, tels que g(x) =y et g(z) = y'. Comme
g est différentiable en z, on a

y —y=9g@') —g(x) = Dg(x)(z' — x) + 0, (" — ).

5



1

De plus, comme g~ est Lipschitzienne, il vient

Y —y = Dg(x)(2" —z) +0,(y —y).

En appliquant Dg(x)~!, on obtient

' —x=Dg(x) 'y —y) +o,(y —y)

ce qui prouve que g~ ! est différentiable en y et que Dg~'(y) = Dg(x)!.

Enfin la continuité de I'application y — Dg~!(y) s’obtient par théoréme
de composition et continuité des applications y — ¢ (y), z — Dg(z) et
M +— M~ cette derniere application étant définie sur les matrices inversibles.

O

Théoréme 19 (Théoréme d’inversion globale en dimension finie).
On suppose que f est de classe €1, que Df(x) est inversible pour tout x de
U et que f est injective sur U. Alors f est un €1 difféomorphisme de U sur
f(U) (en particulier f(U) est ouvert).

Preuve. Cest immédiat avec le théoréeme d’inversion locale. O

Exercice 20 Contre-exemples, [R] p. 204.
1. Soit f:R?*\ {(0,0)} — R? avec f(x,y) = (x* — y?2xy). Montrer que f
est un difféomorphisme local, mais n’est pas un difféomorphisme global.
Que peut-on en déduire pour la fonction holomorphe z s 227
2. Soit f: R — R avec f(x) = x + x*sin(w/x) pour x # 0 et f(0) = 0.
Montrer que f est dérivable sur R, que f'(0) # 0, mais que f n’est pas
inversible au voisinage de 0. Pourquoi le TIL ne s’applique-t-il pas ici?

Théoréme 21 (Théoréme des fonctions implicites en dimension
finie) Soient U est un ouvert de RP x R? et f : U — R? une application
de classe €. On suppose que f(a,b) = 0 pour un certain (a,b) € U et que
D, f(a,b) est inversible. Alors il existe un voisinage U, C R de a, un voisi-
nage U, C R? de b (avec U, x U, C U) et une unique fonction ¢ : U, — Uy,
de classe €1, tels que

(zy) € Us x Uy) et f(xy) =0) & (x € U, ety = p(x)).

Remarque 22 1. Comme f et ¢ sont de classe €*, on peut différentier
la relation f(z,p(x)) =0 pour trouver [’expression de Dy(x).
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2. Méme remarque que pour le théoréme d’inversion locale : en dimension
infinie il faut supposer que D, f(a,b)™! est continue (mais c’est auto-
matique dans un Banach).

3. Le théoreme d’inversion locale et le théoréme des fonctions implicites
sont équivalents.

Preuve du Théoreme des fonctions implicites. On va déduire le Théoreme
des fonctions implicites du Théoreme d’inversion locale. So}ent U, et U, des
voisinages ouverts de a et b respectivement, tels que U, x U, C U. Soit

{¢:Uaxﬁb—>ﬁaxRP 2)

(z,y) = (2,f(z,y)).

Pour tout (2,y) € U, x U, C U, on a

Id 0
Do(z,y) = ( D.f(z,y) Dyf(zy) )

ot l'on note D, f (resp. D, f) la différentielle partielle de f par rapport a x
(resp. y). Comme D, f(a,b) est inversible, il vient immédiatement que D¢(a,b)
est inversible. Par le théoreme d’inversion locale, il existe des voisinages ou-
verts U, et U, de a et b respectivement et un voisinage ouvert V' de (a,0)
tels que ¢y, xu, est un C* difféomorphisme de U, x Uy, sur V. Par ailleurs, il
découle de la forme (2) de ¢ que ¢! est de la forme

¢~ (uw) = (uth(uv))
avec ¥ : V' — U, qui vérifie f(u,(u,v)) = v. Définissons
U, ={u, € U,, (u,0) € V}.

C’est un voisinage ouvert de a. Par suite , Iapplication ¢ : U — U, donnée
par p(u) = ¥(u,0) est bien définie et réguliere de U, dans U,. De plus, pour
tout (u,v) € U, x Uy, on a

fluw) =0 <= d(u,w) = (u,0) <= et(uw) = ¢~ (u,0)
= (u,v) = (up(u)) <= v =p(u

qui est exactement le résultat demandé. ([l



3 Différentielles d’ordre supérieur et formules
de Taylor

3.1 Quelques rappels

Définition 23 Soient E et F' deux evn et U un ouvert de E. Soit f : U —
F une application différentiable et soit Df : a € U — Df(a) € L(E,F)
Uapplication différentielle. Si Df : U — L(E,F) est différentiable en a € U
on dit que [ est deuz fois différentiable en a et on note D?f(a) = D(Df)(a).

Notation 24 Pour k € N, notons Li(E,F) [’espace vectoriel des applica-
tions k-linéaires (c’est a dire les applications de E¥ — F linéaires en chacune
des variables).

La propositions suivantes permet d’interpreter les différentielles d’ordre supérieures
comme des applications k-linéaires.

Proposition 25 (Identification) On a un isomorphisme entre L(E,L(E,F))

et Lo(EF) et plus généralement de L(E, ... L(E,F)) (k fois) dans Li(E,F).
Preuve. On fait le cas k = 2. On définit ¢ : L(E,L(E,F)) — Lo(E,F) par

P(u)(er,e2) = u((er)(e2).

On vérifie facilement que ¢ est un isomorphisme. OJ

Théoréme 26 (Théoréme de Schwarz [P]) Si f est deux fois différentiable
en a, alors l'application bilinéaire D* f(a) est symétrique. Plus généralement,

si f est k fois différentiable en a, k > 2, alors l'application multilinéaire
D*f(a) est symétrique.

Preuve. On peut supposer a = 0. On doit montrer que pour tout h.k € F,
on a

D?f(0)(h)(k) = D f(0)(k)(h).
On introduit la fonction g € C*(R?) définie par g(z,y) = f(xh + ky). On a

% (1 y) = D (eh + ky)(h)

Ox
et en dérivant par rapport a y, il vient
9 (1) = D*f(wh + ky) (R)(h)
Oyox )= Y



et en faisant z = y = 0, il vient

79 (0.0) = D*F0) (k)0
oyox
De méme
9 (0.0) = DO (1))
oxoy '
On est donc ramené a démontrer que pour toute fonction g € C*(R?), on
D?g g
= (3)
oxdy  Oyox

Considérons la fonction
0%g

Il suffit de montrer que A;(z,y) = o(zy). En effet, par symétrie on a aussi
AQ(x7y) = O(xvy) avec
2

Bufir) = 9(29)  9(0.) = 9(2.0) + 9(0.0) a5 L 0.0) (3

et en faisant la différence de (4) et (5) il vient

2 2

g g _

En divisant par xy et en faisant z,y — 0 on obtient (3). Il reste donc a
démontrer (4). Soit € > 0. Comme g est C?, il existe § > 0 tel que pour tout
|z|,ly| < J, on a
0%g 0%g
Oxdy (z.y) = Ox0y
Or le membre de gauche ci-dessus est exactement

0%g 0%g 9 (0g 0%g
axay(%y) - m(@o) = @(a—y(%y) - $m(070)>‘

Combiné avec le théoreme des accroissements finis entre 0 et z, ceci montre
que

(0,0)‘ <e (6)

dg
3y (P0) = 75,5(0.0) - a—ym,y)) < efa|




qui peut se réécrire

5 (0(00) — 25 50.0) = 9(09) | < el

En utilisant a nouveau le théoreme des accroissements finis entre 0 et y, on
obtient

2

’9(93,@/) - xyaxgy (0,0) = 9(0.y) — g(x,0) + 9(0,0)‘ < elay|
ce qui montre que A;(x,y) = o(xy) et achéve la démonstration O

Corollaire 27 Soit f : RP — RY une application 2 fois différentiables. Alors
pour tout 1,7 =1,....p, on a
*f  0°f
8%'895]- B 895]6%

Preuve. On a
o0 f B
al'ial’j N

0% f
(%cjﬁazi ’

D?f(es.e5) = D f(ej.ei) =

Notation 28 On abrégera D*f(a)(h,...,h) en D*f(a)(h)*.

Théoréme 29 (Formule de Taylor-Young) Si f est k fois différentiable
en a, alors

fla+h)=fla)+ Df(a)h+---+ %D’“f(a)(h)k +o (|IRllF).

Théoréme 30 (Formule de Taylor avec reste intégral) Si f est de
classe €%t sur U et que [a,b] C U, alors

£(8) = f(@) + DF@(O—a) + -+ D f(a)(b - o)

+ /01 ﬂ;—!t)ka“f(a +t(b—a))(b— a)*dt.
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Théoréme 31 (Inégalité de Taylor-Lagrange) Si f est de classe €%+
sur U et que [a,b] C U, alors

10~ 1@ - Df@O - 0) = = LD @0 0
N
< max D4 ) 0=

Remarque 32 Si f est a valeurs réelles, on a aussi une éqgalité de Taylor-
Lagrange (analogue a celle pour les fonctions d’une seule variable), mais
comme pour le théoréme des accroissements finis, elle est fausse des que
l’espace d’arrivée n’est plus de dimension 1.

3.2 Application a la recherche d’extrema

Théoréme 33 (Conditions nécessaires et suffisantes pour l’exis-
tence d’extrema) On suppose que U est un ouvert de R™ et on considére
f:U—=R.

1. Si f est différentiable en a et y admet un extremum local, alors D f(a) =
0.

2. Si f est deux fois différentiable en a et y admet un minimum (resp.
mazimum) local, alors D*f(a) est positive (resp. négative).

3. Si f est deux fois différentiable en a, que Df(a) = 0 et que D?f(a)
est définie positive (resp. définie négative), alors f admet un minimum
(resp. mazimum) local strict en a.

Remarque 34 (Cas dégénérés, [BMP] p.18) Si on est dans une si-
tuation ou les premieres différentielles ne permettent pas de conclure, la
considération du développement de Taylor a un ordre supérieur peut appor-
ter de linformation. Considérons par exemple une fonction f quatre fois
dérivable en a, a valeurs réelles et telle que D f(a) = 0 et D*f(a) est positive
mais non définie. Pour h € ker D*f(a) on a:

flath) = (@) + £ (@) (0P + 52D Fla)(h)* + o (IAI1).

et on peut donc énoncer le résultat suivant: si f admet un minimum local
en a, alors D3f(a)(h)® = 0 et D*f(a)(h)* > 0 pour tout h € ker D?f(a).
Attention, [’énoncé réciproque est faux (contrairement a ce qui est écrit
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dans [BMP]!): méme si D3f(a)(h)® = 0 et D*f(a)(h)* > 0 pour tout h €
ker D?f(a), h # 0, alors f n’admet pas forcement un minimum local en a
(on pourra considérer f(x,y) = x* — 3xy? + y*).

Théoréme 35 (Théoréme des extrema liés, version analytique) Soient
915 .9y : U = R de classe €*, et

F={zeU]|gx)=0,Vi=1,...p}

Si la restriction de f a I' admet un extremum local en a € T', et que la fa-
mille (Dgy(a), .. .,Dg,(a)) est libre, alors il existe des réels Ay, ...\, (appelés
multiplicateurs de Lagrange) tels que

Df(a) = Z A\iDg;(a).

La preuve de ce résultat nécessite un lemme algébrique indépendant.
Lemme 36 Soit E' un espace vectoriel de dimension finie et soient ©,1, ... ,0p
des formes linéaires sur E. Alors

@ € Vect(p, . ...pp) <= NI_ ker(y;) C ker ¢

Preuve. L’implication (=) est immédiate. Démontrons («). Il s’agit de mon-
trer que Vect(y) C Vect(y1,...,p,). En passant a I'orthogonal, il vient

Vect(p1, ... ,pp)" C Vect(p)®
Or Vect(p1, .. .,pp)" = N ker(¢;) ce qui prouve le résultat. O

Preuve du théoréeme. Notons T,I" le plan tangent a I' en a, c¢’est a dire
T.I' = {£ e R", Iy € CY([-1,1],1), v(0) = a, v'(0) = £}.

On montre facilement que T,I"' = N_; ker(Dg;(a)). Par ailleurs, comme fir
possede un extremum en a, alors pour toute courbe réguliere v de I telle que
v(0) =a,on a %(fo'y)(O) = 0. Par suite, D f(a)(7'(0)) = 0 ce qui prouve que
Df(a) = 0 sur T,I". Par suite Nt_, ker(Dg;(a)) C ker Df(a) et en utilisant
le Lemme précédant, il vient D f(a) € Vect(Dgy(a),...,Dg,(a)). Autrement
dit, il existe des réels Ay, ... A, tels que

Df(a) = Z AiDygi(a).

Ceci prouve le résultat. ([l
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4 Géométrie différentielle

Définition 37 Soit k € N*.

1. Soient U un ouvert de R", f:U — R" et a € U. On dit que f est un
C* difféormorphisme local en a s’il existe des voisinages U, de a et V,
de f(a) tels que f : U, — V, est un difféormorphisme et f € C*.

2. Soient U un ouvert de RP, f: U — R" et a € U. On dit que [ est une
Ck-immersion en a, si f € C* et Df(a) est injective.

3. Soient U un ouvert de R", f: U — R"™P et a € U. On dit que f est
une C*-submersion si f € C* et Df(a) est surjective.

Théoreme 38 - Forme normale locale des immersions. Soient U
un ouvert de RP contenant 0 et soit f : U — R"™ une C*-immersion en
0 telle que f(0) = 0. Alors, il existe un C* diffeormorphisme local ¢ de
R™ en 0 tel que

oo flzy,...,xp) = (x1,...,2,0,...,0).

- Forme normale locale des submersions. Soient U un ouvert de
R" contenant 0 et f : U — R"P une CF-submersion en 0 telle que
f(0) = 0. Alors, il existe un C* diffeormorphisme local v de R™ en 0
tel que

fow(zy,....xn) = (T1,...,Tn_p).
Preuve. Appliquer le théoreme d’inversion locale a
- g (@1, T Yty oYn) = (F1(@)s - S (@) o () F s - fu(@)+

Yn) OU T = (x1,...,x,) et ol on a éventuellement interverti les coor-
données de R™ de sorte que (0; fj)1<i7j<p soit inversible. Prendre ¢ =
g " o

- h (2, xn) = (fi(2), - faep(2), 20— ptt, - - - ,2,) OU O & éventuellement

interverti les coordonnées de R™ de sorte que (0; f;)1<i j<n—p SOit inver-
sible. Prendre ) = h™1.
O

Définition 39 (Sous-variété différentielle) Soit M un sous ensemble de
R". On dit que M est une sous-variété différenticlle de classe C* et de di-
mension p de R™ si l'une des assertions équivalentes suivantes est satisfaite:

1. pour tout a € M 1l existe un voisinage de U de a dans R™ et un voi-
sinage V de 0 dans R" et un C*-difféormorphisme 0 : U — V tel que
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OMNU)=Rr x{0}NV.

2. pour tout a € M il existe un voisinage de U de a dans R™ et une
Ck-submersion f: U — R"™P tel que M NU = 071(0).

3. pour tout a € M il existe un voisinage de U de a dans RP, un voisinage
V de 0 dans R™ et une C*-immersion f : U — V tel que MNV = 6(U).

Exemple 40 La sphére unité de R?, d > 2

§t = {z e R, [z =1}.

est une sous-variété de dimension d — 1. En effet, on S¥1 = 071(0) ou
0: R — R est la submersion définie par 0(z) = Z?zl 3.

Définition 41 (Espace tangent) Soit M une sous-variété différentielle de
classe C* et de dimension p de R"™ et soit a € M. On dit que v € R™ est
un vecteur tangent a M en a s’il existe 6 > 0 et une courbe 7y :] — 0,0[— M
de classe C! telle que v(0) = a et 7/(0) = v. L’ensemble T,M des vecteurs
tangents a M en a est appelé espace tangent a M en a (on verra que c’est
un sev de R™ de dimension p).

Proposition 42 Soit M une sous-variété différentielle de classe C* et de
dimension p de R™ et soit a € M.
- 8510 :R™ — R" est un C-difféomorphisme local en a tel que localement
O(M) =RP x {0} avec 8(a) =0, alors T,M : DO(0)~'(R? x {0}).
- 510 R* — R"7P est une Cl-submersion en a telle que localement
M =60710) et 6(a) =0, alors T,M = kerDf(a).
- 510 RP — R™ est une Cl-immersion en a telle que localement M =
O(RP) et 6(0) = a, alors T,M = D6(0)(RRP).

Exemple 43 1. S" = f7}(1) avec f : R"™' = R, f(x) = ||z||?, Df(z)(v) =
2(zw) et T,S™ =ker Df(x) = xt.
2. L’ensemble O,(R) des matrices orthogonales est une sous-variété de
dimension @ de M, (R).

Preuve. On a O,(R) = {X € M,(R), f(X) =0}, o f(X)=X'X —I,.
L’application f est clairement C*° de M, (R) dans ’ensemble des matrices
symétriques S, (R) et sa différentielle est donnée par

Df(X)H = H'X + X'H
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De plus Df(X) est surjective pour tout X. En effet, pour tout Y € S, (R),
onayY = Df(X)H avec H = (X*)7'Y. Comme dim(S,(R)) = ™=t
la caractérisation par les submersions montre que O, (R) est de dimension
@. L’espace tangeant a O,(R) en X est 'espace des matrices H telles
que

H'X = -X'H.

Lorsque X = I,, c’est exactement ’espace des matrices antisymétriques. [J

Théoréme 44 (Théoréme des extrema liés formulation géométrique)
Soit U un ouvert de R™ et soit f : U — R une application de classe €*. Soit

I' une sous-variété locale de R" en a € U. On suppose que fir admet un
extremum en a. Alors le gradient de f en a est orthogonal au plan tangent a

I en a.

Preuve du théoréme. Supposons que fir posseéde un extremum en a. Alors
pour toute courbe réguliere y de T telle que 7(0) = a, on a £(f o~)(0) = 0.
Par suite, D f(a)(7/(0)) = 0 ce qui prouve que D f(a) = 0 sur 7,I". En terme
de gradient, cette identité s’écrit (V f(a),&) = 0, pour tout & € T,I", c’est a

dire V f(a)LT,I. O
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