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Chapitre 1

Introduction

Le but de ce cours est d’introduire des outils de résolution d’EDP d’évolution
intervenant en physique mathématique (équation de la chaleur, équation des
ondes, équation de Schrodinger). Dans un premier temps on considerera des
équations a coefficients constants sur ’espace Euclidien. Dans ce cas 'utilisation
de la transformation de Fourier pour réduire I'étude de 'EDP & I’étude d’une
famille I’EDO est un outil tres puissant. On commencera donc ce cours par
quelques rappels et compléments sur la transformation de Fourier et les espaces
de Sobolev. On appliquera ensuite ces outils a ’étude 1’équation de la chaleur
et de I’équation des ondes sur R<.

Lorsque les EDP considérées ne sont pas & coefficients constants (ou lorsque
'on considere 'EDP sur un sous ensemble de R?), on ne peut plus utiliser la
transformation de Fourier pour résoudre de maniére exacte. On présentera dans
la seconde partie de ce cours des outils d’Analyse fonctionnelle permettant la
résolution de tesl problemes. On appliquera ensuite ces outils a des problemes
linéaires et semi-linéaires.

Les notes de ce cours reposent en partie sur un cours donné par A. Bachelot.
Nous le remercions de nous avoir permis d’utiliser son materiel.



Chapitre 2

Compléments sur la
transformée de Fourier

2.1 L’espace de Schwartz

Définition 2.1 Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C. On dit qu’une
application N' : E — R est une seminorme si les propriétés suivantes sont
satisfaites:

i) Veyye E,N(x+y) <N(z)+N(y)

i) VA e K, Vx € E, N(Ax) = |A\|N(z)

On remarque qu’une seminorme n’est pas nécessairement définie-positive. C’est
ce qui lui manque pour étre une norme.

Nous allons définir 1’espace des fonctions & décroissance rapide sur R?. Dans
la suite, on utilisera les notations suivantes:

_ . a __ 00 Qg a __ Qg [e%)
Oy; = 0/0xj, v = a7 ... ap?, 0 = Oy} ... 0y

ot o € N? est appelé multi-indice. On notera D, = %3%. et D, = %Vm.

Pour tout multi-indice a € N?, on notera |a| = 5, al = aql.iag! et
pour tout u € RY, u® = u! ...ug?. On dira que a < f si a; < 3; pour tout j.

Dans tout le cours, on notera C>(R%) = C>(R%,C) I'espace des fonctions de
R9 & valeurs dans C qui sont indéfiniment dérivables. On notera C2°(R?) le sous
espace de C*°(R?) des fonctions & support compact.
Définition 2.2 On note .7 = .7 (R?) l’ensemble des fonctions ¢ € C®(R?)
telles que pour tout p € N

sup sup |2%97p(x)| < oo
lal,|B]<p zeRd

Proposition 2.3 .7(RY) est une algébre.

Preuve. 11 est clair que .(R?) est stable par addition et multiplication par un
scalaire. C’est donc un sous espace vectoriel de C>°(R?). Par ailleurs, pour tout
u,v € C*(R?), on a la formule de Leibniz

0% (uv) =Y (;) 8 udP "y



Si u,v € Z(RY) on déduit facilement de cette formule que uv € .7 (R?). O

Proposition 2.4 Pour tout p € N Uapplication N,, définie sur C*°(R?) par

Np(p) == sup sup |z*05p(z)|
lal,|8|<p z€R?
est une seminorme.
Preuve. C’est évident. O

Proposition 2.5 Pour tout u,v € .7 (R%), on pose

o . Np(u —v)
do(up) = 2 oA o) (2.1)

peEN

L’application d. est une distance sur .#(R®). En outre, pour toute suite ()
de S (RY), on a ds(pr,p) — 0 quand k — oo si et seulement si Ny, (¢ —¢) — 0
pour tout p € N.

Preuve. Montrons d’abord que d & est une distance. Il est clair que d»» > 0 et
que si d.»(u,v) = 0 alors u = v. Pour établir I'inégalité triangulaire, on commen
ce par remarquer que la fonction ¢ : t — L est croissante. Donnons nous

u,v,w, € .7 (R?). Pour tout p € N, on a o
Np(u—v) < Np(u—w) + Np(w —v)
et comme ¢ est croissante, on en déduit
Nyplu—v)  _ Ny (u— w) . Ny (w = v)
14+ Np(u—v) = 1+ Npy(u—w) + Npy(w—v) 1+ Ny(u—w)+ Ny(w—v)

< Np(u —w) Np(w —v)
T 1+ Ny(u—w) 14 Ny(w—v)

On en déduit aisément 'inégalité triangulaire.

Supposons maintenant que (@) est une suite de . (RY) convergeant vers
¢ € S (RY) pour ds. On remarque que pour tout p € N, on a ¢(N,(pr —¢)) <
2°d o (pr, — ). Or, la fonction ¢ est continue, strictement croissante, bijective
de R sur | — 1,1[. On en déduit que si do(pr — ¢) — 0 alors N(pr — ) <
¢~ (2Pds (o1 — ) — 0.

Supposons maintenant que () est une suite de .7 (R?) telle que N, (¢ —
) — 0 pour tout p. On fixe € > 0 arbitraire. Comme la série Zp 27P converge,
il existe P > 0 tel que }_ - 277 < ¢€/2. On en déduit que

. Nplor —¢)
9—p_TPA\FN W) < €/2
p;, T Nylon =)~

pour tout k € N. Par ailleurs, puisque pour tout p = 1,...,P —1, on a Np(¢r —
©) — 0, il existe K € N tel que

= No(pr — )
VE>K, S otk W) oo
N p; T N —) ~



On conclut en sommant les deux derniéres inégalités. O

Exercice 2.6 Soit x € C°(R%) une fonction a valeurs réelles, égale a 1 sur
B(0,1), nulle en dehors de B(0,2). On note xn(x) = x(&) pour tout n > 1.
Montrer que pour tout o € . (R?) la suite p, = Xnp converge vers ¢ dans
S (R?).

Preuve. Supposons que ¢ € .7 (R?) est fixée et considérons la suite de fonctions
©n = Xng € CZ(R?). Pour tout p € N, on déduit de la formule de Leibniz que

NP(‘P - ‘Pn) = Np((l — Xn)®) = sup \x“af((l - Xn)90|
lal,18]<p

< sup - () sup [£90% (1 — xn)O2 "]

IBI<p v<p la|<p

IN

— sup 12295 | — 0
T |a|<p+1,|81<p

quand n — oo. O

Proposition 2.7 On a les inclusions suivantes (valables pour tout p € [1,00])
C(RY) — Z(RY) — LP(R?)

et C°(RY) est dense dans ./ (R?).

Preuve. Les inclusions sont évidentes. La densité de C2°(R?) dans .7 (R?) est
une conséquence immédiate de I'exercice précédent. O

Proposition 2.8 Soient a € N¢ et P € C[z] alors les applications f +— 02 f et
f = Pf sont linéaires continues sur (#(R%),ds)

Preuve. 11 suffit de remarquer que pour tout p € N,

Np(aggp) < Np-i—la\ (50)

et
NP(P@) < ONp+degP(<P)~

pour une certaine constante C' > 0. (]

Théoréme 2.9 L’espace (. (R?),ds) est complet.
Preuve. Soit (¢,,) une suite de .#(R?%) de Cauchy pour ds. On a

Ve > 0,3N € N, Vn,m > N, ZZ_pd)(./\/'p(gpn —m)) <€ (2.2)
peN

ot ¢(t) =t/(1+1t). De I'inégalité N, < ¢~ 1(2Pd ) et de la continuité de ¢~—*
en 0, on déduit donc que pour tout p € N, on a

Ve > 0,3N € N,Vn,m > N, Np,(¢n — pm) < € (2.3)



En particulier, pour tout o,3 € N¢, on a

Ve > 03N € N,Vn,m > N, sup |2°0% (0, — om)| < € (2.4)
zER4

En prenant 3 = 0, on en déduit que pour tout a € N%, on a

Ve > 0,3N € N, Vn,m > N, sup |05 (on — om)| < €
zERC

Par conséquent pour tout compact K de R? et pour tout k € N, la suite (¢,,)
est de Cauchy dans C¥(K). Elle admet donc une limite ¢ € C>°(R?). Faisons
m — oo dans (2.4). On obtient

Ve > 03N € N,V¥n > N, sup [2°0% (¢, — )| < € (2.5)
z€R4

Comme cette estimation est valable pour tout «,3 € N?, ceci montre que
¢ € Z(R?) et que pour tout p € N, N,(¢n — ¢) — 0 quand n — oo. Clest
exactement la convergence de (ip,,) vers ¢ dans . (R%). (]

Proposition 2.10 Soient p,) € .#(R?) alors ¢ x v appartient o ./ (R?).
Preuve. Soient o, € N?. On remarque qu'il existe C,, > 0 tel que
Vay € R, [zl < Cally|'*! + |z — /')

Par ailleurs, on a
w02 o)| < Jal [ (ofu(e ~ poiw)ldy
Rd

<Co [ @l +1e = y1*Dj0Zuta = p)lo(w)ldy
< Ca(llel10Zull 2ol 2 + 102wl ze ol 1ol 2)

qui est fini car u,v € 7 (R9). O

2.2 Transformée de Fourier sur .

Soit u une fonction intégrable sur R?, on définit sa transformée de Fourier

par
Fu(€) = (2m)~ 42 / e~ %Sy (z)da. (2.6)
Rd

Ici et dans dans toute la suite x€ désigne le produit scalaire entre les vecteurs
r € R? et ¢ € RY. On utilisera parfois la notation ¢(&) = F(€).

Pour tout z € R™, on notera |z| la norme euclidienne de x et (z) = (1 +
| $|2)1 /2.

Comme . C L', la transformée de Fourier est bien définie sur .7.

Théoréme 2.11 L’application F est linéaire continue de .7 (R?) dans .7 (R?)
et pour tout a« € N%, on a

i) Vo € S (RY), F(DYp)(€) = €2 Fp(€)



ii) Yo € S(R?), Dg(Fe)(€) = (1) F(z%p)(€)
Preuve. Laissée en exercice. (]
Exercice 2.12 Soit A une matrice réelle symétrique définie positive et ga(x) =
e~ 2(A22)  Montrer que

1

_t m3ATed)
(detA)1/2 '

Flga)(§) =

Théoréme 2.13 L’application F : ¥ — % est un isomorphisme et son inverse
est donné par

Fro(x) = (2m) 42 / (€ de.

R4

Remarque 2.14 1) L’identité F*F = Id peut s’écrire

)= [ e TR

27)
pour tout f € .. La fonction f peut étre vue comme une superposition d’ondes
planes de fréquence €.

2) Pour tout ¢ € .7 (R?), notons ¢(x) = o(—x). On a alors les identités

]:*90(1') Z]:(p(—ﬂ;‘), ]:95(5) :]:*90(37)7 FFp=¢

Preuve du théoréme: Soient ¢ € .7 (R2) et ) € y(Rg). Alors la fonction
(2.8) 1= €TV p(2)(€)

est dans L' (RZ x Rg). On peut donc appliquer le théoréeme de Fubini, a

1= m 7t [ )i dyds
z XR¢

- [

On introduit la famille de fonctions 9, € (R%), a > 0 définie par 1,(£) =

e—@’lE” En appliquant le théoreme de convergence dominée au premier terme
de (2.7), on obtient

Il vient

ETE() B(E) de = / o(y) Fily — z)dy. (2.7)
Rd

lim 1(1hg) = /R ) e H(¢)de = (2m) 2 F* Foo(x). (2.8)

a—0t
3

D’autre part, on a

2

Fo(y — x) = (2a%) "2 ¢~ lovl?/(4a)



Par suite,

1060) = (a?) [ pl)e e/ gy
d
Ke (2.9)
=2% / o(x + 2ay)e™ dy
Rd

T

En appliquant a nouveau le théoreme de convergence dominée, il vient

lim I(t,) = 2%90(56)/ e_y2dy = (271')%90(33) (2.10)
a—07F Rd
En combinant (2.8) et (2.10) on obtient le résultat annoncé. O

Remarque 2.15 Comme sous produit de la démonstration, on a l’identité ci
dessous valable pour tout pp € L

W= [

Proposition 2.16 Pour tout ¢,)) € .#(R%), on a

EGOFosepl O = [ o) Feorbly—a)dy. (211

d
3

Flpy) = (2m) "8 F () # F(¥)
et .
Flo*v) = (2m)2 FpFp
Preuve. Appliquons (2.11) avec ¢ = F*f, f € . 1l vient
FH@F vle iy = [ o€

R4 R4

c’est a dire F*f x F*) = (2#)%}"*(]“1/;). En remplacant f par f et ¢ par v et
en utilisant identité F* f = Ff, il vient Ff x Fip = (27) % F(fv). Cela prouve
la premiere identité.

Pour démontrer la second identité, on remplace ¢,i) par F*p,F*y dans la
premiere identité. Il vient

F(FroF*p) = (2m) s gt
et en appliquant F, on obtient

2m) " EF (o )(€) = FF(F oF ) = Fro(—€)F*p(—€) = Fo(€) Fp(£)

ce qui prouve la seconde identité. O
On a les identités intégrales suivantes:

Théoréme 2.17 Pour tout pp € S, on a

F(@)©v(€)de = | (@) F(¢)(z)dz,

Rd Rd

Flo)(©T(€)dx = / (@) FO)(—a)de,

R4 R4



(Fo, F) 12(ra) = (9,0) L2 (Re)

En particulier, Uapplication F : . — & s’étend de maniére unique en une
isométrie surjective de L*(R?) sur lui méme. De plus F* est l'adjoint de F
pour le produit scalaire usuel sur L?.

Preuve. Les deux premieres identités découlent immédiatement du Théoreme de
Fubini.
Remplagons ¢ par Fi dans la seconde identité. Il vient

@il = [ o) FFOe = (o)1

ce qui prouve la derniére identité. On en déduit que I'application F : . — L2
est une isométrie. Comme .# est dense dans L2, cette application se prolonge
de maniere unique en une isométrie de L? dans L?. De plus la seconde identité
montre que F* est ’adjoint de F .

Un raisonnement identique montrer que F* s’étend en une isométrie de L2
dans L?. Enfin, les identités FF* = Id (et FF* = Id) valable sur . s’étendent
par densité & L? ce qui montre que F et F* sont surjectives sur L2. O

Exercice 2.18 (Principe d’incertitude) Soit f € .. Montrer que pour tout
j=1,....,n,0ona

1
lzj flle2ll&F Fllee = G121 F fll e

2.3 L’espace des distributions tempérées

Définition 2.19 Une distribution tempérée est une forme linéaire continue sur
S (RY). Leur ensemble est noté #'(RY). On dit qu'une suite (T,,) de .#'(R?)
converge vers T € /' (RY) si

Vi € SRY), (Tn,0) 7,0 = (Top) 0 7.
quand n — 0.

Exemple 2.20 On a les injections continues suivantes:
i) pour tout p € [1,00], LP(RY) — .#/(R?)
i) &' (RY) — 7"(R?).

Exercice 2.21 Montrer que &' (RY) est dense dans /' (R).

Proposition 2.22 Soit T : .7 (R%) — C une forme linéaire. Alors T est une
distribution tempérée si et seulement si il existe K € N et C' > 0 tels que

vy € S (RY), (Typ)| < CNk(9) (2.12)

Preuve. 1l est clair que si T vérifie (2.12) alors T € ..
Réciproquement, supposons par Pabsurde que T € .’ ne vérifie (2.12) pour
aucunes constantes K,C. Alors, il existe une suite (¢;) de .7’ telle que

Vi > 1, (Tyei)| > 3Nj(p;)- (2.13)

10



avec N (¢;) # 0 pour tout j. On considere alors les fonctions ¥; = ¢;/(GN;(¢;)).
On a
(T 21, Vi 21
et pour tout p € N, on a
_ le@/Jj)
3 Ni(h;)
Comme on a N, < N pour tout j > p, on en déduit que N,(¢»;) — 0 quand

Jj — oo pour tout p. Par conséquent, (1);) tend vers 0 dans .’ et comme T est
continue on en déduit ((T,;)) — 0, ce qui contredit (2.13). O

Np(%‘)

Proposition 2.23 L’application de restriction T € .'(R?) Ticoo (ra) est une
injection linéaire continue de ' dans 9'.
Preuve. La linéarité est évidente. Pour montrer 'injectivité, on suppose que
Ticoo(ray = 0. Alors Tp = 0 pour tout ¢ € C*(R4). Comme C°(R?) est dense
dans .7 (R%) et que T est continue sur .. On en déduit Tp = 0 pour tout
¢ € Z(R?). Cela prouve l'injectivité.

Supposons maintenant que 7, — 7' dans .#"’. Soit ¢ € C2°(R?). Alors ¢ € ..
Par suite,

(Thp) a9 = (D)oo = (L) o .9 = (Tp) 9,2

quand n — oco. Ceci prouve que 1T,, — T dans 2’. O

Théoréme 2.24 (Principe de bornitude uniforme) Soit (T,,) une suite de
' (RY). On suppose que pour tout p € #(R?) la suite ((T},,p).9 . )nen est
bornée. Alors, il existe p € N et C > 0 tels que

Yo € Z(RY), sup (Tnsp) 7r,.7] < CN()
ne

Preuve. La démonstration de ce résultat est une variante de la preuve du
théoreme de Banach-Steinhaus. Elle repose sur le Lemme de Baire que nous
rappelons sans démonstration:

Lemme 2.25 Soit (E,d) un espace métrique complet et soit (F,,) une suite de
fermés d’interieurs vides. Alors UpenFy, est d’interieur vide.

Utilisons ce lemme pour démontrer le théoréeme. On introduit les ensembles

Fj={pe SR, vneN, [(T,)| < j}

Comme les T), sont continues sur ., les F; sont fermés comme intersection
de fermés. De plus, puisque pour tout ¢ € #(R?) la suite ((T},,).9 .9 )nen
est bornée, on a UjenF; = #(R?) qui est bien sur d’interieur non vide. Par
conséquent, il existe K € N tel que Fy # (. Par suite, il existe g € .7 et € > 0
tels que

{p e, ds(p,p0) < 2¢} C Fi

On en déduit qu’il existe p € N, tel que

{pe s Np(p—¢o) <€} C Fi

11



Posons M = K + sup,,cn |(T,¢0)|. Alors, pour tout ¢ € .’ tel que N,(p) <1,
on a

[t

1 M

(Thyp)| = p (T, = o) | + [{Tn,00)]) < -

ce qui montre la borne annoncée. (I
Du principe de bornitude uniforme on déduit le résultat suivant:

[(Tne0)| <

€

Théoréme 2.26 Soit (T,,) une suite de %' (RY). On suppose que pour tout
o € L(RY) la suite ((Tn,p).7,.7)nen converge dans C. Alors, la suite (T),)
converge dans .
Preuve.

Supposons donc que pour tout ¢ € .7, ({(Ty,9).7", 7 )nen converge dans C et
notons T'¢ sa limite. Un argument classique montre que ¢ — T'¢ est linéaire.
La continuité de T est une conséquence du théoreme de bornitude uniforme. [

Exercice 2.27 Pour tout n € N, on considére la distribution tempérée
n

r-y

k=0

Montrer que la suite (T,) converge dans 2'(R) mais ne converge pas dans
S (R).

On définit maintenant par dualité des opérations naturelle sur les éléments de
S

| —

|.’I}2k

o

Définition 2.28 Soit x € C*™ une fonction telle que pour tout o € N, il existe
Co > 0 et N, €N tels que |0%x(z)| < Colz)Ne. Pour tout T € .7 on définit
xT € . par
<XT;SD>§”’,<Y = <T,X<,0>y/7y
Soit T € .'. Les dérivées de T sont définies par
(05T )17 = (~1)I*NT0%) 7.
11 est clair que pour tout o € N¢, 99T € ..

Exercice 2.29 Soit P € C[X] un polynéme. Montrer que 03P est la dérivée
de P au sens usuel.

2.4 Transformée de Fourier sur &’

2.4.1 Généralités

Définition 2.30 Soit T € .'(R%), on définit la transformée de Fourier de T
par

Proposition 2.31 L’application F : /' (R%) — ' (RY) est linéaire, continue
et prolonge la transformée de Fourier usuelle sur ./ (R?).

12



Preuve. On montre d’abord que F(.%') C .#’. 1l est clair que pour tout T' € %/,
la formule (2.14) définit une forme linéaire sur .. Montrons que F(T) est
continue. Supposons que (¢, ) est une suite de .¥ qui converge vers ¢ dans .7.
Comme F : . — . est continue, alors

Flon) = F(e), n— oo.

Comme T € ./, on en déduit que
(F(T)spn)sr,.0 = (TF(on)) 7.0 = AT F(@))sr,0 = (F(T)sp) 7,7

ce qui prouve que F(T') est continue sur ..

La linéarité de F sur .¥’ est une conséquence immédiate de la définition
ci-dessus et de la linéarité de F sur ..

Supposons que (T;,) est une suite de ./ qui converge vers T dans .. Alors,
pour tout p € ., on a F(p) € .. Par suite

(F(Tn) @) .7 = (TnF () .7 = (T F () 0.7 = (F(T)p) 7,

ce qui montre que F(7},) tend vers F(T') dans .’. Ceci prouve que F : .&" — .’
est continue.

Le fait que F prolonge la transformation de fourier usuelle sur . est une
simple application du théoreme de Fubini. O

Théoréme 2.32 La transformée de Fourier F réalise un isomorphisme continu
de ' sur . Son inverse est l'opérateur F* défini par

(F*T,p) 1.0 = (T, F )1 .

De plus, on a les identités

i) VT € ' (RY), F(DOT) = €4F T

i) VT € #(R?), Dg(FT) = (=1)l*| F(a*T)
Preuve. On a clairement

(F*FT.p) 9.9 = (FT,F'T) 1.9 = (T.FF o). = (T ) 1.7

qui prouve que F*FT =T. De méme on a FF*T =T et par suite F réalise un
isomorphisme continu de .’ sur .’ dont I'inverse est F*.

Les identités 1) et ii) sont obtenues par dualité a partir des identités simi-
laires sur .. (]

Exemple 2.33 On a
FBumag) = (2m) 271706

et _ ,
Fe™) = (2m) %5,

Exercice 2.34 Coalculer les transformées de Fourier des distributions tempérées
suivantes: cos(x),e” 1%l 2k, T
Exercice 2.35 Soit A une matrice réelle symétrique réguliére (i.e. kerA=10).
Alors

iZ sgn(A)

Fletdaa)y = ©° —5(A7ee)

~ Jdet(A)172° ’

avec sgn(A) = 2r —n ou r désigne le nombre de valeurs propres positives de A.
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2.4.2 Transformée de Fourier sur P

Pour tout p € [1,00], on a LP(RY) C ./ (R?) donc F est bien défini sur LP.
Pour p = 1, on a pour tout f € L*(RY), F(f) € L™ et

F()(E) = (2m)4 / ¢ f(2)da

Pour p > 1, on n’a pas de formule analogue. Par contre pour p = 2, on a le
résultat fondamental suivant:

Théoréme 2.36 La transformée de fourier est un isomorphisme isométrique
sur L2(R?). Pour tout f € L*>(R%), on a

IFCH)Iz = M1£1 2

Preuve. On a déja vu que 'application F : . — . s’étendait de maniere unique
en une isométrie de L2. Il s’agit donc de vérifier que F : .’ — .’ prolonge
F ¥ — Y, ce qui a déja été vu. O

2.4.3 Transformée de Fourier sur &’

On commence par rappeler les deux résultats sur la dérivation et 'intégration
de crochets de distribution.
Théoréme 2.37 (Théoréme de dérivation sous le crochet) Soient T €
2'(R?) une distribution et soit o € Z(RYxRP) une fonction test supportée dans
K x RP avec K compact. Alors la fonction

y = (Typ(y) o2
est de classe C*° sur RP et on a
9y (T (- y)) 21,2) = (1.0, ¢(-,y) 2.2

Preuve. Soit yo € RZ. D’apres la formule de Taylor, pour tout h € R? on a

d
()0(1'7y0 + h) = ¢(I,y0) + Z ayg d)(x??yo)h’] + T(I,’y(),h)

j=1
avec
he [t
(03
r(zyoh) =2 E/ (1 =)0y ¢(x,yo + th)dt
la|=2 0
Par théoreme de dérivation sous le signe intégral, la fonction r est C> par
rapport & x et on a pour tout a € N? et pour |h| < 1

sup |05 (z,y0,h)| < C’|h|2 sup sup \3;"3590(:6,;/”. (2.15)
zeK zEK,yEB(yo,1) |B|<2

En particulier, x — r(z,yo,h) appartient & Z pour tout h et on a

d
(Tp(-y0 + )2 = (Tip(y0)) 2.2 + D W (T,0y,0(40)) 97,2

j=1
+{(T,r(.yo,h)) 21,2
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Comme T € 27, il existe C > 0 and m € N tels que

<T7,7’(.,y0,h)>@/’@ S CSllp sup |5§,‘T(x,y0,h)|
zeK |a|<m

et combiné avec (2.15), il vient
(T,r(-y0h) 9,9 < Cp)h?

pour une certaine constante ¢. On en déduit que

d
<T7¢('7y0 + h)>@’,@ = <T7(¢0('uy0)>@’,9 + Z hj <Taayj90('7y0)>@’,@
j=1

+O(Ih?)

Ceci prouve que application y — (T,¢(.,y)) o,o est dérivable de dérivée (T,0,¢(.,y)) 2, 2.
En itérant 'argument on obtient le résultat annoncé. (|

Théoréme 2.38 (Théoréme d’intégration sous le crochet) Soient T €
PD(RY) une distribution et ¢ € C°*(RY x RP). Alors

Ad<T7¢(~,y)>@f,@dy = <T,/s0(~7y)dy>@/,@

Preuve. On fait la démonstration dans le cas p = 1. On a supp ¢ C K X [-R,R]
pour un certain R > 0. On introduit une fonction x € C°(] — R,R|) telle que

/R (Ot = 1.

Alors, la fonction

b(ey) = oley) — x(v) / o(z,2)dz

R

est C*° a support compact et on voit facilement que
/ Y(z,y)dy = 0, Vo € R?
R
Par suite, la fonction (x,y) — ¥(z,y) définie par
Yy
U(z,y) :/ Y(x,2)dz
—o00

est aussi C* & support compact et on a bien sur 9,¥(z,y) = ¥ (z,y). On peut
donc appliquer le théoreme de dérivation sous le signe crochet. Il vient

On integre cette indentité entre sur R. II vient
R
[ @astands = [ @ty = TICR) - TR =0
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Or, on a

(T () = (Tplo) — x() /

R

o(.2)dz) = (Top()) — x()(T, / o(.2)d2)

R

En intégrant par rapport a y, il vient
0= [@atanay = [ @t — . [

[ .2 / x()dy
= /R<T7Lp(.,y)>dy— <T7/Rtp(-,2)d2>

ce qui prouve le résultat. O
On peut maintenant démontrer le résultat principal de cette section.

Théoréme 2.39 Soit T € £'(RY), alors F(T) € ' NC>® et on a
F(T)(€) = (2m)#(T.e™") g1 0
Preuve. Soit T € £'(R?) et soit
v(€) = (2m) " (Toe ™ )gs oo

Le théoréme de dérivation sous le crochet montre que v est C> sur R? et qu'il
existe m € N et C > 0 tels que

[0(€)] < C(€)™, € € RY

Par suite v € .7’/ (R9) et en appliquant le théoréme d’intégration sous le crochet,
pour tout ¢ € ./, on a

(00) 1.9 = (27)? / (e ") 0 ip(€)de
— (T,(2m)* / () dE) g = (TP .7

ce qui prouve que T = v. O
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Chapitre 3

Compléments sur les
espaces de Sobolev

3.1 Espaces de Sobolev sur R?

3.1.1 Généralités
Dans toute la suite, on notera (£) = (1 + |€]?)z.
Définition 3.1 Pour tout s € R, on définit l’espace de Sobolev d’indice s par
H*(R?) = {u € 7" (R), (§)°F(u) € L*(R)}

et
[ullzs = () F(w)]| 2

Exercice 3.2 (Inégalité de Peetre) Montrer que pour tout v € R il existe
C, > 0 tel que
(@ +y)” < Cula)” (y)”

pour tout x,y € R?,
Théoreme 3.3 Soit m € N, alors

H™R?Y) = {u € L*(RY), 0°u € L? V|a| < m}.
De plus |[ulpm est équivalente a3, <, [[0%ul| 2.

Preuve. Laissée en exercice. |

Exercice 3.4 Soit T € £'(R?). Montrer qu’il existe s € R tel que T € H*(RY).
Attention 'indice s dépend de T'!

Proposition 3.5 Soient s;t € R et o € R%. On a les propriétés suivantes:
1. Uinjection .7 (R?) — H*(RY) est dense.
2. H*(R?) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

o) = [ (@ F@)©F )
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3. H =12
4. s<t— H°CH'
5. 0%: H° — H* 1ol est continue.
Preuve. 1) Soit u € H*(R?) et soit v(£) = (£)*u(¢). Alors v € L2(R9). Or, on

sait que .7 est dense dans L?. Par suite, il existe une suite (1,,) de .7 telle que
n — v dans L2. On définit

on = F () "¢Yn)
On a ¢, € .% et
lon — ullgs = [{€)°F(on —u)llr2 = llvn — (§)*FulL2 = 0

quand n — 0.
2) 1l est clair que (.,.) g= est un produit scalaire. De plus, on a

<U,U>Hs = <]:U,]:U>L2(<§>25d§)

Supposons que (u,) est une suite de Cauchy dans H*. Alors (i) est de Cauchy
dans L2({£)2%d€) qui est complet. Par suite, (i,,) admet une limite v € L2((£)?d¢).
On pose u = F*v € .&'. Puisque Fu = v € L2({£)**d¢) alors v € H® et on a
bien u,, — u dans H*.

3) est évident.

4) est une conséquence immédiate de 'inégalité (£)* < (£)! valable pour tout
s <t.

5) Pour tout v € H* C %/, on a FO%u = (i§)* Fu. Par suite,

(€)1 Fo | < (€)°71Ng) | Ful < €| Ful.
On en déduit que 0%u € H*~1°l et que
1) 1 F o ull 2 < Jull -

ce qui prouve le résultat. (I

Théoréme 3.6 Soit s € R et soit T € (H*(R?))'. Alors

J(T): #(RY) — C
o= T(p)

définit un élément de 7' (RY). De plus J(T) € H*(R?) et Uapplication J :
(H®) — H™*° est une isométrie bijective.
Preuve. Soit T une forme linéaire continue sur H*. Pour tout u € H®, on a

T(w)| < Cllulla (3.1)

Par ailleurs, pour tout u € . (R%), on a u € H* et

lulls < llull?p. < /<§>—d—1<§>2'5'+d“|a<£>Pdfsc sup  sup |9%u|
|a|<|s|4+d+1 xR
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En combinant cette estimation avec (3.1), on obtient la continuité de T en tant
qu’opérateur de . dans R. Ceci montre que J(T') € .¥/. Montrons maintenant
que J(T) € H=*. D’aprés le théoréme de Riesz, il existe w € H*(R?) tel que

T(u) = (uwyys, Vu € H® (3.2)

et |T||(gsy = [|w| . Autrement dit

T(u) = [ i€)(e)* D@
Rd
Pour u € .7 (R?), cette identité se réécrit
T(u) = (F*((&)*0),u) 7.7
On a donc T = F*({£)%*w0) et par conséquent
()" F(T) = (&)*w-

Par définition, le membre de droite appartient & L? et par suite T € H~*. De
plus on déduit immédiatement de I'identité ci-dessus que

1Tl - = lJwl

ce qui fournit la conclusion. O

3.1.2 Espace de Sobolev et changement de variable

Théoréme 3.7 Soit 0 < s < 1. Il existe une constante Ay > 0 telle que pour
tout u € . (R?)

s\4 o~ —d—2s
1L+ 1€17) 2 @72 gy = 1ullZ2ga +As/ [u(w) = u(y)Ple -y~ > dady

De plus, cette quantité est équivalent a ||ul|%..

Preuve. Soit u € .7 (R9), on a
I:= / u(x) —u(y)?|lz —y|~ "> dedy = / u(z +y) —u(y)*le| "> dzdy

Par ailleurs, on voit facilement que pour tout = € R%, la transformée de Fourier
de y = u(z+y)—u(y) est & = (e —1)a(¢). En appliquant 1'égalité de Parseval,
il vient

/ fu(z + ) — u(y)Pdy = / €€ 12]a(e) e
et par suite

1= [[ 1 = 1Pla© Plaf 2 dode (3.3

Remarquons maintenant que la fonction

Go(€) = [ 1€~ 1Pfa] 4
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est bien définie car 0 < s < 1 et  +— €™ — 1 s’annule en 2 = 0. De plus, il est
clair que pour toute rotation Q, on a G(Q2¢) = G(§). Donc G(§) = T'(|¢|) pour
une certaine fonction I'. De plus, on voit facilement par changement de variable
que

L(A\t) = [N*T ().

et par conséquent I'(|¢]) = |£]?°T; avec A, = I'(1). En injectant cette informa-
tion dans (3.3), il vient

=4, / [a(6) €[> de

En ajoutant ||ul|2, = ||@]|3. & cette identité, on obtient le résultat annoncé.
L’équivalence avec ||ul|%. est laissée au lecteur. O

Théoréme 3.8 Soit s > 0 et soit m € N tel que m > s. On suppose que
0 : R — R? est un C™ difféomorphisme tel que

3C >0, sup sup |0%0] < C et sup sup 97607 < C
1<|a|<m zeR? |B|=1 z€R4

Alors, pour tout u € H*(RY), uo 0 € H*(R?)
lwo bl e < Cllullue (3.4)

pour une certaine constante C' > 0 indépendante de u.

Preuve. 11 suffit de démontrer que l’estimation (3.4) est satisfaite pour tout
u € C.(R?). Supposons en effet que c’est le cas et soit u € H*(R?) quelconque.
Il existe une suite (u,) d’éléments de C°(RY) telle que u,, — u dans H*. En
particulier, (u,) est de Cauchy dans H*® et grace a (3.4), la suite v, = uy 06 est
de Cauchy dans H*. Elle admet donc une limite v € H?. Par ailleurs, au sens
des distributions, on a v, = u, 08 — wo . On en déduit que v = u o 6. Donc
uwof € H® et en passant a la limite dans I'inégalité

[tn 0 0l < C"|lunl|are

on obtient (3.4) pour tout u € H®.
On montre maintenant (3.4) pour tout u € C2°(R?) dans le cas 0 < s < 1.
Si s = 0, le résultat découle directement d’un changement de variable.
On se place donc dans le cas 0 < s < 1.
D’apres le théoréeme 3.7, on a

10 01y = 10201y + As [ [ 1u(0()) = u(O)) Pl — o1~ dzdy
(3.5)

Il est clair que
1
HuoeHiz(Rd’) = ||UJ92 H%ﬁ(Rd/)

olt jg désigne le jacobien du changement de variable x — 6~!(z). Par hypothese,
il existe C' > 0 tel que suppa jg(x) < C. Par suite

[luzg o 6‘”iz(Rd’) < CHuQHiz(Rd/) (3.6)
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Il reste donc & examiner le second terme du membre de droite de (3.5). A
nouveau, on effectue le changement de variables (x,y) = (6(z'),0(y")). Il vient

Ii= [ [ 1u0() = w0@)Ple ol -*~>dady
:/ Ju(a’) — u(y)*0(z") = 0(y") |~ o (a")do(y)da' dy’
Or, il existe des constantes C7,Cy > 0 telles que pour tout x,y € supp(usz) on a

jo(x) < Cy et [0(z) — 0(y)| = Caolx -y

ol la seconde estimation vient du théoreme des accroissements finis pour 1.
On en déduit que

12 [[ o) = )Pl =y > ao'ay
En combinant cette estimation avec (3.5) et (3.6), on obtient
||u00Hi[s(Rd/) < OHUH?{s(Rd/) (3'7)

Cela montre que v o 6 € H® ainsi que I’estimation souhaitée. O

3.1.3 Espaces de Sobolev sur une hypersurface

Définition 3.9 Soit ¥ un sous ensemble de R?. On dit que X est une hyper-
surface réguliére si ¥ est partout localement difféomorphe ¢ R, i.e. pour tout
o € RY, il existe un voisinage ouvert V de xo et un C®- difféomorphisme
k:V = V' tel que s(VNE) =V Nn{xy =0}. Le couple (V,x) s’appelle une
carte de Uhypersurface 3.

Proposition 3.10 Soit ¥ C R? une hypersurface réguli¢re et compacte. Alors,
il existe une famille finie de cartes (Vj,nj)j:l,mJ telle que les V; recouvrent 3.
Une telle famille s’appelle un atlas de 3.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du Théoreme de Borel-Lebesgue. O

Définition 3.11 Soit s > 0. L’espace de Sobolev H*(X) est ’espace des fonc-
tions u € L%(X) telles que pour toute carte (V,k) et pour tout x € CZ(RY) la
fonction (xu) o k™! appartient a H*(RI™1).

Proposition 3.12 La définition précédente ne dépend pas du choix de [’atlas
pour 3.

On fait la preuve dans le cas 0 < s < 1.

Supposons que (Vi,k1) et (Va,k2) sont deux cartes telles que V3 N Vy # 0
et soit x € C°(Vi NVa). Pour j = 1,2, on note u; = (xu) o "5]‘_1- On a donc
up = ug 00 avec = ko o /sfl. On doit montrer que

U € HS(Rdil) — U] € HS(Rdil)
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Notons d' = d — 1.
Comme u est & support compact et que 6 est un C! difféomorphisme, il exists
C > 0 tel que
sup sup (|0%0] + (02671 < C.
|a|=1 z€supp(u)

On peut donc appliquer le Théoreme 3.8. On en déduit que u; € H® et que
willgs < Cllual|m-- (3.8)

O

Définition 3.13 Soit s > 0 Soit (V},k;) un atlas de ¥ et (x;) une famille de
fonctions régulieres telles que supp(x;) C Vj et 32, ; Jx; =1 au voisinage de
3. Pour tout uw € H*(X), on définit

J
2 —1)2
[ullFre oy = D 10w) © 85 M I3e s
j=1
Proposition 3.14 Si l’on se donne deuz atlas différents sur X, les normes H?
correspondantes sont équivalentes.

Preuve. Cest une conséquence immédiate de (3.8). O

3.1.4 Théoremes d’injection

Définissons I'espace des fonctions C* bornées ainsi que leurs dérivées par
CERY) = {u € Cf(RY), V]a| <k, 0%u € L™=}

muni de la norme

luller = sup |07 ull Lo
lo] <k

Théoréme 3.15 (Injection de Sobolev) Soit s > %—i—k, alors on a linjection
continue
H*(RY) — CF(R?)

Preuve. On commence par démontrer le résultat pour k£ = 0. Soit s > %. On a

w(x) = F* Fu(z) = (2m) "2 / e (€)de.

On applique le théoréme de continuité de Lebesgue a la fonction (z,£) +—
f(x,£) = e™eq(€). Tl est clair que f est continue dans la variable x. Par ailleurs,

on a |f(z,£)| < g(§) = |a(§)] et
9(§) = (&) °(&)"a(s)]
appartient & L'(R%). En effet, comme s > %, &+ (€)% appartient & L? et par

définition de H*, la fonction & — (£)%0(€) appartient aussi & L2. L’inégalité de
Cauchy-Schwarz montre alors que g € L?.
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On peut donc appliquer le théoreme de continuité de Lebesgue qui prouve
que la fonction u est continue. De plus, on a

Jua)] < (2m) 72 [1(6) |2 lull e

ce qui prouve que u est bornée et que l'injection H*(R?) < CF(R?) est continue.

Supposons maintenant que k € N est quelconque et que s > k + %. Soit
u € H*, alors pour tout o € N%, on a 9u € H*~lol ¢ H5=F et comme s—k > %,
on déduit du cas k = 0 que 0%u € CE(Rd) ce qui permet de conclure. (]

Pour tout R > 0 et s € R, on définit ’espace
H{(RY) = {u € H*(R?), supp(u) C B(0,R)}

Rappelons quelques éléments sur les opérateurs compacts.

Définition 3.16 Un opérateur linéaire continu T entre deux espaces de Banach
E et F est compact si T(Bg(0,1)) est relativement compact dans F'.

Proposition 3.17 Soit T : E — F un opérateur linéaire continu, alors T est
compact si et seulement si pour toute suite (u,) convergeant faiblement vers 0

il existe une extraction ¢ : N — N telle que la suite (Tuy(,)) converge vers 0
dans F'.

Théoréme 3.18 (Théoréme de compacité de Rellich) Pour tout t < s,
Uingection de H3, dans HY est compacte.

Preuve. On donne la preuve dans le cas t = 0, s = 1. 1l s’agit de montrer que
pour toute suite (u,) de Hp convergeant faiblement vers 0 dans H', il existe
une extraction ny, telle que (u,, ) converge vers 0 dans L?. On se donne une telle
suite (u,) et on fixe € > 0. Comme (u,,) est faiblement convergente dans H?,
elle est bornée H'. Il existe donc Cy > 0 tel que

Vn €N, |[upllm < Co.
Pour tout M > 0 on a une décomposition
i, = Wgjns o + Wgpzar = vy + vy

On a

o2, = / Wig o |itn 2dE = / g o () 2 |(€) i [2d

On peut donc choisir M > 0 assez grand pour que
Vn €N, |lvf|2, < €2

Il reste donc & montrer que M étant fixé comme ci-dessus, on a vL — 0 dans
L?. On remarque que puisque supp(u,,) C {|z| < R} alors

0B (&) = Wejens i = (27) 7% 11\5\<M/X($)€_”5un(9€)d$
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pour toute fonction y € C°(R?) égale & 1 sur B(0,R). Par suite

vE(€) = 2m)7F Wgyenr (un,x(x)e ) 12

et comme (u,) tend faiblement vers 0, on en déduit que pour tout &, vZ (&) — 0.
Par ailleurs, on a

lor ()] < Cligjns unllz2ix(@)] 2 < CCoR Wig s

qui est L? et indépendante de n. Le théoréme de convergence dominée montre
donc que |[vE| g2 — 0. O

Exercice 3.19 Démontrer le résultat précédant pour t < s quelconques.

3.1.5 Opérateurs de trace

On va maintenant montrer comment restreindre les fonctions de H?® a des
sous-espaces.
Théoréme 3.20 (Théoréme de trace) Soit xg € R et soit

Vao : (R x RY) — . (R?)
¢+ p(xo,")

Pour tout s > %, lopérateur v se prolonge en une application linéaire continue
de H*(R*) dans H*~2(RY).

Preuve. On peut supposer sans perte de généralité que o = 0. On notera F
la transformée de Fourier sur R¥*!, F,  la transformée de Fourier partielle dans

la variable x1 € R et F,. la transformée de Fourier partielle dans la variable
2’ € R%. Pour u € .7 (R¥1) on a

You(x') = o (F*Fu)(x') = F* Fu(0,2")
(277)_%/ ¢t Fu(&,¢)dgrdg’
Rd+1
On va montrer que cette derniére expression est bien définie pour u €

H*(R1) et appartient & H*~ = (R%). On le fait d’abord pour u € .7 (R%1).
On remarque que d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

Fo o ©F = 52| [ @11 Futer &)dsa |

< %( / <£>*25d&) ([o*1Fueerras)

Or en effectuant le changement de variable & = (&), il vient

—2s 70 _ 1 [ s
foom = [ g = [, G o =€)

avec C' = [, (m)"?*dn < oo car s > 3. On en déduit que
P < ) [ (@ 1Fu(ere) P
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et par suite

00l oy = (€0 T o0 (€
<c [ [eriruaeraad
R JR
< Clul ?{S(R‘Hl)
Ceci montre que pour tout s > %, I'application vy : (R |||l g:) —
(Hs_% (R),||-|l .,._1) est continue. Comme .7 est dense dans H*, elle se prolonge

H*"3
de maniére unique en une application continue de H*(R4t1) dans H*~2 (R%). O

Théoréme 3.21 Soit s > 3. Lapplication v : H5(R¥') — H*"3(R?) est
surjective.

Preuve. Soit x € C2°(R) une fonction égale & 1 pres de 0. Soit § € H*~2(R%)
quelconque. On définit

u(wr,a’) = Fér o (0 )X (E)21))
olt B(¢') = Furer0(€"). Comme x(0) = 1, alors
u(0.a') = Ffr(0(¢) = 6(a').

Montrons maintenant que u appartient bien & H*(R?*!). Par définition, on a

Fule) = 5= [ e (€)dnd(€)

1

Par suite,

[l

Yo = 25| Fu(€)]2d
e = [P IFuRa:

_ 25 /¢ I\ =20 fl
= [ e

— N=21)( ¢ |2 25| 61 2 /
= [ e er( [ @ Pda)de

En effectuant le changement de variable & = (¢/)n;, on a

25A§712 _ J¢n\2s+1 2\s7 2 _ 2541
/R<s> )P = (€ /Rum) (m)Pdn = CEY+

avec 0 < C < oo. Par suite

lully. =€ [ (€17 T10E)PdE = Ol

)[216(¢')[*de

ce qui acheve la preuve. O
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3.2 Espaces de Sobolev sur un ouvert de R?

3.2.1 Généralités

On suppose dans cette section que € est un ouvert de R%.
Définition 3.22 Soit k € N. On définit l’espace de Sobolev H*(Q) par

H*(Q) = {u € L*(Q), V|a| <k, 0%u € L*(Q)}

ot les dérivées 0% sont a prendre au sens des distributions.
Dans toute la suite, on notera (.,.)72 le produit scalaire usuel sur L?(2).
Proposition 3.23 Soit k € N. On définit sur H*

(u0)gr = Z (0%u,0%v) 2.

la| <k

Ceci définit un produit scalaire sur H*(Q). On note ||.|| g+ la norme associée.
Alors (H® ||| g+) est un espace de Hilbert.

Remarque 3.24 SiQ = R? alors la norme H* ci-dessus est équivalente a celle
définie par la transformée de Fourier.

Définition 3.25 Soit Q un ouvert de RY. On définit lespace H(Q)) comme
Uadhérence de C°(§)) dans H'.

3.2.2 Opérateurs de trace et de prolongement

Théoréme 3.26 Soit Q un ouvert de classe C' de RY. Alors, il existe un
opérateur linéaire continu P : H'(Q) — HY(R?) tel que Pu(z) = u(z) pour
presque tout x € ().

Preuve. On donne la démonstration dans le cas @ = RL = {(z;,2/) € R x
R4~ 21 > 0}. On se donne une fonction x € C°(R) égale a 1 prés de 0 et
supportée dans [—1,1]. On définit la symétrie o : {z; < 0} — {z1 > 0} par
o(z1,2') = (—21,2'). Pour u € H*(R%), on définit u* par

wiN u(z) si g >0
wi(z) = { (xu)(ox) sizy <0

Comme u € H'(RY) C L*(R?%) alors u* est bien définie comme élément de
L?(R4). On va montrer que u* € H*(R?). Pour cela, on montre que pour tout
i=1,...,d,0;,u € L?*(Q). On commence par montrer que pour tout i = 2, ...,d,
on a

(3.9)

Op,u(x) sixy >0

X0, u)(ox) si 2y <0 (3.10)

Oy, u™ () = { (

On aura besoin d’une fonction de troncature n € C*°(R) croissante telle que
n(t) =0sit < letn(t) =1sit> 2. On sedonne une fonction test p € C>°(R%).
Pour tout i =2,....,d, on a

(w* D)1z = / ()i + / () @)deoa)da

_ / @) 0ip(@) + xX(@)0i(p 0 0)(w))do

= / . u(x)0i(p + x(z)p o o)(x)dr
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car x ne dépend que de z1. On note ¥(x) = p(z) + x(x)p o o(z). Par une
application directe du théoréme de convergence dominée, on en déduit que

(u*,0;0) 2 = lim Nk (z1)u(z)0(x)de.
k—o0 £1>0

avec 1, (1) = n(kz1). Comme la fonction 1 ne dépend pas des variables z;,i > 2,
on a lidentité n;0;1p = 9;(nx1)). Par ailleurs, par définition de 7, la fonction ¢, =
Nk appartient a C2° (Ri) (ce qui n’est pas le cas de ¥ et explique I'introduction
de ). On peut donc intégrer par parties avec u € H'(R%). On en déduit que
pour tout £ > 1

(u",0;p)r2 = — lim Mk (21)diu(x) (x)de

k—oco £1>0

T / =0 dyu(z)(p(x) + x(z)p 0 o(x))dx

- /zl>o diu(x)p(x)dx —/ (xOiu)(ox)p(x)dr

x1<0

ce qui prouve (3.10).
On calcule maintenant 0;u. On va montrer que

O u(z) sizy >0

Oz, u*(z) = { _(Xaanu) 0-133) — (X'u)(ox) sixzy <0

(3.11)

En travaillant comme précédemment, et en remarquant que pour toute fonction
réguliere on a 1(f o o) = —(01f) o o, on montre facilement que pour tout
0 €CX(RY), on a

(u*,010) 2 = / u(z) (0l — dxpoo)(z)de

x1>0

avec § = ¢ — x(po o). En introduisant la suite (1) comme précédemment, on a

/>0 u(x)016(z)dr = lim k(1) u(x)010(x)dx

k— o0 £1>0

Or, on a 73010 = 01 (nk0) — n;,0. Par suite

/Il>0 e (x1)u(x)00(x)de = — /Il>0 ou(z)ng(z1)0(x)dx — / w(z)n (z)0(x)dz

x1>0

= A, + By

On montre comme précédemment que

klggo Ay = /xl>0 81u(x)<p(x)dx+/Il<0()(81u)(crx)g0(:c)dz.

Il reste donc a montrer que limy_, ., Br = 0. On commence par remarquer que

By = / w(z)0(x)kn' (kxy)dw.
0<w1<%
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Par ailleurs, comme 6 € C2° s’annule sur x; = 0, la formule de Taylor avec reste
integral montre qu’il existe une fonction ¢ € C>(R?) telle que supp ¢ C {|z’| <
R} pour un certain R > 0 et 6(z) = z1¢(z). On en déduit

sup [u(2)0(x)kn’ (kx1)| < 2sup || sup|¢] = M < oo
0<z1<2 R R

Par suite
By < M/ lu(z)|dz < MV2k~=ullz — 0
0<I1<%

quand k — oo. Ceci acheve la preuve dans le cas 2 = Ri.

Pour traiter le cas général, il faut faire une partition de I'unité autour du
bord et redresser le bord localement en un demi-espace. On se rameéne ainsi au
cas de R%. On renvoie aux livres [?], [?] pour les détails. O

Remarque 3.27 Dans le cas 2 = R‘fl, lopérateur P construit précédemment
commute avec &Uj pour tout j > 2.

Définition 3.28 Soit Q) un ouvert borné de R?.

— Pour tout k € N, on note Rq : H*(R?) — H*(Q) lopérateur de restriction
a Q: RQU = ’Ul‘aﬂ.

~ On note C=(Q) l’espace vectoriel des fonctions u de la forme u = Rqep
avec p € C°(R?).

Proposition 3.29 Pour tout k € N, Rg : H¥(R?) — H*(Q) est continu et
| Rall mr ray— (o) < 1.

Preuve. Pour tout o € N, on a
[0%ullr2(0) < [|0%ul| L2 (Ra)

O

Proposition 3.30 Soit Q un ouvert borné de R? de classe C1. L’espace C*°(9)
est dense dans H'(Q).

Preuve. Soit u € H'(Q) et soit € > 0. On se donne P : H*(Q) — H'(R?) un
opérateur de prolongement. Comme C3°(R9) est dense dans H'(R?), il existe

¢ € C(RY) tel que ||[Pu— |z < €. On pose 1) = Roe. Par définition 1 €
C*>®(Q) et en outre

lu =Yl @) < 1Py = @llg e <€

ce qui prouve le résultat. O

Théoreme 3.31 Soient m € N* et soit  un ouvert borné de classe C™ de
. . . 1

R®. Il existe un opérateur continu ~o : H™(Q) — H™2(09) tel que pour tout

u € C*(Q), 1ou = upq-
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Preuve. On traite le cas Q = R%. Soit
70 s HM(RM) = H™ 3 (RY)
Popérateur de trace définit par le théoreme 3.20 et soit
P:H™REY) — H™(RI)

un opérateur de prolongement défini par le théoréeme 3.26. Alors v = y9o P a
les propriétés requises. O

Théoréme 3.32 Soit 2 un ouvert de classe C* de RY et soit u € HY(Q). Alors
u € HY(Q) si et seulement si vo(u) = 0.

3.2.3 Inégalités fonctionnelles

Théoréme 3.33 (Théoréme de Rellich) Soit Q un ouvert borné de RY de
classe C. Alors, Uinjection H*(2) — L?(Q) est compacte.

Preuve. Soit (u,) une suite bornée de H'(2) et soit v, = Pu, ol P est un
opérateur de prolongement. Quitte & multiplier par une fonction y € C°(R9)
égale & 1 sur Q, on peut supposer qu’il existe R > 0 tel que supp(v,,) C B(0,R).
Par suite, (v,,) est bornée dans Hx(R?). On peut donc appliquer le théoreme
de Rellich sur R?. 11 existe une extraction ¢ : N = N telle que Vgp(n) — v dans
L? quand n — oo. Par suite

[tp(ny — Ravllrz) < 1vpm) — vllzz@) — 0
quand n — oo. O

Théoréme 3.34 (Inégalité de Poincaré) Soit Q) un ouvert borné de R?, alors
il existe C > 0 tel que

Vi € Hi(9), /Q fR<C /Q VI

Preuve. Les deux termes de I'inégalité étant continus pour la norme H', il suffit
de démontrer cette inégalité sur C2°(£2) qui est dense dans Hg(£2). Puisque Q
est borné, quitte & effectuer une rotation, on peut supposer que Q C {|z1| < R}
pour un certain R > 0. Comme u € C°(12) alors

u(m):/ Oy u(t,x’)dt
-R

ou x = (z1,2'). En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

R
|0y ult,a")|?dt
R

(@) < (21 + R) /

et par suite

R
/|u(m)|2dx§/ / (71 +R)/ |0, u(t,x)|*dtda da’
Q z’€R?® J 1 €[—R,R] -R

< (/ﬂﬁle[—R,R](xl +R)d$1) (/QC/ER(! /_I; |8ﬂc1u(t7$/)|2dtdx')

< 232/ 100, () 2de < 2R2| V|2
Q
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ce qui prouve le résultat avec C' = v/2R. ]

3.2.4 Application au probleme de Dirichlet
Définition 3.35 On note H=1(Q) le dual topologique de HE ().

Théoréme 3.36 Soit Q un ouvert de R:. Pour tout f € H=Y(Q) et pour tout
X € RY, il existe un unique u € H} () solution de

—Au+ M= f dans 9'(Q).
De plus, si ) est borné le résultat est encore valable avec X = 0.

Preuve. On cherche u € H} () telle que pour tout ¢ € C°(£2)

(—Au+ I u,p) g9 = (f9) 9.2

Compte tenu de I'injection dense C°(Q) C H} (), ceci équivaut a
(Vu,Vo)r2 + Mu,p) 2 = (f,0) -1, 12
Supposons d’abord que A > 0. On vérifie aisément que
(u,0)x = (Vu, Vo) 2 + A(u,v) 2

définit un produit scalaire sur Hg () et que la norme est équivalente & la
norme usuelle. Par suite, (H}(€2),(.,.)») est un espace de Hilbert et I’application
v = (f,v>H_17H8 est continue pour la norme induite par (.,.)». On peut donc
appliquer le théoréme de Riesz qui prouve qu’il existe un unique u € H} () tel
que

(Vu,Vo) 2 + Muv) e = (f0) g1

pour tout v € Hg(£2). Ceci prouve le Théoréme lorsque A > 0. Si  est borné,
on peut a nouveau utiliser le théoréeme de Riesz avec le produit scalaire

(w0) gy = (Vu,Vo) e

D’apres 'inégalité de Poincaré, c’est bien un produit scalaire et la norme qu’il
définit est équivalente & ||.||z1. Cela suffit pour conclure. O
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Chapitre 4

Résolution de problemes
d’évolution par
transformation de Fourier

4.1 Problématique générale

On se donne un opérateur différentiel & coefficients constants sur R x R?

P(01,0:) = Y Ax(02)0f (4.1)

k=0

ol
A(02) = Y ar.adf

finie
avec ay o = cte € C. On se donne des fonctions f,uq,...,um—1 et on cherche
une fonction (¢,z) — u(t,z) solution de

u(0,2) = up(x),...,0" ' u(0,2) = tp_1(z) ’

Ce probleme, s’appelle probleme de Cauchy pour ’équation P(0;,0,)u = f. La
stratégie générale consiste a faire une transformation de Fourier partielle dans
la variable x pour se ramener & 1’étude d’une famille I’EDO. Notons F,_,¢ f(t,£)
la transformée de Fourier partielle dans la variable x. Pour des fonctions f €
S (R x R?), cela signifie

Froe (1.6) = (2m) 2 / e f () da
Rd
Alors, pout tout k=0,...,m, on a

En notant 4(t,§) = Fume(f)(2,6), le probleme (4.2) devient

P(0yi&)u = f
{ @(0,€) = tp(€), ..., 0" u(0,8) = tpm_1(€) (4.3)
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On est donc ramené & une famille ’EDO (dépendant du parameétre £). Supposons
qu’on sait résoudre (4.3) pour tout & et que la fonction (¢,£) — 9(¢,€) solution
est dans un bon espace. Alors u(t,x) = F*v(t,x) sera solution de (4.2).

On va maintenant écrire les choses de maniere plus rigoureuse.

4.2 Fonctions du temps a valeurs dans des es-
paces de Sobolev

Dans cette section, on note pour tout s € R, X, = H*(R?) que I’on munit de
sa norme usuelle. On note Q =]0,T[NRY et pour tout v € C¥([0,T],Xs) , T > 0
on définit T;, € 2'(2) par

T
(o). = / (ults)plt,)) 7.t (4.4)

Proposition 4.1 Pour tout u € C*([0,T],H*(R%)), on a T, € 2'(Q). De plus
Uapplication linéaire u — Ty, est injective.

Preuve. Vérifions que la formule ci-dessous définit bien un élément de 2'(12).
Soit ¢ € C°(2) et soit K uyn compact de ]0,7[xR? tel que sup(yp) C K. Pour
tout ¢ €]0,T[, on a p(t,.) € H*(RY) et il existe C' > 0 tel que

vt 6]07T[a ||<p(ta)||H*5 < Cp\s|,K(<p)

ou pi, i désigne la seminorme py i (¢) = sup,ex{|05p(t,2)], (t,x) € Q, |af < k}.
De plus, il existe un compact K’ C R tel que Vt € R\ K’, ¢(t,.) = 0. Par suite,
pour tout ¢t €]0,T[, on a

|<u(t,.),<p(t,.)>@/,@| = |<u(t7')ﬂ90(t7~)>H5,H—5 < tseu}?/ Hu(tﬂ')HHSH‘p(tw)”H‘s

Comume, t — u(t,.) est continue a support compact, il existe C' > 0 tel que

T
[ttt )ipte) o o] < CLE I o)

ou |K’| désigne la longueur de K’. Ceci montre que (4.4) définit bien une dis-

tribution.

Montrons u +— T, est injective. Supposons que T,, = 0 et prenons ¢ € Z(Q)
de la forme ¢(t,z) = 0(t)y(z). Alors

T
0= [ o0t e g

Comme ceci est vrai pour toute fonction 6 € 2(]0,T7), on en déduit que pour
tout ¢t €]0,T], on a (u(t,.)¥) o9 = 0 et par suite u(t,.) = 0. O

Proposition 4.2 Supposons que u € C1([0,T],H®) alors pour tout a € N¢, on
a ((jgjﬂu = Tagu et atﬂt = Tatu-
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Preuve. Commencons par calculer 937,,. Pour tout ¢ € 2(2), on a

T
(0°To0) = (—1)°I(T, 92¢) = (~1)e / (u(t,) D2 0(t,)) o gt

0
T
:/ <a§u(t7.),<p(t,.)>@/’@dt= <T8gu790>
0

ce qui prouve la premiere identité.
Calculons maintenant 0,T,. Soit ¢ € 2(). La fonction ¢t — w(t) =
(u(t,.),p(t,.) =, mr—= est dérivable et

dw

P (Opu(t,.) o(ts) s - + (u(t,.),000(t,.) s mr—s

De plus, comme w est a support compact, alors

T dw T T
0:/ Edt:/ <atu(t,.),<p(t,.>Hs,Hfsdt+/ (u(t,. ) Dep(t,.) o -t
0 0 0

On en déduit immédiatement

<T0tu7<P>@’,@ = —<Tu75t80>@',@

ce qui prouve le résultat. O

Corollaire 4.3 Soit P(x,0,) un opérateur différentiel linéaire d’ordre m € N
et supposons que u € C*([0,T],L2(R?)) N C([0,T],H™(R%)) vérifie

Owu = P(x,0,)u.
Alors, T, est solution de 8;T + P(x,0,)T dans 2'(R41).

Remarque 4.4 Posons Y, = L*(R%,(¢£)?*d¢) = F(H*(R?)). En travaillant
comme ci-dessus, on montre que l’on peut définir T,, pour u € C([0,T],Ys) avec
des propriétés identiques aux précédentes.

Définition 4.5 Soit u € C([0,T[,H®), on définit la transformée de Fourier par-
tielle dans la variable x

Faef(8:6) = F(ult,))(€)

ot pour tout t, la transformée de Fourier de u(t,.) est bien définie car u(t,.) €
H® C 7' (R%).
Proposition 4.6 L’application F,_.¢ est une isométrie de C([0,T],X;) surC([0,T],Y5).
De plus, siu € C*([0,T],Xs) pour un certain k > 1, alors Fy¢f € C*([0,T),Y5)
et
fxeg(aff) = 8ffw—>£f

Proposition 4.7 Soit u : R x R* — C une fonction mesurable et soient k € N*
et a < b deux réels. On suppose que

— il existe un ensemble négligeable N tel que pour tout x € RA\N, la fonction
t > u(t,x) est C*
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— 4l existe g € Yy tel que pour tout 0 < j <k,

sup |du(t,.)| < g.
t€la,b]

Alors u € C*([a,b],Y5).

Preuve. On procede par récurrence sur k. Supposons que k = 0. On veut montrer
que t — u(t,.) est continue de [a,b] dans R. On se donne ¢y € [a,b]. Pour tout
t€lab],ona

Jut) = u(to)F, = [ ) = ultoa) Pla) .
D’apres les hypothese, la fonction h(t,z) := |u(t,z) — u(te,z)|?(x)?* vérifie

- limgy, h(t,2) =0

-Vt € [a,b], |h(t,z)] < g(z)?(x)?® € L .
On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée. On en déduit que
[[u(t) — u(to)l3, tend vers 0 quand ¢ — to.

Supposons maintenant la propriété vraie au rang k. Soit A > 0. Pour tout
r€RY\ N, ona

1
OFu(t + hya) — OFu(t,x) = h/ OFLu(t 4+ hrx)dr.
0

On note wy,(t,x) = +(Ofu(t + h,x) — Ofu(t,x)) — OFtlu(t,x). Pour t €]a,b| fixé,
on a

[[wn (t)]

1

%’5 :/ |/ 8f+1u(t+h7'7x) —8f+1u(t,m)dr|2<x>28dx
Re JO
1

S/ / |0 u(t + hr,a) — OF Plu(t,x)*(x) > drda
R Jo

Soit 4 (t,x) = O tu(t + hrx) — OF T tu(tx) alors limy o7 (t,x) = 0 pour
presque tout x. De plus pour h assez petit t + h7 € [a,b] et par suite

()] < 2sup |Oyu(r,.)| < 2g € Y,

[a,b]

On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée comme précédemment.
On en déduit que

lwn (D)1, — 0

quand h — 0. Cela montre que u est k + 1 fois dérivable par rapport a t.
Montrons maintenant que ’application t — 8f+1u est continue de R dans
Y;. Soit ¢y € R et soient a < tg < b. Pour tout ¢ € [a,b], notons

r(t,x) = 0F T u(t,z) — OF  u(to,x).

Alors
()]

8 = [P

Par hypothese, on a
— r(t,x) — 0 quand ¢t — to pour presque tout x € R®
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— pour tout t € [a,b] et x € RY,

|r(t,z)| <2 sup |8f+1u(s,m)| <29€Y;
s€la,b]

On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée, qui montre immédiatement
que [|7(t,.)[[3. — 0 quand t — to. -

4.3 L’équation de la chaleur

On considere I’équation de la chaleur sur R?

(0 —Aju=f
{ u(0.2) = uo(z) (4.5)

ou A = Z;‘l=1 6%_7, est Popérateur de Laplace. Dans cette équation, u(t,z) désigne
la température au temps ¢ au point z. La fonction ug est la distribution de
température initiale et f désigne l'apport de chaleur au cours de I’évolution.

4.3.1 Probleme homogene

Dans cette section on suppose que f = 0. On considere donc le probleme de
Cauchy homogene

u(0,2) = up(x)
Théoréme 4.8 Soient s € R et ug € H*(RY). Le probléme de Cauchy (4.6)
admet une unique solution u € C([0, + oo[,H*) N C*([0, + oo, H*~2).

Preuve. Supposons que u € C([0, + oo[,H®) N CL([0, + oo[,H*~2) est solution de
(4.6) et notons u(t,&) Fyoeu(t,£). Alors, @ est solution de

a(0.6) = ito(€) (4.7)

On integre facilement cette EDO, il vient

{ (0 + [€)a(t,g) =0, VE>0

) = ag(€)e e (4.8)

En particulier, si ug = 0, alors 4 = 0 et par conséquent v = 0 ce qui prouve
l'unicité de la solution. De plus, (4.8) suggere de poser

ultr) = Fip (e (€)= (2m) 7 / e ag(©)dg (4.9)

Rappelons que F réalise une isométrie entre H® et Y, = L?(R? (£)2%d¢). Par
suite, la fonction u définie par (4.9) appartient & C([0, + oo[,H®) N C([0, +
oo[,H*~2) si et seulement si la fonction

v (6E) > e ag(9)

appartient a C([0, + oo[,Y5) N CL([0, + oo[,Ys_2).
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Commencons par la continuité. Soit 3 > 0. On applique la Proposition 4.7
a la fonction v avec k = 0, a = 0 et b > 0 quelconque. Comme 4y € Yo alors
@i est finie presque partout. Par suite, la fonction t — v(t,£) = e_t|5|2120(§) est
continue pour presque toute valeur de £. Par ailleurs, on a

sup [v(t,€)| < | (§)] € Vs.
t>0

Les hypotheses de la Proposition 4.7 sont donc satisfaites avec g(&) = |to(§)].
On en déduit que v € C([0,],Y;) pour tout b > 0. Par suite u € C([0,00[,Y5).
Montrons maintenant que v € C*([0, + oo[,Y;_2). On va appliquer & nouveau
la Proposition 4.7 avec k = 1, a = 0 et b > 0 quelconque. Pour tout presque tout
¢ € R4 on a |1(€)| < oo. Par suite, pour presque tout &, la fonction ¢ +— v(¢,£)
est de classe C! et
v = —[¢[?e g (6)

De plus, en posant g(&) = |[?|dg|, on a g € Ys_o et

sup |0pv| < [¢%]dio] = g.
t€la,b]

On peut donc appliquer a nouveau la Proposition 4.7 et on en déduit qu'on a

bien v € C1([0, + 0o[,Ys—2).
11 reste & montrer que u est solution de (4.6). On a

atu = at}"g:z” = fgﬁz(atv) = fgﬁﬂﬂ(K‘QU) = Au

et u(0,2) = F¢_, G0 = uo(x). Ceci achéve la démonstration. O

Notation 4.9 Pour tout ug € H*(R?), on note e!®uq la solution u du probléme
homogeéne

Théoréme 4.10 Soient s € R et ug € H*(R?). Lunique solution u = e'®ug
de Uéquation de la chaleur (4.6) posséde les propriétés suivantes:

1. pour tout a >0, u € Cg°(Ja, + co[xR?)

2. pour tout a > 0, u € NEC®(Ja, + oo ,H*(R?))

3. dans les espaces précédents, u dépend continiiment de ug.

4. pour tout a € N x N ||0%u||p2qp~ — 0 quand t — +oo0.

Preuve.
|
Proposition 4.11 Supposons que ug € L*(R?), alors
ug(tia) = (trt) [ eI 0 g)dy.
Rd

De plus, on a les estimations suivantes:

1. pour toutt >0

/ u(t,x)de = / uo(x)dz.
Rd Rd
2. Ju(t, )l < lluoll L
a

3. Nlu(t, )l < (4mt) ™2 [JuollLr

Preuve. Tout est quasiment immédiat en utilisant le théoréeme de Fubini. O
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4.3.2 Probleme inhomogene

On traite dans cette section le cas ol le second membre f de (4.5) n’est pas
nécessairement nul.

Théoréme 4.12 Soit s € R et soient ug € H® et f € C([0,T[,H®). Alors la
fonction

t
u(t) = e'®ug +/ =92 f(s,)ds
0

appartient a C([0,+o0o[,H*)NC([0,4 co[,H*2). De plus, u est l'unique solution
de (4.5) dans cet espace.

Preuve. 11 est clair que le terme t — e*®ug a les propriétés requises. On peut

donc supposer que ug = 0. Considérons la fonction

v(Tt,.) = /OT =2 f(s,.)ds.

D’apres le théoreme fondamental de I’analyse, la fonction v est C' dans la va-
riable 7 et
Orv(rit,) = "R f(7,)

Par ailleurs une preuve classique de dérivation sous le signe intégral montre que
v est aussi C! par rapport a t et que

ov(rit,.) = / (=R f(s,))ds = / Ae=98 1 (s )ds = Av(T,t,.)
0 0
En combinant ces deux formules, il vient
du(t) = Op(v(t,t)) = ePD2F(1,.) + Av(tt,.) = f + Au(t)

ce qui prouve le résultat. O

4.4 L’équation des ondes

On considere ’équation modélisant la propagation d’ondes acoustiques dans
un milieu homogene

(02 — 2A)u = 0 dans 2'(R x R?)
u(0,x) = ug(x) (4.10)
Ou(0,z) = up ()

ou ¢ > 0 est la vitesse de propagation du milieu.

4.4.1 Résolution en dimension 1 d’espace

Dans cette partie, on suppose que d = 1.

Théoréme 4.13 Soient ug € C*(R) et uy € C*(R). Alors le probleme (5.13)
posséde une unique solution u € C2(R?). De plus, u est donnée par la formule

1 xz+ct
u(t,x) = 5(“0(55 +ct) 4 ug(x — ct)) + % / uy(y)dy.
r—ct
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Preuve. Supposons que u € C2(R?) est solution de (5.13). Considérons la fonc-
tion v(t,x) = u(z — t,e(x + t)). Alors

O = (cOpu — Ou)(x — t,e(x + 1))

donc
0,040 = (20%u — O2u)(x — tye(x + 1)) =0

On en déduit que qu’il existe des fonctions ¢, € C3(R) telles que

v(tx) = §(t) + P(x)

Comme u(t,z) = v(%5%,2<L) ) on en déduit que
., x—ct -, x+ct
ulta) = 3 )+ D) = pla —et) + 0l + et

avec o(s) = P(s/2¢) et Y(s) = 1b(s/2¢). On déduit ensuite des conditions ini-
tiales que

{ uo(z) = p(x) + () (4.11)

On déduit
{ ,(/}/ — %Ul + %Ué)
¢ = 3uj— zcu
On integre ces équations a vue. On en déduit qu’il existe des constantes «,8 € R
telles que
{ () = Juo(@) + 52 [ wi(y)dy +
p(a) = uo — 5 foy wi(y)dy + B

De plus, en injectant ces formules dans (4.11), on obtient a+ 3 = 0. En revenant
a u(t,r), on obtient

1 x+ct
ul(ta) = 5ol + ) + unle —ct)) + o [ wlw)d.
T—ct

Ceci prouve la formule annoncé ainsi que 'unicité de la solution. Le fait que la
fonction u définie ci-dessus est solution de I’équation des ondes est un simple
calcul. 0

4.4.2 Le probleme de Cauchy

Théoréme 4.14 Soient s € R et ug € H*, uy € H*™ 1. Il eriste un unique
u € C(R,H®*)NCYR,H*"1) N C?(R,H*2) solution de (5.13).

Preuve. Quitte a effectuer le changement de variable = — CL\/E’ on peut supposer
que ¢ = 1. Supposons que u € C(R,H*) NCH(R,H*~1)NC?(R,H*?2) est solution
de

(02 — A)u =0 dans 2'(R x R?)

u(0,z) = ug(x) (4.12)

Oyu(0,2) = u (z)
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et effectuons une transformation de Fourier partielle dans la variable x. Alors
U = Fp—e(u) est solution de

(02 + [£]?)6 = 0 dans 2'(R x R9)
@(0,€) = o (&) (4.13)
0y(0,€) = u1(§)

Cette EDO se résout formellement. On trouve

Si“fg'“wo. (4.14)

On rappelle qu’on note Y, = LQ(Rg,<§>25d§). On a I’équivalence

a(t,€) = cos(t[€])ao(§) +

u € C*(R,H) <= 0 € C*(R)Y,).

Pour montrer cette derniere propriété, on va appliquer la Proposition 4.7 sur
des intervalles de la forme [—T,T] avec T > 0. Il est clair que pour presque tout
¢ € R? 1a fonction t + 4(t,£) est C* sur [—T,T]. Par ailleurs, on a pour tout
te [T

[ sin(#[¢])]
€]

< a0 (€)] + 7] B i €)] + 75 Do [ia (€)1 ()" = h(©

Comme ug € H* et uy € H*"! alors h € Y; et par suite u € C([-T,T],Y).
Montrons maintenant que @ € C*(R,Y*71).0n a

Oya(t,€) = —[€] sin(t[€]) o (&) + cos(t[¢])a (£)-

(8] < lao ()] + |1 ()]

Par suite
0va(t,6)] < ()io(&)] + a1 (&)] = g(&)

Comme ug € H® et u; € H*™! alors € Y,_; et par suite & € C}(R,Y*™1). Le
fait que u € C*(R,H*~?) se montre de maniere identique.

On pose donc u(t,z) = F;_, 4. Alors, u est solution de (4.13).

Il reste & démontrer 'unicité. Il s’agit de prouver que si ug = 0 et u; = 0,
l'unique solution de (4.13) est u = 0. Or, pour 4y = @; = 0 qui sont des fonc-
tions régulieres, I'unique solution de cette EDO est u = 0. O

4.4.3 Propagation des ondes

On commence par définir I’énergie locale d'une fonction de C(R,H')NC!(R,L?).

Définition 4.15 Soit u € C(R,H') N CY(R,L?) et soit Q un ouvert de R?. On
définit 'énergie de u sur ) par

d
1
E(u(t,.); ) = 5/9 (|0wul® + ¢ Z |0, ul?) da

Jj=1

On notera E(u(t)) = E(u(t,.);RY) Iénergie totale de u.
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Théoréme 4.16 Supposons que u est solution de l’équation des ondes. Alors,
pour tout t € R, E(u(t)) = E(u(0)).

Preuve. On dérive énergie

d
1
Oy (E(u(t)) = 7/ Or(|0wul® + > |00, ul?) d
2 Jra £y
d
= / Orud?udr + c* Z/ Oz ; 04uly ;udx
R4 =R
d
:/ 8tu5t2udx—c22/ Oud? udzx
R4 =R !
= Opu(0?u — 2 Au)dr =0
R4
Par suite F(u(t)) est constante. O

Dans la suite, on note B = {z € R% |z| < R} pour tout R > 0.

Théoréme 4.17 Soient ug € H? et uy € H', alors pour tout R > 0 et pour
tout |T| < R, on a

E(u(0,.); Br—j7|) < E(u(T,.); Br) < E(u(0,.); Bry7))- (4.15)

Preuve. La démonstration repose sur la formule de Green que l'on rappelle
maintenant

Lemme 4.18 Soit Q un ouvert régulier de RN et soit ii(z) la normale extérieure
au bord 0. Alors pour tout champ de vecteur F : @ — R? on a

/Qdiv(F)dx :/ F(z) - fi(x)do(x)dx

o0

ot do est la mesure de surface sur 0f).

Revenons a la démonstration du théoreme. Pour alléger les notations, on suppose
que ¢ = 1. Comme u est solution de I’équation des ondes homogenes alors

0 = Dyu(0Pu — Au) = %at((atuf £ 300 0) = 3 00, (B0, ),
J J
Cette équation s’écrit div(F) = 0 avec
Fltz) = (%((atu)2 + 30, 0)?), — Outidat, .., — Oyudeu).
J
Supposons d’abord que 7" > 0 et considérons le domaine
Qr ={(t,x), |z| < R+T —-t,0<t<T}.

On note I'y la frontiere de Q7:

Fr=TrrUTRoUCr
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oul'gs ={(s,2), x| <R+T —s}etCr ={(tx),|z|]=R+T —1t0<t<T}.
Notons v(z) la normale extérieure & I'r. On a
(1,0, . ,0) six e FR,T
y(gp) = (—1,0, e ,O) six € FR,O
(%,yl .. Vq) six €Crp

avec v = (v1,...,Vq) vecteur orthogonal & la sphere {|z| = R+ T — t}, sortant

et tel que ), v = % La formule de la divergence donne alors

0 = B(u(0,.); Bryz)—E(u(T..); B )#/ 2002~ L (00 + 3" (0, w)?)do
)y PR+T » )y PR 9 e t v \/§ t - T

dont on déduit

E(u(T,.); Br) — E(u(0,.) : Bryr) = —\%/C Z(atuu,- - %@Eiufda <0

ce qui prouve l'inégalité de droite de (4.15). Pour démontrer I'inégalité de
gauche, on applique la formule de la divergence au domain {(t,7), |z| < R+t —
T,t€[0,7]}. En notant Cr = {(t,x), |¢| =T+t —T,t € [0,T]}, il vient

1 1
E(u(T,.); Bg) = E(u(0),Bgr_7) — 5/@ \ﬁ(|8tu|2 + |Vul?) + 20,ud, udo

1 1
= E(U(O),BR_T) — 7/ |8 uv + —Vu|2dcr § E(U(O),BR_T)
V2 Je, V2
ce qui prouve 'inégalité de gauche dans de (4.15). Le cas T' < 0 est similaire et
laissé au lecteur. (]

Corollaire 4.19 (vitesse finie de propagation) Soit (ug,u;) € H® x H*™!
et soit R > 0. Pour tout (ty,z0) € R x R%, on a

1) wug,u1 = 0 sur B(zo,R + |to]) = u(to,.) = 0 sur B(zo,R).

2) supp(ug,u1) C B(0,R) = u(to,z) = 0 pour tout |x| > R+ |to].
Preuve. Quitte a effectuer le changement de variable y = x+x, on peut supposer
LL‘OZO.

1) Supposons que ug et uy sont nuls sur B(zg,R + |to]). Alors E(u(0),R +
[to]) = 0 et d’apres le Lemme précédant, il vient E(u(tg),R) = 0. Par conséquent
u(to,.) est nulle sur B(0,R).

2) Supposons maintenant que ug et u; sont supportés dans B(0,R). Alors
I’énergie de la solution u au temps initial ¢ = 0 est égale a son énergie locale sur
B(0,R)

E(u(0)) = E(u(0),R).
Par ailleurs, on déduit du Lemme que E(u(to),R + |to]) > E(u(0),R). Par
conséquent
E(u(to),R + [to]) = E(u(0))
et comme E(u(to),R+|to]) < E(u(to)) = E(u(0)), on en déduit que E(u(ty),R+
lto]) = E(u(to)). Par conséquent I'énergie sur R?\ B(0,R+ |to|) est nulle et donc
u est nulle sur R\ B(0,R + |to]).
O

41



Chapitre 5

Probléemes aux limites

5.1 Le théoréeme de Hille-Yosida

5.1.1 Rappels d’analyse fonctionnelle

Définition 5.1 Soit T : E — F un opérateur linéaire entre deux espaces de
Banach. On dit que A est fermé si son graphe

G(T) : {(u,Tu),u € E}
est fermé.

Théoréme 5.2 (Théoréme du graphe fermé) Soient E F deux espaces de
Banach et soit T : E — F un opérateur linéaire. Alors T est continu ssi G(T')
est fermé.

Théoréme 5.3 (Cauchy-Lipschitz-Picard) Soit E un espace de Banach et
F . E — E une application Lipschitzienne. Alors pour tout ug € E, il existe
u € CO([0, + <[,E) telle que

a4 = F(u), ¥t >0
u(0) = ug
5.1.2 Opérateurs accrétifs

Dans cette section (F,(.,.)) désigne un espace de Hilbert.
Définition 5.4 Soit A: D(A) C E — E un opérateur linéaire. On dit que A

est accrétif si
Vu € D(A), (Au,u) > 0

On dit que A est mazimal accrétif si on a de plus R(I + A) = E, c’est a dire
Vfe E,Jue D(A), f =1+ A)u.

Remarque 5.5 Pour tout f € E, il y a unicité de la solution de l’équation
(I + A)yu= f. Supposons en effet que (I + A)u =0, alors

0 = (u+ Au,u) = |u||2 + (Au,u) > |u||2

et donc u = 0.
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Proposition 5.6 Soit A un opérateur mazimal accrétif. Alors
i) D(A) est dense dans A
it) A est fermé
iii) Pour tout X > 0, (I + \A) est bijectif de D(A) sur E et (I + X\A)™! est
un opérateur continu avec ||(I + NA) ™| zp) < 1.

Preuve. Montrons d’abord que D(A) est dense dans E. Supposons que f €
D(A)*L. Par définition, il existe u € D(A) tel que f = u + Au. Comme f €
D(A)*, on en déduit que

0= (fau) = (ut Augu) = |ul?

ce qui implique u = 0. Ceci montre que D(A)L = 0 et donc D(A) est dense
dans E.

Montrons maintenant que le graphe de A est fermé. D’apres la remarque
précédente, (I + A)~! est bien défini et envoie E dans D(A). De plus, on a pour
tout u € D(A)

1T + Al = (T + AYugu) > [Jull

Par conséquent [|(I + A)u|| > |ju|| et par suite (I + A)~! est continu et ||(I +
M) Y »k) < 1. Supposons que u, € D(A) vérifie u, — u et Au, — f.
Comme A est accrétif, il existe v € D(A) tel que f = v+ Av. On en déduit que
Au,, + u, converge vers u + v + Av et en appliquant (I + A)~! qui est continu,
il vient que u,, — (I +A)~lu+v. Par suite u = v+ (I + A)"'u et en appliquant
I + A on obtient Au = v. Ceci prouve que A est fermé.
Montrons maintenant le iii). On commence par montrer que pour tout Ao >
0, on a
R(I4+MA)=FE=VA>)X/2, R(I+)A)=FE. (5.1)

On commence par remarquer que comme précédemment, on a ||(I+Xg) | 2m) <
1. Soit f € E. On cherche u € D(A) tel que u+ MAu = f c’est a dire

A A
u~+ NAu = Tof—I—(l—TO)u.
ou encore u = F'(u) avec
A A
F(u) = (I+ ) (Ff + (1= T)u).

Or, la fonctionnelle F est clairement contractante puisque |1 — )‘70| < 1. On peut
donc appliquer le théoreme du point fixe de Picard, qui assure ’existence d’une
unique solution & cette équation. Ceci montre (5.1).
On peut maintenant conclure aisément. Puisque (I + A) est surjectif, alors
par récurrence immédiate (I + AA) est surjective pour tout A > 2% &k € N.
O

Définition 5.7 (Régularisée de Yosida) Soit A un opérateur mazimal accrétif.
Pour tout A > 0, on pose

1
Jy=(T+ XA et Ay = X(IfJA)

Ay s’appelle la régularisée de Yosida de A.
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Remarque 5.8 Si A : E — E est continu alors Ax — A dans Z(E) quand
A—0.

Proposition 5.9 Soit A un opérateur maximal accrétif. On a les propriétés
sutvantes

. Ayu=Ad\u,Vu e E

~

2. Ayu = JyAu, Yu € D(A)
3. | Axull < || Aull, Yu € D(A)
4. limy_,o+ ru=u, Vvu €

v

. limy o+ Axu = Au, Yu € D(A)
. (Axu,u) >0, Vu e E
- Axull < A ull, Yu € D(A)

<X D

Preuve. 1. On a
1 1
Ayu = A\J M = X(J;l — 1) Jau = S AALu = Adyu
2.0n a

1 1 1
J,\A'LL = 7J)\)\Au = 7J)\()\A+I)U— 7J,\’LL =

1
b\ b\ by X(I—J)\)U—A)\u

3. Immédiat avec le 2) et |[Jx||2m) < 1.
4. Supposons d’abord que v € D(A). Alors

I —v=J\(v— T+ AA)v) = =AJ Av

Par suite ||Jyu — u|| < A|Au| — quand A — 0. Supposons maintenant que
u € FE et soit € > 0. Comme D(A) est dense dans E, il existe v € D(A) tel que
|lu — v|| < e. Par suite

[Ixu—ul| < [[Ix(u=v)[[+[[Txv—v]+[lu—v[| < 2[lu—v|+[|Jxv—v]| < 2e+[Trv—v]|
et on conclu avec le cas précédent.

5. Appliquer 2) et 4).

6. On a

(Ayu,u) = (Azuu—Jyu)+(Axu, Jyu) = M| Azul|® +(ATzu,Jyu) > N Axyul|? >0

7. D’aprés l'inégalité ci-dessus, on a (Ayu,u) > A||Axul|? et on peut conclure
grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz. (]

Le lemme suivant nous sera utile par la suite. On note D(4%) = {f €
D(A), Af € D(A)}.
Lemme 5.10 Soit f € D(A). Alors
Ve >0,3g € D(A?), ||f —gl <eet|Af - Ag| <e.
Preuve. Prendre g = g. = J.f. Supposons d’abvord que f € D(A). Alors

f—g=I—-T+eA)™) =T +eA)LeAf.
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Par suite
1f =gl < ellAfl =0

quand € — 0. On raisonne ensuite par densité pour obtenir le cas f € F. O

Théoréme 5.11 (Théoréme de Hille-Yosida) Soit A un opérateur mazimal
accrétif sur un espace de Hilbert E. Alors, pour tout f € D(A), il existe une
unique fonction u € C1([0, + oo[,E) N CY([0, + oo[,D(A)) telle que

{ Ou+ Au =0, Vt>0 (5.2)

u(0) = f
De plus on a les estimations
[u@®)| < [luoll et II%II < [[Auoll, vt >0
Preuve. Etape 1: Unicité. Supposons que u et v sont solutions. Alors
Oil|u — v||* = 2(0s(u —v),(u — v)) = —(A(u — v),u —v)) <O0.
Par suite, ||u(t) — v()]|*> < ||u(0) — v(0)||*> = 0 et donc u = v.

Etape 2: Considérons le probleme de Cauchy pour la régularisée de Yosida
de A. Soit u, solution de

Osuy + Axuy =0, VE>0
5.3
{ ux(0) = f (5:3)
On va montrer que
[Axur(®)]| < [|AS]] (5.4)

pour tout ¢ > 0. D’apres le 3) de la proposition précédente, on a || Ax f]| < ||Af]l-
Par suite, il suffit de montrer que pour toute solution uy de (5.3) verifie

[Axux@)] < [[Axux(0)]]- (5.5)

On montre pour cela que la fonction t — || Axux(t)]] = ||O:ux(t)] est décroissante.

On a
3t||atu)\(t)\|2 = 6t<8tu>\,(9tu>\> = —2<3tA>\u,\,8tu>\> = —2<A)\atU)\,atU/)\> S 0

car Ay est accrétif. Cela prouve la décroissance voulue et donc (5.4).

Etape 3: On montre que pour tout T > 0, uy converge uniformément vers
une limite u dans C([0,T],E) quand A — 0.

Pour tout A,y > 0, on a

1
§atHUA—Uu||2 = (Opur—0puy,ux—uy) = —(Aur—A uy,uy—uy,) =: =W (5.6)

Par ailleurs, on a

W = (A(Jaux — Juuy),ux — uy)
= <A(Jku)\ - Juuu)aJAuA - Juuu>
+ <A(J)\U)\ — JMUM>,(I — J)\)U)\ - (I — Juuu>
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Comme A est accrétif , en utilisant I'identité I — Jy, = AA, on obtient
W > (A(Jaux — Juup) AAxuy — pAyu,) = (Asuy — Apu, A — pAu,)
Combiné avec (5.6), cela implique

1
§8t||u>\ — “u||2 < —(Ayux — Apuy NAxuy — pAyuy,)

et par Cauchy-Schwarz
1
5 Oillux = wul* < ([Axun]l + [ A D Axur ]| + il A )
En combinant cette estimation et (5.4), il vient
1
Ollux = uul* < 200+ )| Af]?

et en intégrant
lux = uul® < 48X + ) | AFII?

On déduit de cette estimation que la suite (u)) est uniformément de Cauchy
sur [0,77]. Elle converge donc vers une limite u € C([0,T],F).

Etape 4: On suppose que f € D(A?). On montre que pour tout T > 0, Oyuy
converge uniformément sur [0,T].

On note ¥y = Ozuy. Alors ¥ est solution de

{ Oy + Axtpy =0, VE >0
’(/J)\(O) = A>\u,\(0)

On peut donc montrer les mémes estimations qu’a 1’étape 3. Il vient
%@H% = Pull® < (LANDAN + At A ANEAN + ]| Al ])- (5.7)
Or d’apres ’étape 2
[AxAll < [[Axea(0)]] = [[AS /]
Comme A3 f = J}A%f, il suit
[Axiall < [|A2F])-
En revenant & (5.7), on en déduit que
SOl = Bull? < 23+ 42512

et on conclu comme a l’étape 3.

Etape 5. Sous Uhypothése que f € D(A?), il existe une solution de (5.2). En
effet, comme (uy) et (Jzuy) convergent uniformément sur tout compact, alors
pour tout T > 0, uy — u dans C'([0,T],E), c’est & dire uy — u et dyuy — dsu.

Par ailleurs, on a
Oruy + AJyuy =0
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et Jyuy — u quand A — 0 (grace au 4) de la proposition et a l’estimation
[[Jx]] < 1). Comme par ailleurs, on sait que dyuy — Owu, alors AJyuy converge
et comme A est fermé, on a nécessairement AJyuy — Au. On en déduit que u
est solution de

Ou+ Au = 0.

Enfin, on a u € C*([0, + oo[,E) et comme Au = —d;u, on en déduit que u €
C°([0,00[,D(A)). En passant a la limite dans lidentité ||Ayuy| < ||Af], on
obtient

[ Aul < [JAf]]

et on a aussi

Or|lul?* = —2(Au,u) <0

donc [lu(@)| < [|f]-

FEtape 6. On prouve le résultat dans le cas f € D(A). Notons |[v]|a = ||v] +
| Av]|. D’apres le Lemme 5.10, il existe une suite (f,,) de D(A?) telle que || f, —
flla = 0. D’apres Pétape précédente, pour tout n € N, il existe u,, solution de

Ou+Au=0, Vt >0
{ u(0) = f, (5:8)
Or, on a
un = wmll < [|f = full =0
et

[0cun — Opuml| = || Aun — Aupl < [|Afn — Afml — 0

quand n,m — oo. Par suite, (u,) et (Oyu,) sont de Cauchy. On note u =
lim,, 00 Un, alors en passant a la limite dans (5.8) grace au théreme du graphe
fermé, on obtient que u est solution de (5.2). O

Remarque 5.12 Supposons que les opérateurs A et —A sont tous les deux
mazimaux accrétifs. Alors pour tout f € D(A), il existe une unique fonction
u € CHR,E) NCO(R,D(A)) telle que

{ Owu+ Au =0, VteR (5.9)

u(0) = f

De plus on a les estimations
du
lu@I = 1f1 et NIl =[Af], vteR

Preuve. Comme A et —A sont maximaux accrétifs on peut appliquer le Théoreme
de Hille-Yosida & 9;+A et 9;— A. On construit ainsi uy et u_ dans C*([0,00[,E)N
C°([0,00[,D(A)) telles que

6tu:|: :i:Aui == 0, Vi Z 0

ux(0) = f
On définit u : R — D(A) par u(t) = >0 uy (t)+ Neco u_(—t). Par construction,

on a

lim Au(t) = tl_i>%1+ Auy(t) = Af =lim tl_i>r(r)1+ Au_(t) = lim Au(t)

t—0+ t—0—
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et par suite u € C°(R,D(A)). Comme J;uy = Aug, on a aussi u € C1(R,E) et
Owu = Au,Vt € R

Pour conclure, remarquons que comme A et —A sont accrétifs alors (Au,u) =0
pour tout u € D(A). En reprenant la preuve du théoreme de Hillle-Yosida, on
voit facilement que

Oyfluf* =0
et par conséquent |lu(t)|| = cte. Le fait que ||Au(t)| est constant est laissé au
lecteur. (|

5.1.3 Semi-groupes d’opérateurs

Dans cette partie, E désigne un espace de Banach et Z(F) l'espace des
applications linéaires continues sur F.
Définition 5.13 Un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires sur
E (en abrégé semi-groupe sur E) est une application S : RT — Z(E) vérifiant
les propriété suivantes.
i) S(0)=1d
it) S(t+s) = 5(t)S(s), Vt,s > 0.
i11) Pour tout u € E, application t — S(t)u est continue.
Supposons que A : D(A) — E est un opérateur maximal accrétif. A toute fonc-

tion f € E, on peut associer grace au Théoreme de Hille-Yosida, une fonction
u € C([0,00[,D(A)) N CL([0,00[,E) solution de
Ou+ Au =0, Vt >0
{ u(0) = f
De plus, on a
lu@)[l < IF1- (5.10)
Ceci permet de définir une application ¥ : E — C([0,00[,D(A)) N C([0,00[,E)

par X(f) = u. En utilisant la partie unicité du théoréme de Hille-Yosida, on voit
facilement que X est linéaire. On définit alors S : Ry — Z(FE) par

S(t)f =25(f)®), Vfe E,Vt 20
11 est clair que pour tout ¢t > 0, S(¢) est continue d’apres (5.10).

Proposition 5.14 L’application t — S(t) est un semi-groupe sur E
Preuve. Soit f € E. On a S(0)f = u(0) = f. Par suite S(0) = Id ce qui prouve

i).
Le point iii) est immédiat puisque pour tout f € E, S(t)f = u(t) et que la
fonction u € C1([0,00[,E).
Reste & montrer le ii). Fixons s > 0 et notons u(t) = S(t + s)f et v(t) =
S(t)S(s)f. Par définition, on a
Ou+ Au =0, u(0) =S(s)f
et
v+ Av =0, v(0) = S(s)f

Par unicité des solutions, on en déduit u = v.
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5.2 Applications

On va appliquer le théoreme de Hille-Yosida a la résolution d’EDP pour
lesquelles on ne peut pas utiliser la transformation de Fourier.

5.2.1 EDP sur un domaine
5.2.1.1 L’équation de la chaleur

Soit © un ouvert de R?. On cherche & résoudre I’equation de la chaleur
Oiu — Au = 0 sur

Théoréme 5.15 Soit ug € HL(Q). I existe un unique u € C([0,00[,H(2))
solution de
Ou—Au=0, Vt>0

u € H(Q) (5.11)

u(0) = ug
De plus avec la notation u(t) = S(t)ug, application t — S(t) est un semi-groupe
sur HY (). On notera S(t) = e'®.
Preuve. Introduisons 1'espace de Hilbert Hg (£2) muni du produit scalaire

(u,0) g1 = (u,w) g2 + (Vu,Vo) 2

On considére lopérateur non-borné A = —A avec domaine D(—A) = {u €
HY(Q), Au € L?}. Attention, dans la définition du domaine Au € L? se com-
prend au sens des distributions.

Au € [? <= Fw € L?, (Vu,Vv) > = (ww) 2, Yo € Hy
Montrons que cet opérateur est maximal accrétif. Pour tout u € C°(€2), on a
(—Au,u) = (Vu,Vu) > 0.

Comme C°(€2) est dense dans D(A), on peut étendre 'inégalité ci-dessus a
D(A) et par suite —A est accrétif.
Montrons maintenant que R(Id —A) = H}(Q). Soit f € H(Q) et soit Ly la
forme linéaire associée:
Lf(u) = <uaf>L2
11 est clair que Ly est continue sur H}. D’apres le théoreme de Riesz, il existe
un unique v € Hy tel que

Ly(u) = (u,v) 2 + (Vu,Vu) 2

En particulier, on a au sens des distributions f = v — Au. On en déduit que
Au =u— f € L?(Q) et donc u € D(—A). Ceci montre que —A est maximal
accrétif et le Théoreme de Hille-Yosida permet de conclure. O

Théoréme 5.16 Supposons que Q est un ouvert borné de R%. Il existe B > 0
tel que pour tout f € H} (), on a

et fllzz < e P fllz2.¥ > 0
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Preuve. Comme Q2 est borné, il existe une constante o > 0 telle que qu’on ait
I’inégalité de Poincaré suivante

1
lull < [IVull, Vu € Hg ().

Notons u(t) = e!2f. On a

d
£\|u(t)|\2 = 2(Qu,u) 2 = —2(Vu,Vu) e

En utilisant, I'inégalité de Poincaré, il vient

d
@I < =202 u(@)]*

On intégre cette EDO, il vient
5.2
lu@®)]I* < e[| ]

En prenant la racine carrée, on obtient le résultat annoncé avec 8 = o?. O

5.2.1.2 L’équation des ondes
On considere I’équation des ondes sur un ouvert borné Q du plan
(02 — 2A)u = 0 dans Z'(R x RY)

u(0,z) = uo(x), Ou(0,2) = uy(z) (5.12)
u(t,.) = 0 sur 9

Le point départ de ’analyse consiste a mettre le probleme précédent sous forme
d’une EDP d’ordre 1 en temps. Formellement, il est facile de voir que u est
solution de I'équation des ondes si et seulement si le couple (u,v) = (u,0pu) est

solution de
5 w) 0 Id u
t v B 62 A O v

Théoréme 5.17 Pour tout ug € H?(Q) N HY(Q) et up € HE(Q) il existe une
unique fonction u € C3(R,L?(Q)) N CY(R,H{ () solution du probléme

(02 — 2A)u =0 dans 7'(R x R?)
u(0,.) = ug, Gpu(0,.) = uy (5.13)
u(t,.) € HY Q)N H?*(Q),Vt e R
De plus ’énergie
1
E(u(t) = = / Ouf? + |V, uf2da
2 Ja
vérifie E(u(t)) = E(u(0)) pour tout t € R.

Preuve. Afin d’alléger les notations, on suppose ¢ = 1 dans toute la démonstration.
On introduit I’espace fonctionnel H = HE () x L?(2) muni du produit scalaire

(()-(2)), = monwomes s e
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Compte tenu de I'inégalité de Poincaré, cela définit bien un produit scalaire sur
H. On considere ensuite ['opérateur non borné

0 1
A':(A o)

avec domaine D(A) = {(f,9) € H}(Q) x H}(Q), Af € L?}. On veut montrer
que A est maximal accrétif sur H. Pour tout U = (Z;), ona AU = (A”jl) Par
suite, pour tout U, on a

(AU UY g = (Vu2,Vui) 2 + (Aug,uz) = (Vue,Vui) 2 — (Vug,Vug) 2 =0

ce qui prouve que A et —A sont accrétifs.
Montrons que Id +A est surjectif. Soit (f,g) € H. On cherche u € H} et
v € Hi tels que Au € L? et

(£1)0-0)

{ —Au+t+u=f—g

Ceci équivaut a

v=f—u

En appliquant le théoréme de Riesz, on obtient une fonction u € Hg () telle
que —Au+u = f — g. De plus, comme u,f et g sont L? alors Au € L? ce qui
prouve que (u,v) € D(A).

De la méme maniére, on montre que — A est maximal accrétif. On peut donc
appliquer la Remarque (5.12) pour conclure. L’identité d’énergie est aussi une
conséquence de lidentité ||Au|| = cte dans la remarque.

O
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