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Première partie

Introduction
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On résume dans ce mémoire la quasi-totalité des travaux que j’ai réalisés depuis ma thèse.
Ceux-ci peuvent être classés dans deux grandes thématiques : l’étude de l’équation de Schrödinger
en régime semiclassique et l’étude d’opérateurs de marche aléatoire semiclassiques. L’analyse
semiclassique sera donc le fil conducteur de ce mémoire.

L’objet de ma thèse était l’étude de l’amplitude de diffusion pour l’équation de Schrödinger
semiclassique sous des hypothèses de non capture affaiblies. Les résultats que j’avais obtenus
reposaient en grande partie sur des estimations de la résolvante et l’étude des résonances. Le
dernier chapitre de ma thèse visait à obtenir des estimations a priori du résidu de l’amplitude
de diffusion associé à une résonance vérifiant des hypothèses convenables. Afin d’étudier plus
finement ce résidu, je me suis consacré ensuite à l’étude microlocale des états résonnants pour
l’équation de Schrödinger. Le résultat principal obtenu en collaboration avec J.-F. Bony [BM04]
affirme que les états résonnants sont sortants.

Dans la continuation des travaux de ma thèse je me suis aussi intéressé à la théorie de
la diffusion pour l’équation de Schrödinger avec champ magnétique constant. Sous certaines
hypothèses sur le potentiel électrique, on peut définir l’amplitude de diffusion et donner une
formule de représentation explicite utilisant la résolvante [Mic05a]. Lorsque les intensités respec-
tives du champ magnétique et du potentiel électrique, deviennent grandes, on peut donner un
développement asymptotique de l’amplitude de diffusion. Dans le cas où le champ magnétique
domine, l’analyse n’est pas très compliquée et s’apparente à une analyse ”haute énergie” pour
l’équation de Schrödinger. Dans le cas où les intensités sont de même ordre, on aboutit à un
régime semiclassique que nous avons étudié dans [Mic05c].

Dans le dernier chapitre de la première partie, on résume des résultats obtenus sur l’équation
de Schrödinger non-linéaire, en présence d’un champ magnétique dépendant du temps et à
croissance au plus linéaire dans la variable d’espace, [Mic08]. Le résultat principal porte sur
le problème de Cauchy, dont on montre qu’il est localement bien posé dans l’espace d’énergie
naturellement associé à l’équation. Bien qu’il ne s’agisse pas d’analyse semiclassique, nous avons
inclus ce résultat dans ce mémoire.

La seconde grande thématique présentée dans ce mémoire est l’analyse d’opérateurs marko-
viens dans un contexte semiclassique. L’exemple type de tels opérateurs est le suivant. Etant
donnée une variété Riemannienne M , l’opérateur Th agit sur les fonctions continues en calculant
leur moyenne sur la boule géodésique centrée en un point x et de rayon h. De tels opérateurs
possèdent naturellement une mesure invariante dνh (c’est à dire un point fixe pour l’opérateur
transposé) et le noyau tnh(x, dy) de l’opérateur itéré n fois T n

h converge vers dνh lorsque n tend
vers l’infini.

Cette propriété justifie l’utilisation de nombreux algorithmes markoviens dans des procédés
d’échantillonnage et une question probabiliste importante consiste à quantifier la vitesse de
convergence des itérés de th vers sa mesure stationnaire. Un tel problème a été traité avec succès
par Diaconis et Lebeau dans un article pionnier [DL09].

Dans une série de travaux avec P. Diaconis et G. Lebeau, puis H. Christianson et C. Guillar-
mou, nous avons montré comment les techniques d’analyse semiclassique s’appliquent à différents
contextes. Nous avons d’abord étudié les opérateurs précédents sur un espace d’état borné : une
variété compacte dans [LM10] et un ouvert borné de l’espace Euclidien dans [DLM08]. Dans un
second temps nous nous sommes consacré à des espaces d’état non compacts : l’espace euclidien
muni d’une densité de probabilité [GM10] et une variété présentant des pointes hyperboliques
[CGM10].

Dans tous les cas abordés, on exhibe un opérateur limite (lorsque h tend vers 0) pour
l’opérateur Th que l’on utilise pour obtenir des informations sur la théorie spectrale de Th.
A l’aide de ces informations, on étudie la convergence vers la mesure stationnaire.
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On termine cette introduction en précisant quelques notations d’analyse semiclassique qui
seront utilisées par la suite. Nous avons adopté les notations de [DS99] que nous rappelons
très brièvement ici pour le confort du lecteur. On appelle fonction d’ordre sur R

n, une fonction
m : R

n → R telle qu’il existe des constantes C0, N0 > 0 telles que m(x) ≤ C0〈x− y〉N0m(y).
Etant donnée une fonction d’ordre m, on note S(m) = S(Rn,m) l’ensemble des fonctions

a ∈ C∞(Rn) telles que pour tout α ∈ N
n, il existe Cα > 0 tel que |∂α

x a| ≤ Cαm(x). Si a(x, h)
dépend d’un paramètre h, on dira que a ∈ S(Rn,m, h) si a(., h) est uniformément borné dans
S(m) lorsque h varie. Lorsque le paramètre h est évident, on note simplement S(m). Pour
k ∈ R, on note Sk(m,h) = h−kS(m,h) et pour δ ∈ [0, 1], on note Sk

δ (m,h) l’espace des fonc-
tions a régulières telles que |∂α

x a(x, h)| ≤ Cαm(x)h−k−δ|α| pour tout α ∈ N
n. On notera aussi

S−∞(m,h) = ∩k∈RS
k(m,h). Lorsque la fonction d’ordre est égale à 1, note S(1) = S, Sk(1) = Sk,

etc.
On notera Scl(m) les symboles ayant un développement en puissances de h dont les coeffi-

cients appartiennent à S(m) et sont indépendants de h.
Pour a ∈ Sk

δ (Rd × R
d,m), δ ∈ [0, 1

2 ], on définit Oph(a) et Opw
h (a) par

Oph(a)(u)(x) = a(x, hDx)u(x) =
1

(2πh)n

∫ ∫
ei(x−y)ξ/ha(x, ξ)u(y)dydξ (0.0.1)

et

Opw
h (a)(u)(x) = aw(x, hDx)u(x) =

1

(2πh)n

∫ ∫
ei(x−y)ξ/ha(

x+ y

2
, ξ)u(y)dydξ (0.0.2)

On notera Ek
δ = Oph(Sk

δ (1)) et Ecl = Oph(Scl(1)). Si δ = 0, ou k = 0 on abandonnera
l’indice correspondant dans la notation précédente. Dans le chapitre 4, on notera Ecl(〈ξ〉−∞) les
opérateurs dont le symbole possède un développement en puissance de h avec des coefficients
appartenant à S(〈ξ〉−N ) pour tout N ∈ N. On renvoie à [DS99] pour les principaux résultats
d’analyse microlocale que nous utiliserons.

Etant données deux fonctions f et g, on note f ≺ g dès que g est égale à 1 sur le support de
f .
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Deuxième partie

Sur l’équation de Schrödinger
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Chapitre 1

Autour de l’amplitude de diffusion

en régime semiclassique

1.1 Introduction

Dans cette partie on introduit très brièvement l’amplitude de diffusion pour l’équation de
Schrödinger et on rappelle un résultat démontré à la fin de ma thèse (voir aussi l’article [Mic03])
de manière à introduire la suite de mes travaux. Considérons l’opérateur de Schrödinger semi-
classique P (h) = −h2∆ + V (x), x ∈ R

n et h ∈]0, 1]. On supposera que V est de classe C∞ et
satisfait des hypothèses de décroissance de courte portée suivante :

Hypothèse 1 Il existe ρ > 1 tel que

∀α ∈ N
n, ∀x ∈ R

n, |∂αV (x)| ≤ Cα〈x〉−ρ (1.1.1)

Notons P0(h) = −h2∆. L’opérateur P (h) est une opérateur pseudo-différentiel de symbole semi-
classique p(x, ξ) = |ξ|2 + V (x). On notera Hp = 2ξ∂x −∇V (x)∂ξ le champ hamiltonien associé
et exp(tHp)(x, ξ) le flot Hamiltonien au temps t issu de (x, ξ) au temps 0.

Sous les hypothèses précédentes, la théorie de la diffusion pour la paire (P0(h), P (h)) est
bien connue. Les opérateurs d’onde W± existent et sont complets et l’on peut donc définir
l’opérateur de diffusion S(h) : L2(Rn) → L2(Rn). L’opérateur de diffusion est un opérateur très
important puisqu’il permet de relier les dynamiques en temps long des équations de Schrödinger
libre et perturbée (par le potentiel V ). C’est un opérateur unitaire qui se diagonalise via la
transformation de Fourier. Plus précisément, notons Fh : L2(Rn) → L2(Rn) la transformation
de Fourier semiclassique :

Fhf(ξ) = (2πh)−n

∫

Rn

e−ih−1〈x,ξ〉f(x)dx (1.1.2)

et pour λ > 0, soit Fh(λ) : L2(Rn, 〈x〉αdx) → L2(Sn−1), α > 1
2 définie par

Fh(λ)f(ω) =
1

(2πh)
n
2

√
2
λ

n−2
4

∫

Rn

e−ih−1
√

λ〈x,ω〉f(x)dx. (1.1.3)

pour tout ω ∈ S
n−1. L’identité de Parseval montre que l’opérateur F̃h : L2(Rn) → L2(R+, L2(Sn−1))

défini par
(F̃hf)(λ) = (2πh)

n
2 Fh(λ)f (1.1.4)

est une isométrie. De plus, on voit facilement que
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- F̃hP0(h)F̃∗
h est la multiplication par λ sur L2(R+, L2(Sn−1))

- pour tout t > 0, F̃hS(h)F̃∗
h et eitF̃hP0(h)F̃∗

h commutent.

On déduit alors du Théorème XIII.84 de [RS78] qu’il existe une fonction λ 7→ S(λ, h) appar-
tenant à L∞(R∗

+,L(L2(Sn−1))) telle que

(F̃hS(h)ϕ)(λ) = S(λ, h)(F̃hϕ)(λ), ∀ϕ ∈ L2(Rn) (1.1.5)

Sous l’hypothèse de courte portée du potentiel V , l’opérateur T (λ, h) = Id−S(λ, h) possède un
noyau (ω, ω′) ∈ S

n−1 × S
n−1 7→ T (ω, ω′, λ, h) qui est régulier. Ce noyau s’appelle amplitude de

diffusion. Il contient tout l’information sur la théorie de la diffusion. Une question importante
consiste à décrire ce noyau lorsque le paramètre semiclassique tend vers 0. Cette étude (en
particulier le lien avec la dynamique classique sous-jacente) a été menée par Robert et Tamura
[RT89] dans le cas ou le flot Hamiltonien classique est non captif sur la surface d’énergie p(x, ξ) =
λ. L’objet de ma thèse consistait à étendre ces résultats à des cas où il peut exister des trajectoires
captées.

Rappelons maintenant le résultat de Robert et Tamura. On introduit quelques quantités liées
au flot Hamiltonien classique. Pour ω ∈ S

n−1, on note Υω l’hyperplan de R
n orthogonal à ω. On

note z = (z1, . . . , zn−1) un système de coordonnées de Υω et ẑ = z+0ω ∈ R
n. Pour tout z ∈ Υω

et pour tout λ > 0, il existe une unique courbe intégrale t 7→ (q∞, p∞)(t, z, λ, ω) de Hp telle que

lim
t→−∞

‖(q∞, p∞)(t, z, λ, ω) − (
√
λωt+ ẑ,

√
λω)‖Rn = 0 (1.1.6)

Comme le niveau d’énergie λ est supposé non captif, cette particule s’échappe de tout compact
lorsque t tend vers l’infini et il existe ξ∞(z, λ) ∈ S

n−1 et r∞(z, λ) ∈ R
n tels que





lim
t→+∞

|p∞(t, z, λ, ω) −
√
λξ∞(z, λ)| = 0,

lim
t→+∞

|q∞(t, z, λ, ω) −
√
λξ∞(z, λ)t − r∞(z, λ)| = 0.

(1.1.7)

De plus, il est facile de montrer que l’application Υω ∋ z → ξ∞(z, λ) ∈ Sn−1 est régulière ( cf.
[RS78] ), de sorte que nous pouvons définir

σ̂(z, λ) = |det(ξ∞, ∂z1ξ∞, . . . , ∂zn−1ξ∞)|. (1.1.8)

Définition 1.1.1 Nous dirons que θ ∈ S
n−1 est régulière pour (λ, ω), si θ 6= ω et ∀z ∈

Υω, ξ∞(z, λ) = θ =⇒ σ̂(z, λ) 6= 0.

On remarque que si θ ∈ S
n−1 est régulier pour (λ, ω), on déduit du théorème des fonctions

implicites qu’il existe un ensemble fini {z1, . . . , zl} de points appartenant à Υω tels que ξ∞(z, λ) =
θ =⇒ z ∈ {z1, . . . , zl}.

Théorème 1.1.2 ( Robert-Tamura 1989) Supposons que le niveau d’énergie λ est non captif
et que la direction ω′ ∈ S

n−1 est régulière pour (λ, ω). Alors

f(ω, ω′, λ, h) =

l∑

j=1

σ̂(zj(λ), λ)−
1
2 eih

−1Sj(λ)−iµj
π
2 dλ+O(h) (1.1.9)

où

Sj(λ) =

∫ +∞

−∞
(
1

2
|p∞(t, zj , λ, ω)|2 − V (q∞(t, zj , λ, ω)) − λ)dt

− 〈r∞(zj , λ,
√

2λθ〉
(1.1.10)
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et µj ∈ Z est l’indice de Maslov de la trajectoire (q∞(t, zj , λ, ω), p∞(t, zj , λ, ω)) sur la variété
Lagrangienne

{(x, ξ) ∈ R
n × R

n : x = q∞(t, z, λ, ω), ξ = p∞(t, z, λ, ω), z ∈ Λω, t ∈ R}.

Ce théorème établit un lien entre l’opérateur de diffusion quantique et l’opérateur de diffusion
classique lorsque h→ 0. L’objet de ma thèse était d’étendre ce résultat au cas où certaines direc-
tions ω seulement sont non-captives sur la surface d’énergie λ. L’une des difficultés à surmonter
était d’obtenir des estimations polynomiales de la résolvante pour des géométries captives. Pour
cela, j’ai utilisé des informations venant de la théorie des résonances.

L’influence des résonances sur l’amplitude de diffusion peut aussi être examiné de manière
plus directe en étudiant le prolongement méromorphe de l’amplitude de diffusion.

Hypothèse 2 Supposons qu’il existe R > 0, ρ > 1 et θ0 ∈]0, π[ tels que V se prolonge analyti-
quement au domaine

DR,θ0 = {z ∈ C
n, |z| > R, | Im(z)| ≤ tan(θ0)|Re(z)|}

et.
∃Cρ > 0, ∀z ∈ DR,θ0 , |V (z)| ≤ Cρ〈z〉−ρ.

On remarque qu’en vertu de la formule de Cauchy, tout potentiel vérifiant cette hypothèse vérifie
l’hypothèse 1. Ceci m’a permis de mettre en oeuvre dans ma thèse les techniques de Robert-
Tamura combinées avec des résultats sur les résonances. Sous l’hypothèse 2, on déduit des travaux
de Gérard et Martinez [GM89] que la fonction λ 7→ f(ω, ω′, λ, h) possède un prolongement
méromorphe à un voisinage conique de l’axe réel, dont les pôles sont les résonances de P (h). Si
z0(h) ∈ C

− = {z ∈ C, Im z < 0} est une résonance simple de P (h) alors l’amplitude de diffusion
s’écrit près de z0(h)

T (ω, ω′, z, h) =
T res(ω, ω′, h)
z − z0(h)

+ T hol(ω, ω′, z, h) (1.1.11)

avec z 7→ T hol(ω, ω′, z, h) holomorphe près de z0(h). Dans le cas d’un puits dans une ı̂le, Lahmar-
Benbernou [LB99] et Lahmar-Benbernou- Martinez [LBM99], ont étudié précisément ce résidu.
Leur approche repose sur l’utilisation d’informations très précises sur les états résonnants dans
ce contexte (cf [HS86]). Par la suite, Stefanov [Ste02] a obtenu une estimation a priori sur des
potentiels réguliers à support compact généraux. En utilisant des estimations de résolvantes
dues à Burq [Bur02] j’ai étendu le résultat de Stefanov au cas de potentiels de courte portée (cf
[Mic03] ).

Théorème 1.1.3 Supposons que le potentiel V vérifie l’hypothèse 2. Fixons 0 < E1 < E2 et

soit z0(h) une résonance simple de P (h) telle que 0 < −Imz0(h) < h
3n+5

2 , E1 ≤ Rez0(h) ≤ E2.
Supposons aussi que z0(h) est la seule résonance dans l’ensemble

Ω(h) =
{
z ∈ C; |Rez −Rez0(h)| ≤ h−

3n+4
2 |Imz0(h)|,

0 ≤ −Imz ≤ h−n−2|Imz0(h)|
}
.

Soient (ω, ω′) ∈ Sn−1 × Sn−1 avec ω′ 6= ω. Alors, il existe C > 0 et h0 > 0 tels que pour tout
0 < h < h0, nous avons

|T res(ω, ω′, h)| ≤ Ch−
n−1

2 |Imz0(h)| et |T hol(ω, ω′, z, h)| ≤ Ch−
n−1

2 , ∀z ∈ Ω̃(h),
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où

Ω̃(h) =
{
z ∈ C; |Rez −Rez0(h)| ≤

3

20
h−

3n+4
2 |Imz0(h)|,

0 ≤ −Imz ≤ 2|Imz0(h)|
}
.

Le premier travail que j’ai entrepris après ma thèse visait à obtenir des informations micro-
locales sur le résidus T res(ω, ω′, h), via l’étude des états résonnants associés.

1.2 Estimations microlocales des états résonnants et applica-

tions

On décrit ici des résultats obtenus en collaboration avec J.-F. Bony [BM04]. Dans toute cette
partie, on supposera que le potentiel V vérifie l’hypothèse 2. On a vu précédemment que le résidu

associé à une résonance simple z0(h) ne pouvait pas exploser plus vite que h−
n−1

2 | Im(z0)|. On
peut se demander sous quelles hypothèses cette estimation est améliorable et de quelle manière
les directions ω, ω′ entrent en jeu.

Supposons momentanément que le potentiel V est à support compact. On a alors la formule
suivante pour l’amplitude de diffusion [PZ01] :

T (ω, ω′, z, h) =

∫

Rn

e−ih−1
√

z〈x,ω′〉[h2∆, χ1]R(z, h)[h2∆, χ2]e
ih−1

√
z〈x,ω〉dx (1.2.1)

où R(z, h) : L2
comp → H2

loc désigne le prolongement méromorphe de la résolvante de P (h) à un
voisinage conique de l’axe réel. De plus, si on note Pθ(h) l’opérateur obtenu à partir de P (h)
par dilatation analytique hors du support de V (voir [SZ91]), on a

T (ω, ω′, z, h) =

∫

Rn

e−ih−1
√

z〈x,ω′〉[h2∆, χ1](Pθ(h) − z)−1[h2∆, χ2]e
ih−1

√
z〈x,ω〉dx, (1.2.2)

où χ1, χ2 sont deux fonctions C∞ à support compact, telles que V ≺ χ1 ≺ χ2. Supposons que
z0 est une résonance simple et qu’il n’existe pas d’autre résonance dans le disque D centré en
z0, alors le résidu est donné par

T res(ω, ω′, h) = 〈[h2∆, χ1]Πθ[h
2∆, χ2]e

ih−1〈x,ω〉, e−ih−1〈x,ω′〉〉 (1.2.3)

où Πθ est le projecteur spectral associé à z0. De plus, comme Πθ est un opérateur de rang
un, il existe uθ, vθ ∈ L2 tels que Πθ = 〈., vθ〉uθ et on peut montrer que (Pθ − z0)uθ = 0 et
(P−θ − z0)vθ = 0. Par suite,

T res(ω, ω′, h) = 〈[h2∆, χ1]uθ, e
−ih−1〈x,ω′〉〉〈vθ, [h

2∆, χ2]e
ih−1〈x,ω〉〉.

Comme par ailleurs les fonctions [h2∆, χ∗]eih
−1〈x,ω∗〉 sont microlocalisées près de {(x, ξ); R1 <

|x| < R2, ξ/|ξ| ∼ ω∗}, on peut obtenir des informations sur le résidu T res en montrant que pour
certaines directions, les états résonnants sont microlocalisés hors de cet ensemble.

Passons maintenant à une description précise des résultats démontrés dans [BM04]. On
suppose désormais que P (h) est un opérateur h-différentiel sur R

n :

P (h) =
∑

|α|≤2

aα(x;h)(hDx)α, (1.2.4)
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avec aα(x;h) ∈ Scl
n (1) et aα(x;h) indépendant de h pour |α| = 2. On suppose que P (h) est

formellement auto-adjoint sur L2(Rn), i.e.

∀u, v ∈ C∞
0 (Rn)

∫
(P (h)u)v dx =

∫
u(P (h)v) dx. (1.2.5)

On suppose aussi que P (h) est elliptique, c’est à dire
∑

|α|=2

aα(x)ξα ≥ |ξ|2/C. (1.2.6)

Afin de définir les résonances, on suppose que les coefficients aα(x;h) se prolongent holomorphi-
quement en x à un domaine

Γ = {x ∈ C
n; |Imx| ≤ δ0〈Re x〉 and |x| ≥ R0}, (1.2.7)

avec R0 > 0, δ0 ∈]0, 1[. On suppose en outre que P converge vers −h2∆ à l’infini, au sens
suivant : ∑

|α|≤2

aα(x;h)ξα −→ ξ2, (1.2.8)

lorsque |x| → +∞, x ∈ Γ, uniformément par rapport à h. Sous ces hypothèses, il est clair que
P (h) est autoadjoint avec domaine H2(Rn) et on peut définir les résonances associées à P (h)
par la méthode des dilatations analytiques.

Soit F : R
n → R

n un champ de vecteur régulier tel que F (x) = 0 si |x| ≤ R0 et F (x) = x
pour |x| assez grand. Pour ν ∈ R petit, on considère l’opérateur unitaire Uν on L2(Rn) défini
par :

Uνϕ(x) = det(1 + νdF (x))−
1
2ϕ(x+ νF (x)).

On déduit de l’hypothèse d’analyticité des coefficients aα que UνP (h)U−1
ν a des coefficients

analytiques par rapport à ν près de 0 et peut être prolongé à des valeurs complexes de ν. Pour
ν = iθ, avec θ > 0 on obtient ainsi un opérateur différentiel noté Pθ(h). Il est bien connu que le
spectre de Pθ(h) est discret dans le secteur Sθ = {z ∈ C; Re z > 0 and − 2θ < arg z ≤ 0} (voir
[SZ91]) et par définition, les résonances de P (h) sont les valeurs propres de Pθ(h). On appelle
multiplicité d’une résonance z0(h) le rang du projecteur

Πθ =
1

2iπ

∫

γ(z0)
(z − Pθ(h))

−1dz (1.2.9)

où γ(z0) désigne le bord d’un disque D centré en z0 orienté positivement, suffisamment petit
pour que z0 soit la seule résonance dans D .

1.2.1 Estimations microlocales des états résonnants

On note p(x, ξ;h) ∈ Scl
2n(〈ξ〉2) le symbole de Weyl de P (h) et p0(x, ξ) =

∑
|α|≤2 aα,0(x)ξ

α

son symbole principal. On note Hp0 = ∂ξp0.∂x − ∂xp0.∂ξ le champ Hamiltonien associé à p0 et
R ∋ t 7→ exp(tHp0), t ∈ R le flot Hamiltonien correspondant. On définit les zones entrantes et
sortantes à l’énergie E > 0 par

T±(E) = {(x, ξ) ∈ p−1
0 (E); exp(tHp0)(x, ξ) 9 ∞, t→ ∓∞}.

Ainsi, l’ensemble des trajectoires captées d’énergie E est le compact de R
2n :

T (E) = T+(E) ∩ T−(E) = {(x, ξ) ∈ p−1
0 (E); t 7→ exp(tHp0)(x, ξ) est borné sur R}.

19



En notant T ([a, b]) =
⋃

E∈[a,b] T (E), on donne une preuve nouvelle d’un résultat de Stefanov
[Ste02] sur la localisation des états résonnants

Théorème 1.2.1 (Stefanov) Soient E0 > 0 un niveau d’énergie fixé et C > 0. Soient ǫ > 0
et h0 > 0 assez petits. Soient h ∈]0, h0], θ = h/C et z ∈ C une résonance de P telle que
Re z ∈ [E0 − ǫ, E0 + ǫ], |Im z| < θ. Soit uθ ∈ L2(Rn) un état résonnant associé à z :

(Pθ − z)uθ = 0. (1.2.10)

Si w(x, ξ) ∈ S2n(1) est supporté hors de T ([E0 − ǫ, E0 + ǫ]), alors

Opw
h (w)uθ = O

(√
|Im z|
h

+ h∞
)
‖uθ‖. (1.2.11)

Ce résultat ne fournit d’information réellement intéressante que pour des résonances très proches
de l’axe réel. L’objet de notre travail a consisté à identifier une zone de l’espace des phases hors
de laquelle les états résonnants sont microlocalisés, ceci sous une hypothèse ”raisonnable” sur la
taille des résonances. Pour R > 0, ǫ > 0 et σ ∈ [−1, 1], on définit les cônes entrant et sortant :

Γ±(R, ǫ, σ) = {(x, ξ) ∈ T∗(Rn); |x| > R, |p0(x, ξ) − E0| < ǫ et ± 〈x, ξ〉 > ±σ|x||ξ|}.

Le théorème suivant, principal résultat de [BM04], affirme que les états résonnants de P (h) sont
sortants. Un résultat analogue a été démontré par Nonenmacher et Zworski dans le langage des
mesures de défaut semiclassiques (c.f. Théorème 4 de [NZ09]).

Théorème 1.2.2 Soient E0 > 0 un niveau d’énergie fixé et C > 0. Soient ǫ > 0 et h0 > 0
assez petits. Soient h ∈]0, h0] et θ ∈]h/C,Ch ln(1/h)[. Soit uθ un état résonnant associé à une
résonance z telle que Re z ∈ [E0−ǫ, E0 +ǫ], |Im z| < ǫθ. Fixons w(x, ξ) ∈ S(R2n, 1) et supposons
qu’il existe T > 0 tel que exp(−THp0)(supp(w)) ⊂ Γ−(R, ǫ, σ) avec R≫ 1 et σ < 0. Alors, pour
h > 0 assez petit, on a

‖w(x, hDx)uθ‖ = O(h∞)‖uθ‖. (1.2.12)

On remarque en particulier que si w ∈ C∞
0 (T∗(Rn)) vérifie supp(w) ⊂ ⋃E∈[E0−ǫ,E0+ǫ] T+(E)

C
,

alors il vérifie les hypothèses du Théorème 1.2.2. Par ailleurs, on remarque la présence du terme
‖uθ‖ dans le membre de droite de (1.2.12). Pour pouvoir affirmer que ω(x, hDx)uθ est réellement
petit on aura donc besoin d’estimations a priori de ‖uθ‖.

En combinant le théorème ci-dessus et la formule (1.2.3), on verra par la suite comment
obtenir une estimation du résidu de l’amplitude de diffusion.

Donnons maintenant quelques idées des démonstrations.

Transformation FBI

On utilise la transformation de Fourier-Bros-Iagolnitzer. Le résultat principal de cette section
est une légère modification de la Proposition 3.1 de Martinez [Mar02]. Pour u ∈ S ′(Rn), la
transformée FBI de u est donnée par

Tu(x, ξ;h) = αn(h)

∫
ei(x−y)ξ/h−(x−y)2/2hu(y)dy, (1.2.13)

avec αn(h) = 2−n/2(πh)−3n/4. Alors, Tu ∈ C∞(R2n) et eξ
2/hTu(x, ξ;h) est une fonction holo-

morphe de la variable z = x− iξ. De plus, si u ∈ L2(Rn) alors ‖Tu‖L2(R2n) = ‖u‖L2(Rn).
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Soit A un opérateur h-différentiel de symbole de Weyl a(x, ξ;h) ∼∑j≥0 aj(x, ξ)h
j ∈ Scl(R

2n, 〈ξ〉d).
Comme a est polynomial en ξ à coefficients dans S(Rn, 1), on peut définir une extension presque
analytique ã(x, ξ;h) ∈ Scl(Dǫ × C

n, 〈ξ〉d) de a dans Dǫ × C
n, avec Dǫ = {x ∈ C

n; |Imx| < ǫ},
qui vérifie

ã|
R2n

= a, (1.2.14)

∂xã = O(|Imx|∞)〈ξ〉d. (1.2.15)

Théorème 1.2.3 (Martinez) Soit f(x, ξ) ∈ S(R2n, 1) et G(x, ξ) ∈ C∞
0 (R2n). Il existe un

symbole q(x, ξ; t, h) ∼ ∑
j≥0 qj(x, ξ; t)h

j ∈ Scl(R
2n, 〈ξ〉d) uniformément par rapport à t et un

opérateur R(t, h) tels que pour tout u, v ∈ C∞
0 (Rn), on a

〈
fe−tG/h T Opw

h (a)u, e−tG/h T v
〉
L2(R2n)

=
〈(
q(x, ξ; t, h) +R(t, h)

)
e−tG/h Tu, e−tG/h T v

〉
L2(R2n)

,

(1.2.16)
où supp qj ⊂ supp f pour tout j ∈ N, et

q0(x, ξ; t) =f(x, ξ)ã0

(
x+ 2t∂zG(x, ξ), ξ − 2it∂zG(x, ξ)

)
, (1.2.17)

q1(x, ξ; t) =
(
fa1 − f∂2

xxa0/4 − f∂2
ξξa0/4 − ∂xf∂xa0/2 − ∂ξf∂ξa0/2

)
(x, ξ)

+
i

2

(
∂ξa0∂xf − ∂xa0∂ξf

)
(x, ξ) + O(t), (1.2.18)

(ici ∂z = (∂x + i∂ξ)/2), et

∥∥〈ξ〉σR(t, h)〈ξ〉−d−σ
∥∥
L(L2(Rn))

= O(h∞ + h−3n/2|t|∞e2 sup |G||t|/h), (1.2.19)

pour tout σ ∈ R, uniformément par rapport à t et h assez petits.

Preuve du Théorème 1.2.2

Soient z ∈ C, uθ ∈ H2(Rn) tels que (Pθ − z)uθ = 0 et w ∈ S2n(1) comme dans le Théorème
1.2.2. Pour simplifier on suppose ici que supp(w) ⊂ Γ−(R, ǫ, σ) (c’est à dire T = 0). Pour
N ∈ N, soient wj(x, ξ) ∈ S(1), j = 1, . . . , N,∞ tels que w ≺ w1 ≺ · · · ≺ wN ≺ w∞, où l’on
utilise la notation g1 ≺ g2 pour signifier que g2 = 1 près du support de g1. Prenons θ tel que
h/C < θ < Ch ln(1/h) et t = Lθ avec L >> 1. Pour G ∈ C∞

0 (R2n), on a

0 = 〈w2
1(x, ξ)e

−tG/h T(Pθ − z)uθ, e
−tG/h Tuθ〉L2(R2n) (1.2.20)

et l’on déduit du Théorème 1.2.3

〈
(qθ − zw2

1)e
−tG/h Tuθ, e

−tG/h Tuθ

〉
= O

(
(h∞ + t∞h−3n/2)esup |G||t|/h

)∥∥e−tG/h Tuθ

∥∥2
, (1.2.21)

où
qθ(x, ξ; t, h) = qθ,0(x, ξ; t) + hqθ,1(x, ξ; 0) + (h|t| + h2)rθ(x, ξ; t, h), (1.2.22)

avec

qθ,0(x, ξ; t) = w2
1(x, ξ)p̃θ,0

(
x+ 2t∂zG(x, ξ), ξ − 2it∂zG(x, ξ)

)

qθ,1(x, ξ; t) =
(
w2

1pθ,1 − w2
1∂

2
xxpθ,0/4 − w2

1∂
2
ξξpθ,0/4 − ∂xw

2
1∂xpθ,0/2 − ∂ξw

2
1∂ξpθ,0/2

)
(x, ξ)

+
i

2
Hpθ,0

w2
1(x, ξ) +O(t).

(1.2.23)
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et rθ ∈ S(1) uniformément par rapport à t, θ et supp rθ ⊂ suppw1. En utilisant la formule de
Taylor, on montre facilement que

Im qθ,0(x, ξ; t) = −w2
1(x, ξ)Hp0(tG(x, ξ) + θF (x) · ξ) + w2

1(x, ξ)O(θ2 + t2), (1.2.24)

et

Im qθ,1(x, ξ; 0) =
1

2
Hp0w

2
1(x, ξ) + w2

2(x, ξ)O(θ). (1.2.25)

Notons ψ(x, ξ) = F (x) · ξ. En prenant la partie imaginaire de (1.2.21) et en utilisant (1.2.24),
(1.2.25), il vient

〈w2
1(Hp0(tG+ θψ) + Im(z))e−tG/hTuθ, e

−tG/hTuθ〉
= h〈w1Hp0w1e

−tG/hTuθ, e
−tG/hTuθ〉 +O(θ2)‖w2e

−tG/hTuθ‖2

+O(h∞e
t
h

sup |G|)‖e−tG/hTuθ‖2

(1.2.26)

L’idée principale de la preuve consiste alors à construire w1 et G tels que Hp0(tG + θψ) ≥ Cθ
et Hp0w1 ≤ 0.

Commençons par w1. Soit σ ∈] − 1, 0[ et α ∈ C∞
0 (R; [0, 1]) une fonction décroissante telle

que α(s) = 1 si s < σ et α(s) = 0 si s > σ/2. On définit w1 par la formule suivante

w1(x, ξ) = ρ(|x|)ϕ(p0(x, ξ))α
( x · ξ
|x||ξ|

)
, (1.2.27)

où ϕ ∈ C∞
0 ([E0 − ǫ, E0 + ǫ]) et ρ ∈ C∞(R; [0, 1]) est croissante et vérifie ρ(x) = 1 pour x > R et

ρ(x) = 0 pour x < R − 1. Il est évident que w1 ∈ S(1) et un calcul direct permet de monter le
lemme suivant :

Lemme 1.2.4 Pour σ < 0 suffisamment proche de 0 et R > 0 assez grand, on a Hp0w1 ≤ 0.

Evidemment, la même construction peut se faire pour les wj , j = 2, . . . , N,∞.
Passons maintenant à la construction de la fonction G(x, ξ). La première étape consiste à

fabriquer une fonction de fuite sur un compact en dehors des trajectoires captées. Le lemme
suivant est dû à C. Gérard et Sjöstrand [GS87]

Lemme 1.2.5 Supposons que K ⊂ p−1
0 ([E0 − ǫ, E0 + ǫ]) est un compact tel que K ∩ T ([E0 −

ǫ, E0 + ǫ]) = ∅. Alors, il existe une fonction f(x, ξ) ∈ C∞
b (T∗(Rn)) telle que Hp0f ≥ 0 sur

p−1
0 ([E0 − ǫ, E0 + ǫ]) et Hp0f > 1 sur K.

Comme x · ξ est une fonction de fuite à l’infini et F (x) = x pour x assez grand, alors pour
R > 0 assez grand, on a

Hp0(F (x) · ξ) ≥
{
c > 0 for |x| ≥ R,

−M for |x| ≤ R,
(1.2.28)

sur p−1
0 ([E0 − ǫ, E0 + ǫ]). Fixons maintenant K = suppw∞ ∩B(0, R0) ⊂ p−1

0 ([E0 − ǫ, E0 + ǫ]) ∩
T ([E0 − ǫ, E0 + ǫ])c et considérons χ1 ∈ C∞

0 (Rn, [0; 1]) telle que χ1(x) = 1 pour |x| ≤ R + 1 et
χ2 ∈ C∞

0 (R; [0, 1]) telle que χ2(E) = 1 on [E0 − ǫ, E0 + ǫ]). On définit la fonction G par

G(x, ξ) = χ1(x)χ2(p0(x, ξ))f(x, ξ) ∈ C∞
0 (R2n). (1.2.29)

22



où f est la fonction définie par le Lemme 1.2.5. Comme la fonction χ1 peut être choisi arbitrai-
rement plate, la quantité

µ = sup |χ2(p0(x, ξ))f(x, ξ)Hp0χ1(x)|, (1.2.30)

peut être rendue aussi petite que voulu. Comme t = Lθ, sur le support de w∞, on a

Hp0(tG(x, ξ) + θF (x) · ξ) ≥ θ

{
−Lµ+ c for |x| ≥ R0,
L− Lµ−M for |x| ≤ R0.

(1.2.31)

En prenant L ≥ 2M et µ assez petit, et en supposant −ǫθ < Im(z) < 0 avec ǫ assez petit, il
vient

Hp0(tG(x, ξ) + θF (x) · ξ) ≥ θc/2 < − Im(z)/2, (1.2.32)

sur suppw∞.

Revenons maintenant à l’équation (1.2.26). En utilisant le Lemme 1.2.4, l’équation (1.2.32)
et comme G est à support compact, il vient

‖w1e
−tG/hTuθ‖2 ≤ Cθ‖w2e

−tG/hTuθ‖2 +O(h∞)‖Tuθ‖2 (1.2.33)

En itérant cet argument, on obtient facilement ‖w1Tuθ‖ = O(h∞)‖uθ‖, puis l’estimation an-
noncée.

Preuve du Théorème 1.2.1

La preuve utilise les mêmes arguments que pour le Théorème 1.2.2. Pour N ∈ N, soient
w ≺ w0 ≺ · · · ≺ wN ≺ w∞ ∈ S(R2n, 1) des fonctions telles que suppw∞ ∩ Γ = ∅ et soient
g0 ≺ · · · ≺ gN ≺ g∞ ∈ C∞

0 ([E0 − 3ǫ, E0 + 3ǫ]) telles que g0 = 1 près de [E0 − 2ǫ+ E0 + 2ǫ]. En

appliquant le Théorème 1.2.3 avec f = g2
0(p0(x, ξ)) et t = C̃h, il vient

0 =Im
〈
g2
0(p0(x, ξ))e

−tG/hT (Pθ − z)uθ, e
−tG/hTuθ

〉

=Im
〈(
qθ(x, ξ; C̃h, h) + O(h∞) − z

)
e−tG/hTuθ, e

−tG/hTuθ

〉
, (1.2.34)

avec

qθ(x, ξ; C̃h, h) =

∞∑

j=0

qθ,j(x, ξ; C̃h)h
j .

En travaillant comme pour la preuve de (1.2.24) et (1.2.25), on peut choisir la fonction G(x, ξ) ∈
C∞

0 (suppw2) comme dans (1.2.29) telle que :

Im qθ,0(x, ξ; C̃h) ≤ −g2
0(p0)w

2
0h+ O(h2)g2

1(p0)w
2
1. (1.2.35)

Commet Im qj(x, ξ; 0) = 0, on a aussi

Im qθ,j(x, ξ; C̃h) = O(h2)g2
1(p0)w

2
1. (1.2.36)

pour j ≥ 1. Combiné avec (1.2.34) , ceci implique

‖g0(p0)w0e
−tG/hTuθ‖2 = O(h)‖g1(p0)w1e

−tG/hTuθ‖2 + O
( |Im z|

h
+ h∞

)
‖e−tG/hTuθ‖2,

(1.2.37)
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dont on déduit facilement par récurrence

‖g0(p0)w0Tuθ‖2 = O
( |Im z|

h
+ h∞

)
‖Tuθ‖2, . (1.2.38)

En travaillant de manière similaire sur la partie réelle et en utilisant l’ellipticité de Op(Re(pθ −
z)(1 − g0)(p0)), on démontre que

‖(1 − g(p0))w0Tuθ‖2 = O(h∞)‖Tuθ‖2. (1.2.39)

Il reste alors très peu de travail pour établir le théorème.

1.2.2 Application à l’étude des résidus de l’amplitude de diffusion

On suppose dans cette section que P (h) est un opérateur de Schrödinger P (h) = −h2∆+V (x)
où le potentiel V (x) vérifie l’hypothèse 2. En particulier, l’amplitude de diffusion f(ω, ω′λ, h)
est bien définie et possède un prolongement méromorphe à un voisinage conique de l’axe réel
dont les pôles sont les résonances de P (h). De plus la multiplicité de chaque pôle est exactement
la multiplicité de la résonance.

Dans cette section, nous supposerons que z0(h) est une résonance simple de P telle que
Re z0 ∈ [E0 − ǫ, E0 + ǫ] et 0 < − Im z0 < Ch ln(1/h). L’amplitude de diffusion peut donc s’écrire
sous la forme (1.1.11).

Définition 1.2.6 On dit que ω ∈ S
n−1 est une direction entrante (resp. direction sortante)

pour l’énergie E0 s’il existe ǫ, R > 0 et W ⊂ S
n−1 voisinage de ω, tels que pour tout (x, ξ) ∈

p−1([E0 − ǫ, E0 + ǫ]),

|x| ≥ R et
ξ

|ξ| ∈W =⇒ lim
t→−∞

exp(tHp0)(x, ξ) = ∞. (1.2.40)

(resp. lim exp(tHp0)(x, ξ) = ∞ lorsque t→ +∞)

Pour θ ≥ C|Im z0| avec C > 0 assez grand, on rappelle que Πθ désigne le projecteur spectral
associé à la résonance z0 défini en (1.2.9).

Théorème 1.2.7 Soient E0 > 0 et ω, ω′ ∈ Sn−1 tels que ω 6= ω′. Si ω est une direction sortante
ou si ω′ est une direction entrante, alors il existe ǫ, C ′ > 0 tels que pour tout résonance simple
z0 ∈ [E0 − ǫ, E0 + ǫ] − i[0, θ/C ′] avec h/C < θ < Ch ln(1/h), C > 0 on a

T res(ω, ω′, h) = O(h∞)‖Πθ‖. (1.2.41)

La preuve de ce résultat est très simple. Pour alléger les notations, on supposera que V ∈
C∞

0 (Rn). Dans ce cas, on a vu que le résidu T res s’écrit

T res(ω, ω′, h) = 〈[h2∆, χ1]uθ, e
−ih−1〈x,ω′〉〉〈vθ, [h

2∆, χ2]e
ih−1〈x,ω〉〉. (1.2.42)

où vθ est solution de (P−θ − z0)vθ = 0.

Supposons que ω′ est entrante. Soit W comme dans la définition 1.2.6 et soit R0 > 0 tel que
supp(χ′

1) ⊂ {2R0 < |x| < 3R0}. Soit w ∈ S2n(1) telle que suppw ⊂ p−1([E0 − ǫ, E0 + ǫ])∩ { ξ
|ξ| ∈

W}∩{R0 < |x| < 4R0} et w = 1 sur p−1([E0 − ǫ/2, E0 + ǫ/2])∩{ ξ
|ξ| ∈W ′}∩{2R0 < |x| < 3R0}
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où ω′ ∈W ′ ⊂⊂W . Comme ω′ est entrante et supp(w) est compact, alors il existe T > 0 tel que
exp(−THp0)(supp(w)) est contenu dans un cône rentrant Γ−(R, ǫ, σ), σ < 0. Or,

T res(ω, ω′;h) = 〈[h2∆, χ1] Oph(w)uθ, e
−ih−1〈x,ω′〉〉〈vθ, [h

2∆, χ2]e
ih−1〈x,ω〉〉 + O(h∞)‖Πθ‖

(1.2.43)
et on déduit donc du Théorème 1.2.2 que

T res(ω, ω′;h) = O(h∞)‖Πθ‖. (1.2.44)

Remarque 1.2.8 Dans le cas général où V est à courte portée, la formule (1.2.42) n’est plus
valable et il faut utiliser une formule de représentation de la matrice de diffusion due à Isozaki
et Kitada.

1.2.3 Estimation des projecteurs spectraux

Pour être complètes, les estimations microlocales des états résonnants que nous avons données
nécessitent une estimation a priori des projecteurs spectraux Πθ. En effet, contrairement au cas
d’un opérateur autoadjoint, les projecteurs spectraux ne sont pas nécessairement de norme 1.
Leur norme dépend donc de h et rien n’assure a priori qu’elle reste contrôlée. On donne dans
cette partie quelques exemples où c’est le cas.

Cas de résonances à distance hM

On considère ici le cas où z0 est une résonance de P (h) proche de l’axe réel et isolée des
autres résonances.

Proposition 1.2.9 Soient V ∈ C∞
0 (Rn), E0 > 0 et C > 0. Il existe M1 > 0 assez grand et

h0 > 0 tels que : si z0 est une résonance simple de P (h) vérifiant Res(P ) ∩D(E0, h
M1) = {z0}

et |Im z0| ≤ ChM2 avec M2 ≥M1 + 2n+ 2, alors

‖Πθ‖ = O(1)

uniformément par rapport à h ∈]0, h0] et h/C < θ < Ch log(1/h).

Preuve. Partant de la définition (1.2.9), il s’agit d’obtenir des estimations convenables de la
résolvante tordue (Pθ − z)−1 sur le contour ∂D ⊂ C. Le point de départ est le principe du
maximum semiclassique (c.f. [TZ98, TZ00], [Ste01]) dont on rappelle une version ici :

Lemme 1.2.10 [Stefanov] Soient k, n♯ > fixés. Pour h ∈]0, 1], soient a(h) < b(h). Supposons
que F (z, h) est une fonction holomorphe de la variable z dans un voisinage de

Ω(h) = [a(h) − 5w(h), b(h) + 5w(h)] + i[−S−(h), S+(h)h−n♯−ǫ], (1.2.45)

avec 0 < S−(h) ≤ S+(h) ≤ w(h)h
3
2
n♯+2ǫ, ǫ > 0 et w(h) → 0 lorsque h → 0. Supposons en outre

qu’il existe une fonction h 7→M(h) telle que limh→0M(h) = +∞ et telle que F (z, h) vérifie les
inégalités suivantes :

|F (z, h)| ≤ CeCh−n♯
ln(1/h) sur Ω(h)

|F (z, h)| ≤M(h) sur [a(h) − 5w(h), b(h) + 5w(h)] − iS−(h).
(1.2.46)

Alors, il existe h0 > 0 tel que pour tout h ∈]0, h0], on a

|F (z, h)| ≤ 2e3M(h), ∀z ∈ [a(h) − w(h), b(h) + w(h)] + i[−S−(h), S+(h)h−n♯−ǫ]. (1.2.47)
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Afin d’appliquer ce lemme, on a besoin d’estimations exponentielles de la résolvante dans le
plan complexe. On utilise pour cela une légère modification d’un Lemme de Tang et Zworski
[TZ98, TZ00] au cas où l’angle de la dilatation dépend de h.

Lemme 1.2.11 Soit C > 0. Supposons que h/C < θ < Ch log(1/h) et soit Ω ⊂ C un domaine
simplement connexe et relativement compact. Pour E ∈ [E0 − ǫ, E0 + ǫ], on note Ωθ = E + θΩ.
Soit g(h) une fonction strictement positive telle que g(h) ≪ θ. Alors, il existe C2 > 0 tel que

∀z ∈ Ωθ \
⋃

zj∈Res(P )∩Ωθ

D(zj , g(h)), ‖(Pθ − z)−1‖ ≤ C2e
C2h−n log θ

g(h) .

Preuve. Voir [BM04] �

Considérons maintenant la fonction F (z, h) = z−z0(h)
z−z̃0(h)(Pθ − z)−1 où z̃0(h) = z0(h) + 2ihM2 .

C’est une fonction holomorphe sur

Ω(h) = {z ∈ C; |Re z − Re z0| < 2hM1 ,−hM1−n−2 < Im z < hM1}.

De plus, en suivant la preuve de la Proposition 3.1 de [Ste03] avec θ0 = h ln(1/h), on peut
montrer que

‖(Pθ − z)−1‖ ≤ 2

Im z
, (1.2.48)

pour tout z vérifiant Im z > 2e−h−1/3
, ce qui implique ‖F (z, h)‖ ≤ Ch−M1 sur Im z = hM1 . Par

ailleurs, on déduit du Lemme 1.2.11 que ‖F (z, h)‖ ≤ CeCh−n ln(1/h)
sur Ω(h). En combinant ces

deux estimations et le Lemme 1.2.10, on obtient

‖F (z, h)‖ ≤ Ch−M1 sur Ω̃(h),

avec Ω̃(h) = {z ∈ C; |Re z−Re z0| < hM1 ,−2hM1 < Im z < hM1}. En particulier, (2h)−M1‖Πθ‖ ≤
1

|z0−z̃0|‖Πθ‖ = ‖F (z0, h)‖ ≤ Ch−M1 ce qui achève la preuve. �

Estimations en dimension 1

Supposons que V est un potentiel de courte portée, holomorphe dans le domaine {z ∈
C, | Im z| < c〈Re z〉}. Supposons en outre, qu’il existe xc ∈ R tel que V a un maximum non
dégénéré V (xc) = E0. Pour δ > 0, notons ΩE0,δ = D(E0, δ). Il suit des travaux de Fujié-Ramond
[FR98] que pour tout ǫ > 0, les résonance de P (h) dans ΩE0,ǫθ sont de la forme

zj = E0 +
S0 − (2j + 1)πh + ih ln(2)

K ln(h)
+ O(h/ ln(h)2), (1.2.49)

où j ∈ Z et S0, K sont des constantes fixes. Pour j ∈ Z, on note Πθ,j le projecteur associé à la
résonance zj .

Proposition 1.2.12 Soit j ∈ Z. Il existe h0 > 0 et N0 > 0 tels que pour tout N ≥ N0, il existe
M > 0 tel que

∀h ∈]0, h0], Πθ,j = O(h−M ), (1.2.50)

avec θ = Nh.
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Preuve. En utilisant la forme explicite des résonances, la preuve se ramène à montrer le lemme
général suivant :

Lemme 1.2.13 Supposons que P (h) est un opérateur différentiel sur R vérifiant les hypothèses
(1.2.4) à (1.2.8). Supposons que les points critiques de p0(x, ξ) sur la surface d’énergie E0 sont
non-dégénérés. Alors, il existe N0 > 0, h0 > 0 et ǫ0 > 0 tels que pour tout N ≥ N0, ǫ ∈]0, ǫ0], il
existe M > 0, tel que pour E ∈ [E0 − ǫ, E0 + ǫ] et pour θ = Nh on a

∀h ∈]0, h0], ‖(Pθ − z)−1‖ = O(h−M )
∏

zj∈Res(P )∩ΩE,ǫθ

θ

|z − zj |
, (1.2.51)

où z ∈ ΩE,ǫθ/2 avec ΩE,δ = E +D(0, δ).

Preuve du Lemme : Il s’agit d’une adaptation du Lemme 1 de Tang et Zworski [TZ98] au
cas de domaines de taille variable avec h. On dilate ici d’un angle θ = Nh avec N >> 1. En
utilisant les travaux de Bony [Bon01, Bon02], on construit un opérateur K tel que

n := rang(K) = O(ln(1/θ))

‖K‖ = O(1)

‖(Pθ − θK − z)−1‖ = O(1/θ)

(1.2.52)

pour tout z tel que |Re(z) − E| < ǫ et Im(z) ≥ −ǫθ, avec ǫ > 0 petit. En posant un problème
de Grushin convenable et en utilisant le fait que n = O(ln(1/h)), on montre alors que

‖(Pθ − z)−1‖ = O(h−M )|det(E−+(z))|−1 (1.2.53)

où E−+(z) est une matrice n×n telle que les zéros de det(E−+(z)) sont exactement les résonances
de P (h). On conclut alors en suivant les arguments de Sjöstrand [Sjö97]. �

On conclut cette section en remarquant que les estimations du Lemme 1.2.13 ont de nom-
breuses applications. Par exemple, elles ont été utilisées par Bony et Häffner [BH08] dans l’étude
du propagateur pour l’équation des ondes en métrique de DeSitter-Schwartzchild. De telles es-
timations ont récemment été généralisées au cas de résonances engendrées par un maximum du
potentiel en dimension quelconque par Bony-Fujiié, Ramond et Zerzeri (c.f. [BFRZ], Théorème
3.1).

1.3 Equation de Schrödinger avec champ magnétique

Nous décrivons ici les résultats obtenus dans [Mic05a] et [Mic05c] sur l’équation de Schrödin-
ger avec champ magnétique constant (voir aussi [Mic05b] pour une présentation synthétique).

Considérons l’équation de Schrödinger avec champ magnétique constant en dimension n ≥ 3 :

i∂tψ = H(b)ψ,

où H(b) = H0(b) + bγV avec V ∈ L∞(Rn), γ ∈ {0, 1} et

H0 =

(
i
∂

∂x
+
b

2
y

)2

+

(
i
∂

∂y
− b

2
x

)2

− ∆z.

Ici, x ∈ R, y ∈ R, z ∈ R
n−2 et ∆z est le l’opérateur de Laplace sur R

n−2
z . On supposera que Une

partie des résultats présentés a été démontrée dans le cas plus général d’un champ magnétique
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de rang 2d avec d ≥ 1 (c.f. [Mic05a]), mais afin d’alléger l’exposé des résultats, on suppose ici
d = 1. Dans toute la suite, on notera X = (x, y, z) = (x′, z) ∈ R

n avec x′ = (x, y) ∈ R
2. Si le

potentiel V satisfait des hypothèses convenables, il est bien connu (c.f. [AHS78]) que l’opérateur
de Scattering S = S(b) : L2(Rn) → L2(Rn) associé à la paire (H0,H) est bien défini. On cherche
ici à décrire le comportement de S(b) lorsque le paramètre b tend vers l’infini. Selon la valeur de
γ = 0 ou 1, le régime considéré sera du type ”hautes énergies” ou du type semiclassique. Dans
tous les cas, la première étape dans l’analyse de S(b), consiste à définir une notion d’amplitude
de diffusion et à en donner une formule en fonction de la résolvante (dans l’esprit de 1.2.1). Pour
α ∈ R, on note

L∞
α,mg = {v : R

n → R, 〈z〉αv ∈ L∞(Rn)} (1.3.1)

et

L2
α,mg = {v : R

n → R, 〈z〉αv ∈ L2(Rn)} (1.3.2)

On notera ‖u‖L∞

α,mg
= ‖〈z〉αu‖L∞(Rn) et ‖u‖L2

α,mg
= ‖〈z〉αu‖L2(Rn) les normes naturelles sur ces

espaces. Dans toute la suite, on supposera que V satisfait l’hypothèse suivante :

Hypothèse 1 Il existe α > 1, V∞ ∈ L∞
α,mg(R

n−2) et W ∈ L∞
α,mg(R

n) tels que

V (x, y, z) = V∞(z) +W (x, y, z)

V∞ ≥ 0

lim sup
|X|→∞

W (X) = 0.
(1.3.3)

Sous cette hypothèse, l’opérateur de multiplication par V est H0-borné de borne relative
égale à 0. Par suite, H est autoadjoint avec domaine D(H0) = {u ∈ L2, H0 u ∈ L2}( c.f. [RD01],
[AHS78]). De plus l’opérateur de diffusion associé à la paire (H0,H0 +V ) est bien défini (c.f.
Théorème 4.1 de [AHS78]) et la matrice de diffusion peut être définie via la représentation
spectrale de H0. Plus précisément, notons

Ĥ0 =

(
i
∂

∂x
+
b

2
y

)2

+

(
i
∂

∂y
− b

2
x

)2

(1.3.4)

l’opérateur de Schrödinger avec champ magnétique constant sur L2(R2). Il est bien connu que
le spectre de Ĥ0 est purement ponctuel (c.f. [AHS78], [RD01]) et donné par la suite des niveaux
de Landau L = σ(Ĥ0) = σpp(Ĥ0) = {bΛq, q ∈ N

∗}, où Λq = 2q − 1, ∀q ∈ N
∗. On note

Π̃q : L2(R2) → L2(R2) le projecteur sur le sous espace propre associé à bΛq, et l’on définit

L2
α(Rn−2

z ) = {f ∈ D′(Rn−2
z ); 〈z〉αf ∈ L2(Rn−2

z )}

où 〈z〉 = (1 + |z|2)1/2. On note H l’espace défini par H = C
2 si n = 3 et H = L2(Sn−3) si n ≥ 4.

Pour E > 0, on introduit l’application F̃0(E) : L2
α(Rn−2

z ) → H définie par

F̃0(E)ϕ =
E−1/4

√
4π

(∫

R

e−i
√

Ezϕ(z)dz,

∫

R

ei
√

Ezϕ(z)dz

)

si n = 3 et

F̃0(E)ϕ(ξ) =
E

n−4
4

√
2(2π)

n−2
2

∫

Rn−2

e−i
√

E〈z,ξ〉ϕ(z)dz,
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si n ≥ 4. Pour E > bΛ1 = b, on introduit

F0(E) : L2(R2
x,y, L

2
α(Rn−2

z )) → L2(R2
x,y,H)

ϕ 7→
∑

bΛq≤E

Π̃q ⊗ F̃0(E − bΛq)ϕ

et en toute dimension, on définit

F : L2(Rn) → L2(]b,+∞[, L2(R2,H), dE)

par Fϕ(E) = F0(E)ϕ. Pour ϕ ∈ L2(Rn), F0(E)ϕ a un sens en tant que fonction L2 de la
variable E. L’opérateur F est un isomorphisme unitaire et

• F H0 F∗ est l’opérateur de multiplication par E sur L2(]b,+∞[, L2(R2,H), dE)

• pour tout t > 0, FS(b)F∗ et eitF H0 F∗

commutent.

En invoquant à nouveau le Théorème XIII.84 de [RS78], on montre qu’il existe une fonction
E 7→ S(E, b) appartenant à L∞(]b,+∞[,L(L2(R2),H)) telle que

∀ϕ ∈ L2(Rn), (FS(b)ϕ)(E) = S(E, b)(Fϕ)(E).

Pour E > 0, S(E, b) est appelée matrice de diffusion. Dans le cas n = 3 c’est effectivement une
matrice dont les coefficients sont des opérateurs bornés sur L2(R2). Si n ≥ 4, c’est un opérateur
sur L2(R2 × S

n−3).
Nous aimerions conclure cette section en soulignant qu’il y existe très peu de travaux sur

l’amplitude de diffusion en présence de champ magnétique fort. Dans le cas où le potentiel
magnétique A(x) est de longue portée, il existe des travaux de Nicoleau décrivant l’amplitude
de diffusion à haute énergie [Nic97].

Dans le cas d’un champ magnétique constant, les seuls travaux sont à notre connaissance
ceux de Kostrykin-Kvitsinsky-Merkuriev [KKM95]. Dans cet article les auteurs étudient des
amplitudes de diffusion partielles près des niveaux de Landau (b étant fixé) sous des hypothèses
de symétrie sur le potentiel V .

Enfin, nous aimerions mentionner les travaux récents travaux de Bony, Bruneau, Dimassi,
Petkov, Pusnhnitky, Raikov (c.f. [BBR07], [BPR04], [BR04] [BD07]) autour de la fonction de
décalage spectral et de la théorie des résonances.

1.3.1 Principe d’absorption limite et représentation de la matrice de diffusion

Le premier résultat démontré dans [Mic05a] donne une formule explicite de la matrice de
diffusion en terme de fonctions propres généralisées. Etant donnés deux espaces de Banach
B1, B2, on notera L(B1, B2) l’espace des opérateurs linéaires bornés de B1 dans B2. Lorsque
B1 = B2 on note simplement L(B1).

Théorème 1.3.1 Supposons que l’hypothèse 1 est satisfaite et notons σpp(H) le spectre ponctuel
de H. Alors, pour tout E ∈]bΛ1,+∞[\(L ∪ σpp(H)), on a

S(E, b) − Id = −2iπbγF0(E)V (X)F0(E)∗ + 2iπb2γF0(E)V (X)R(E + i0)V (X)F0(E)∗, (1.3.5)

où la limite
R(E + i0) = lim

µ→0+
(H−E − iµ)−1

existe dans l’espace L(L2
α,mg(R

n), L2
−α,mg(R

n)) pour α > 1/2.
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Remarque 1.3.2 Supposons qu’il existe R > 0 tel que pour tout z ∈ R
n−2 vérifiant |z| ≥ R

on ait V (., z) = 0. Soient χ1, χ2 ∈ C∞
0 (Rn−2) égale à 1 sur B(0, R) et telles que χ1 = 1 sur le

support de χ2. En faisant quelques intégrations par parties, on déduit facilement du théorème
1.3.1, la formule de représentation suivante :

S(E, b) = −2iπF0(E)[∆z, χ1]R(E + i0)[∆z , χ2]F0(E)∗ (1.3.6)

A partir de ces formules, un calcul direct permet d’obtenir le résultat suivant :

Corollaire 1.3.3 Pour E ∈]bΛ1,+∞[\(L ∪ σpp(H)), T (E, b) := S(E, b) − Id possède un noyau

(ω, ω′) ∈ Sn−3 × Sn−3 → T (ω, ω′, E, b) ∈ L(L2(R2))

qui est régulier sur Sn−3 × Sn−3. On appellera ce noyau amplitude de diffusion de la paire
(H0,H).

Donnons rapidement les idées de la preuve du Théorème 1.3.1. Ici, le paramètre b est fixé.

On le supposera donc égal à 1 afin d’alléger les notations. Notons ∂Ẽ0
∂λ : L2(Rn−2) → L2(Rn−2) la

résolution spectrale du Laplacien −∆z sur R
n−2. Alors la résolution spectrale de H0 est donnée

par
∂E0

∂λ
=
∑

Λq≤λ

Π̃q ⊗
∂Ẽ0

∂λ
(λ− Λq) (1.3.7)

Par ailleurs, il est bien connu que ∂Ẽ0
∂λ = F̃0(λ)∗F̃0(λ), de sorte que

∂E0

∂λ
= F0(λ)∗F0(λ) (1.3.8)

Pour λ ∈ C \R, on note R0(λ) = (H0 −λ)−1 et R(λ) = (H−λ)−1. On note σpp(H) le spectre
ponctuel de H. Le point clef de la preuve est l’obtention d’un principe d’absorption limite (on
introduit à nouveau le paramètre b afin de disposer d’un énoncé utilisable par la suite) :

Proposition 1.3.4 Les assertions suivantes sont vraies :

i) Supposons que λ ∈]bΛ1,+∞[\L et soit α > 1/2 , alors la limite suivante existe dans
l’espace des opérateurs bornés L(L2

α,mg(R
n), L2

−α,mg(R
n))

R0(λ± i0) = lim
µ→0+

R0(λ± iµ) (1.3.9)

ii) Supposons que l’hypothèse 1 est vérifiée et que λ ∈]bΛ1,+∞[\(L∪ (σpp(H)), alors a limite
suivante existe dans l’espace L(L2

α,mg(R
n), L2

−α,mg(R
n)) pour tout α > 1/2

R(λ± i0) = lim
µ→0+

R(λ± iµ) (1.3.10)

Preuve de la proposition On prend b = 1. La preuve de i) est une conséquence directe de
propriétés similaires pour le Laplacien libre. Afin de démontrer ii), on introduit pour λ, µ ∈ R,
µ > 0 la résolvante

R∞(λ± iµ) = (H0 + V∞ − (λ± iµ))−1.

Comme V∞ commute avec les projecteurs Π̃q, on a

R∞(λ± iµ) =
∑

q∈N∗

Π̃q ⊗ (−∆z + V∞ − (λ± iµ− bΛq))
−1

=
∑

Λq≤λ

Π̃q ⊗ (−∆z + V∞ − (λ± iµ− bΛq))
−1 +W (λ± iµ).

(1.3.11)
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Comme V∞ ≥ 0, on a ‖W (λ ± iµ) −W (λ ± iµ′)‖L2→L2 ≤ C|µ− µ′|. Par ailleurs, comme V∞

est positif et de courte portée, alors σpp(−∆z +V∞) = ∅ et l’on déduit du principe d’absorption
limite pour le Laplacien que

R∞(λ± i0) = lim
µ→0+

R∞(λ± iµ) (1.3.12)

existe dans L(L2
α,mg(R

n), (L2
−α,mg(R

n)) pour tout α > 1/2.
Pour Imλ > 0 on écrit ensuite R(λ) = R∞(λ)(Id + WR∞(λ))−1. D’après le Théorème de

Fredholm analytique, il suffit de monter que pour tout Imλ ≥ 0, λ /∈ L, l’opérateur K(λ) =
WR∞(λ) est compact de L2

α,mg(R
n) dans L2

−α,mg(R
n) pour un certain α > 1/2.

On écrit, K(λ) = WR0(λ)(Id + V∞R0(λ))−1. Or, le principe d’absorption limite pour R∞

montre que (Id + V∞R0(λ))−1 peut être prolongé à {Imλ > 0} ∪ (]Λ1,∞[\L) en un opérateur
borné de L2

α,mg(R
n) dans L2

α,mg(R
n), pourvu que α soit proche de 1/2. Par suite, il reste juste

à montrer que l’opérateur WR0(λ) est compact de L2
α,mg(R

n) dans L2
−α,mg(R

n). Ceci découle
directement de l’inégalité diamagnétique (c.f. [AHS78]) et des injections de Sobolev. �

Revenons maintenant à la preuve du Théorème.
Une fois établi le principe d’absorption limite, la formule (1.3.5) s’obtient de façon quasi

automatique. On rappelle brièvement les grandes lignes de la preuve. En utilisant à nouveau la
théorie spectrale du Laplacien libre, on montre que pour tout λ ∈]bΛ1,∞[\L, on a

R0(λ+ i0) −R0(λ− i0) = 2iπF0(λ)∗F0(λ) (1.3.13)

Par ailleurs, si l’on note W± les opérateurs d’onde pour la paire (H0,H) et S la matrice de
diffusion, on a

〈(S − Id)f, g〉 = −
∫ +∞

−∞
〈eitHV e−itH0f,W+g〉dt

W+ − Id = i

∫ +∞

0
eiσHV e−iσH0dσ

(1.3.14)

En combinant ces expressions avec l’identité eiσH0 =
∫∞
Λ1
eiλσF0(λ)∗F0(λ)dλ et en travaillant

comme dans [IK85], on obtient le résultat annoncé.
Nous allons maintenant étudier le comportement de la matrice de diffusion lorsque b tend

vers l’infini. Dans un premier temps on s’intéressera au cas où le champ magnétique domine le
potentiel électrique et on supposera γ = 0. On considérera ensuite le cas γ = 1, qui décrit la
situation d’un champ magnétique et d’un potentiel électrique de même intensité.

1.3.2 Asymptotiques lorsque le champ magnétique domine le potentiel électrique

Dans toute cette section, on suppose que γ = 0. Pour V ∈ S ′(Rn), on notera V̂ z la trans-
formée de Fourier partielle dans la variable z ∈ R

n−2 de V . On introduit deux nouvelles hy-
pothèses sur le potentiel V .

Hypothèse 2 On suppose que le potentiel V ∈ L∞
ρ,mg(R

n) pour un certain ρ > n − 2 et V̂ z ∈
L∞

r,mg(R
n) pour un certain r > 0.

Hypothèse 3 On suppose que V̂ z ∈ C1(Rn) et que supX∈Rn |∇X V̂
z(X)| <∞.

Dans la suite, on notera L̃ = b−1
L = 2N + 1.

Théorème 1.3.5 Supposons que les hypothèses 1 et 2 sont satisfaites.
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i) Soit q1 ∈ N
∗ et λ = λ(b) ∈]bΛq1, bΛq1+1[. On note δ = dist(λ,L), Eq = Eq(λ, b) =

(λ− bΛq)
1
2 et on suppose que δ > ‖V ‖L∞

ρ,mg
. Alors, il existe C > 0 tel que

sup
ω,ω′∈Sn−3

‖T (ω, ω′, λ, b) +
i

2(2π)n−1

q1∑

q=1

En−4
q Π̃qV̂

z(x, y,Eq(ω − ω′))Π̃q‖L2→L2

≤ Cδ
n−4−min(1,r)

2

(1.3.15)

ii) On suppose en plus que l’hypothèse 3 est vérifiée. Soit E ∈]Λ1,∞[\L̃ et ∆ ⊂ R un intervalle
borné. Alors, il existe C > 0 tel que pour b assez grand on ait

sup
ω,ω′∈Sn−3,λ∈∆

‖T (ω, ω′, Eb+ λ, b) +
ib(n−4)/2

2(2π)n−1

∑

Λq≤E
βn−4

q V̂ z(x, y, βq(ω − ω′))Π̃q‖L2→L2

≤ Cb
n−4−min(1,r)

2

(1.3.16)

avec βq = (E − Λq)
1
2 .

On peut aussi utiliser la formule de représentation du Théorème 1.3.1 pour étudier la phase
de diffusion s(λ, b) associée à la paire (H0,H). Rappelons brièvement sa construction. Supposons
que l’opérateur T (λ, b) = S(λ, b) − Id est de classe trace. Alors, le déterminant det(I + T (λ, b))
est bien défini. De plus, S(λ, b) étant unitaire, c’est un nombre complexe de module 1. La phase
de diffusion s(λ, b) est le nombre réel défini modulo 1 par

det(S(λ, b)) = e−2iπs(λ,b) (1.3.17)

Supposons maintenant que pour b assez grand, on a ‖T (λ, b)‖ ≤ c < 1 uniformément par
rapport à λ. Alors, la phase de diffusion peut être définie de façon unique par le procédé suivant.
Considérons la fonction f : [0, 1] → C définie par

f(σ) = det(Id+ σT (λ, b)), ∀σ ∈ [0, 1] (1.3.18)

Comme ‖T‖ < 1, alors Id + σT est inversible et la fonction f ne s’annule pas. Par suite, la
fonction ln(f) telle que ln(f)(0) = 0 est uniquement déterminée, de sorte que s(λ, b) = ln(f(1))
est bien définie. De plus, par construction, on a :

2iπs(λ, b) =

∫ 1

0

d

dσ
ln(det(Id+ σT (λ, b))dσ =

∫ 1

0
tr(T (λ, b)(Id + σT (λ, b))−1dσ. (1.3.19)

Cette formule nous servira dans l’étude asymptotique b → ∞ de la phase de diffusion. Avant
d’énoncer notre résultat, rappelons le lien entre la phase de diffusion et la fonction de décalage
spectral ξ(λ, b). Supposons que la différence (H + λ0)

−γ − (H0 + λ0)
−γ est de classe trace pour

des λ0, γ0 > 0 assez grands. Alors, la fonction de décalage spectral peut être définie comme
l’unique distribution (en λ) telle que

〈ξ′(., b), f〉D′,D = tr(f(H) − f(H0)) (1.3.20)

et ξ(λ, b) = 0 sous le spectre essentiel de H. De plus, on sait d’après la théorie de Birman-
Krein que det(S(λ, b)) = e−2iπξ(λ,b) de sorte qu’il existe une fonction c(λ, b) à valeurs dans Z

telle que ξ = s+ c. Dans [BPR04], Bruneau, Pushnitsky et Raikov ont étudié le comportement
asymptotique de la fonction de décalage spectral. Le théorème suivant généralise leurs résultats.
De plus, la méthode employée est complètement différente puisque nous passons par la matrice
de diffusion.
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Théorème 1.3.6 Supposons que l’hypothèse 1 est satisfaite et que V ∈ L1(Rn). Soient E ∈
]Λ1,∞[\L̃ et ∆ un intervalle borné de R. Pour b assez grand, on a supλ∈∆ ‖T (Eb+λ)‖ ≤ Cb−

1
2

et

sup
λ∈∆

|s(Eb+ λ, b) + b
n−2

2
mes(Sn−3)

2(2π)n−1

∑

Λq≤E
βn−3

q

∫

Rn

V (x)dx| = O(b
n−3

2 ). (1.3.21)

Si l’on fait des hypothèses supplémentaires sur le potentiel V , on peut montrer que la phase
de diffusion possède un développement asymptotique complet. Dans le théorème suivant, on se
limite au cas de la dimension n = 3 et l’on suppose que le potentiel V est à décroissance rapide
ainsi que ses dérivées.

Théorème 1.3.7 Supposons que V ∈ S(R3). Soit E ∈]Λ1,∞[\L̃ et ∆ un intervalle borné de R.
Il existe une suite de coefficients (aj(λ, E , b))j∈N telle que pour b assez grand, on ait :

sup
λ∈∆

|s(Eb+ λ, b) − b
1
2

∞∑

j=0

aj(λ, E , b)b−j | = O(b−∞). (1.3.22)

De plus, les coefficients aj peuvent être calculés. Si l’on pose γj(E) =
∑

Λq≤E(E − Λq)
− 1

2
−j, on

a :

a0(λ, E , b) = −γ0(E)

4π2

∫

R3

V (x)dx,

a1(λ, E , b) =
γ1(E)

16π2

(
2λ

∫

R3

V (x)dx−
∫

R3

V (x)2dx

) (1.3.23)

Estimation de la résolvante

Le point clef des démonstrations des théorèmes précédents est l’estimation des résolvantes
R0 et R.

Proposition 1.3.8 Soit α > 1
2 . Il existe des constantes C0, C1 > 0 telles que l’on ait les asser-

tions suivantes :

i) Supposons que λ ∈]bΛ1,∞[\L, alors

‖R0(λ± i0)‖L2
α,mg→L2

−α,mg
≤ C0

dist(λ,L)1/2
(1.3.24)

ii) Supposons que l’hypothèse 1 est vérifiée et que α ∈]12 ,
ρ
2 ] . Soient λ ∈]bΛ1,∞[\L tel que

dist(λ,L) > C0‖V ‖L∞

2α,mg
, alors λ /∈ σpp(H) et

‖R(λ± i0)‖L2
α,mg→L2

−α,mg
≤ C1

dist(λ,L)1/2
(1.3.25)

Preuve. Le point i) est une conséquence immédiate des estimations haute énergie bien connues
pour le Laplacien. Pour le point ii), il suffit d’écrire

R(λ± i0) = R0(λ± i0)(Id + V R0(λ± i0))−1 (1.3.26)

et d’utiliser l’estimation de R0 pour montrer que Id+ V R0(λ± i0) est inversible sur L2
α,mg �
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Preuve du Théorème 1.3.5

Soient q1 ∈ N
∗ et λ ∈]bΛq1, bΛq1+1[. En combinant le Théorème 1.3.1 et l’hypothèse 2, pour b

assez grand on peut écrire l’amplitude de diffusion T (ω, ω′, λ, b) sous la forme T = T1 + T2 avec

T1(ω, ω
′, λ, b) = − iπ

(2π)n−2

q1∑

p,q=1

(EqEp)
(n−4)/2Π̃p

(∫

Rn−2

V (x′, z)eiEq〈z,ω′〉−iEp〈z,ω〉dz

)
Π̃q

(1.3.27)
et

T2(ω, ω
′, λ, b) = − iπ

(2π)n−2

q1∑

p,q=1

(EqEp)
(n−4)/2Π̃p

(∫

Rn−2

V (x′, z)eiEq〈z,ω′〉uω(x′, z)dz

)
Π̃q

(1.3.28)

où la fonction uω est donnée par uω = R(λ+ i0)(V eiEp〈.,ω〉) et Eq = (λ− bΛq)
1
2 . La Proposition

1.3.8 permet de montrer facilement que

‖T2(ω, ω
′, λ, b)‖L2(R2)→L2(R2) ≤ Cλ‖V ‖2

L∞
ρ,mg

b−1δ(n−5)/2 ≤ Cδ(n−5)/2 (1.3.29)

Par ailleurs, si p 6= q, l’hypothèse V̂ z ∈ L∞
r,mg permet de montrer facilement que

∫

Rn−2

V (x′, z)eiEq〈z,ω′〉−iEp〈z,ω〉dz ≤ C‖V̂ z‖L∞

r,mg
δ−r/2 (1.3.30)

En combinant ces deux estimations on obtient l’asymptotique (1.3.15).
Pour prouver (1.3.16), il suffit de remplacer λ par Eb+λ dans (1.3.15) et d’utiliser l’estimation

suivante due à Bruneau-Pusnitski-Raikov (Lemme 9.1 de [BPR04]) :

‖(1−Π̃q)V̂
z(., b

1
2βq(ω−ω′))Π̃q‖L2(R2)→L2(R2) ≤ Cqb−1/2 sup

X∈Rn
(|∂xV̂

z(X)|+ |∂y V̂
z(X)|) (1.3.31)

Preuve des Théorèmes 1.3.6 et 1.3.7

On commence par montrer que pour E 6∈ L̃, l’opérateur T (Eb + λ) est de classe trace et
satisfait des estimations convenables. On note S1 l’espace des opérateurs de classe trace sur
R

2×S
n−3 et ‖.‖1 la norme trace correspondante. Comme E 6∈ L̃, alors pour tout intervalle borné

∆ ⊂ R pour tout α > 1/2 et pour b assez grand, on déduit de la Proposition 1.3.8 que

sup
λ∈∆

‖R(Eb+ λ± i0)‖L2
α,mg ,L2

−α,mg
≤ Cb−1/2 (1.3.32)

En utilisant l’identité (1.3.26), on peut développer la résolvante R en puissance de V R0 pour b
grand. En combinant ce développement avec le Théorème 1.3.1, on montre que pour tout L ∈ N,

T (Eb+ λ b) =

L∑

l=0

∑

Λq≤E
Tq,l(Eb+ λ b) +O(‖Tq,L+1(Eb+ λ b)‖1) (1.3.33)

avec

Tq,l(Eb+ λ b) = (−1)l+12iπFq,0(Eb+ λ b)(V (X)R0(Eb+ λ b))lV (X)Fq,0(Eb+ λ b)∗ (1.3.34)

et
Fq,0(E) = Π̃q ⊗ F̃0(E − bΛq), ∀E > bΛq (1.3.35)

En utilisant la Proposition 1.3.8 et la forme explicite du noyau des opérateurs Πq, on montre
le lemme suivant :

34



Lemme 1.3.9 Supposons que V satisfait l’hypothèse 1. Soit E ∈]Λ1,∞[\L̃ et ∆ ⊂ R un inter-
valle borné. Pour b assez grand, on a les estimations suivantes :

i) Pour tout ǫ > 0

sup
λ∈∆

‖Tq,l(Eb+ λ b)‖L2(R2×S3)→L2(R2×S3) ≤ Cb−
3
4
− l

2
+ǫ (1.3.36)

ii) Supposons en plus que V ∈ L1(Rn). Pour b assez grand, T (Eb+ λ b) et Tq,l(Eb+ λ b) sont
de classe trace et

sup
λ∈∆

‖Tq,l(Eb+ λ b)‖1 ≤ Cb
n−2−l

2 , sup
λ∈∆

‖T (Eb+ λ b)‖1 ≤ Cb
n−2

2 (1.3.37)

En combinant ce lemme, la formule (1.3.19) et l’orthogonalité des projecteurs Π̃q, on obtient

2iπs(Eb+ λ b) =
∑

Λq≤E

N∑

k=0

(−1)k

k + 1
tr

(
L∑

l=0

Tq,l(Eb+ λ b)

)k+1

+O(b
n−3−L

2 + b
n−3−N

2 ) (1.3.38)

La fin de la preuve consiste à calculer directement la trace de produits Tq,l1Tq,l2 . . . Tq,lp à partir
d’une formule explicite pour le noyau des opérateurs Tq,l.

1.3.3 Asymptotiques lorsque le champ magnétique et le potentiel électrique

sont de même ordre de grandeur

Les résultats présentés ici ont été publiés dans [Mic05b]. On s’intéresse au cas où le champ
magnétique et le potentiel électrique sont d’intensité comparable. On suppose donc que γ = 1
de sorte que l’Hamiltonien H(b) est donné par H(b) = H0(b) + bV avec

H0 =

(
i
∂

∂x
+
b

2
y

)2

+

(
i
∂

∂y
− b

2
x

)2

− ∆z.

Dans toute la suite, on supposera que V peut s’écrire sous la forme

V (x, y, z) = V∞(z) +W (x, y,w), ∀x, y ∈ R, z ∈ R
n−2 (1.3.39)

avec V∞ ∈ C∞
0 (Rn−2),W ∈ C∞

0 (Rn) et V∞,W ≥ 0.
Sous ces hypothèses, on a vu que l’opérateur de diffusion S(E, b) est défini pour tout E ∈

]bΛ1,∞[\(L ∪ σpp(H(b))). De plus, d’après le Théorème 1.3.1, pour de telles énergies, on a

T (E, b) := S(E, b) − Id = −2iπF0(E)[∆z , χ1]R(E + i0)[∆z , χ2]F0(E)∗ (1.3.40)

où χ1, χ2 ∈ C∞
0 (Rn−2) vérifient V ≺ χ1 ≺ χ2. Dans le cas n = 3 c’est effectivement une matrice

dont les coefficients sont des opérateurs bornés sur L2(R2). Si n ≥ 4, c’est un opérateur sur
L2(R2 × S

n−3) qui possède un noyau

(ω, ω′) ∈ Sn−3 × Sn−3 7→ T (ω, ω′, E, b) ∈ L(L2(R2
x,y))

qui est régulier par rapport à (ω, ω′).
Le but de notre étude est de décrire le comportement de T (ω, ω′, λb, b) lorsque b → ∞, le

niveau d’énergie λ étant fixé dans ]Λ1,∞[\L̃. En particulier la distance entre le niveau d’énergie
λb et les niveaux de Landau bΛq tend vers l’infini. Cependant, en raison du facteur b devant le
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potentiel V , l’opérateur bV R0(λb, b) n’est pas petit lorsque b tend vers l’infini. On n’est donc
plus dans un régime ”haute énergie” mais dans un régime ”semiclassique” comme on le verra
plus loin.

Il est très instructif de commencer par examiner le cas élémentaire suivant. Supposons que
le potentiel V ne dépend que de z (i.e. W = 0). Alors l’opérateur de multiplication par V et les
projecteurs Π̃q commutent. Dans ce cas, en posant h = b−1/2, on déduit de la formule (1.3.40)
et de la définition de F0(E) que

V (x, y, z) = V∞(z) +W (x, y,w), ∀x, y ∈ R, z ∈ R
n−2 (1.3.41)

avec V ∈ C∞
0 (Rn−2),W ∈ C∞

0 (Rn) et V∞,W ≥ 0.

V (x, y, z) = V∞(z) +W (x, y,w), ∀x, y ∈ R, z ∈ R
n−2 (1.3.42)

avec V ∈ C∞
0 (Rn−2),W ∈ C∞

0 (Rn) et V∞,W ≥ 0.

T (ω, ω′, λb, b) =
∑

Λq≤λ

TL(ω, ω′, λ− Λq, h)Π̃q

où TL(ω, ω′, E, h) est l’amplitude de diffusion pour la paire (−h2∆z,−h2∆z + V (z)) à l’énergie
E.

Par ailleurs, il est bien connu depuis les travaux de Vainberg [Văı77] et Robert-Tamura [RT89]
que le comportement de l’amplitude de diffusion au niveau d’énergie E dépend (dans la limite
semiclassique h → 0) de la nature des trajectoires classiques du flot Hamiltonien associé sur la
surface d’énergie E. Lorsque l’énergie E est non-captive, le comportement de TL(ω, ω′, E, h) est
décrit par le Théorème 1.1.2. Lorsqu’il existe des trajectoires captées sur la surface d’énergie
E, la description de l’amplitude de diffusion est possible (c.f. par exemple [Mic05a], [ABR08],
[LBM99]) mais plus compliquée. Ceci nous conduira donc à faire une hypothèse de non capture
pour les niveaux d’énergie λ− Λq.

Revenons au cas général où W n’est pas nécessairement nul. A partir de maintenant, on sup-
pose que λ ∈]Λq0,Λq0+1[ pour un certain q0 ∈ N

∗. Pour (x, y) ∈ R
2, on introduit le symbole (en

la variable (z, ξ)) px,y(z, ξ) = ξ2 +V (x, y, z), ∀(z, ξ) ∈ T ∗
R

n−2 et l’on note t 7→ exp(tHpx,y)(z, ξ)
la solution du système Hamiltonien

Ż = 2Z∗, Ż∗ = −∇zV (x, y, Z) (1.3.43)

avec donnée initiale (z, ξ) en t = 0. Dans toute la suite, on note λq = λ−Λq. On fera l’hypothèse
de non-capture suivante :

Hypothèse 4 Pour tout q = 1, . . . , q0 et pour tout (x, y) ∈ R
2,

lim
|t|→∞

| exp(tHpx,y)(z, ξ)| = +∞

quelque soit (z, ξ) ∈ T ∗
R

n−2 vérifiant ξ2 + V (x, y, z) = λ− Λq.

Il est important de remarquer que si les λq, q = 1, . . . , q0 sont non captifs pour le symbole ξ2+
V∞(z) au sens de [RT89] et si W,∇zW sont suffisamment petits en norme C0 alors l’hypothèse 4
est vérifiée. D’autre part, si l’on suppose que V∞ est identiquement nul, c’est à dire V ∈ C∞

0 (Rn),
alors l’hypothèse 4 ne peut être satisfaite que si supRn |V | < λq0 . C’est pour éviter ce genre
de restrictions que nous étudions des perturbations de potentiels dépendant uniquement de la
variable z.
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Commençons par regarder la dimension n = 3. Dans ce cas la structure des trajectoires
classiques est assez simple et l’hypothèse précédente est suffisante pour énoncer un théorème.
Notons

S(E, b) =

(
S11(E, b) S12(E, b)
S21(E, b) S22(E, b)

)

la matrice de diffusion en dimension 3, avec Sij(E, b) ∈ L(L2(R)). Il est bien connu que
S11(E, b) = S22(E, b) de sorte qu’il suffit d’étudier S11, S12 et S21. Les niveaux d’énergie captifs
en dimension 1 sont décrits dans les travaux de Knauf [Kna99], et l’on déduit de l’hypothèse 4,
qu’il existe q1 ∈ {1, . . . , q0 + 1} tel que :

• pour tout q ∈ {1, . . . , q1 − 1} et pour tout (x, y) ∈ R
2, λq > supz∈R V (x, y, z)

• pour tout q ∈ {q1, . . . , q0} et pour tout (x, y) ∈ R
2, l’équation V (x, y, z) = λq a exactement

deux solutions αq(x, y) < βq(x, y) et ces solutions ne sont pas des points critiques.
On remarquera que les fonctions αq et βq dépendent de manière régulière de la variable (x, y)

et sont indépendantes de (x, y) lorsque |(x, y)| >> 1 (les supports de V∞,W étant compact.)

Théorème 1.3.10 Supposons que n = 3 et que l’hypothèse 4 est vérifiée. Il existe des symboles
sd,q, rd,q, sa,q, ra,q, se,q, re,q appartenant à la classe S 1

2
(R2, b−1) tels que :

– les coefficients diagonaux de S(λb, b) vérifient les asymptotiques suivantes :

S11(λb, b) =

q1−1∑

q=1

sw
d,q(λ, y/2 − b−1Dx, x/2 − b−1Dy)Π̃q + O(b−∞)

dans L(L2(R2)), avec

sd,q(λ, y, η) = exp(ib1/2

∫ +∞

−∞

√
λq − V (η, y, z) −

√
λqdz) + b−1/2rd,q(λ, y, η).

– les coefficients anti-diagonaux vérifient

S21(λb, b) =

q0∑

q=q1

sw
a,q(λ, y/2 − b−1Dx, x/2 − b−1Dy)Π̃q + O(b−∞)

dans L(L2(R2)), avec

sa,q(λ, y, η) = i exp(2ib1/2(
√
λqαq(η, y) +

∫ αq(η,y)

−∞

√
λq − V (η, y, z) −

√
λqdz))

+ b−1/2ra,q(λ, y, η).

et

S12(λb, b) =

q0∑

q=q1

sw
e,q(λ, y/2 − b−1Dx, x/2 − b−1Dy)Π̃q + O(b−∞)

dans L(L2(R2)), avec

se,q(λ, y, η) = i exp(2ib1/2(
√
λqβq(η, y) −

∫ +∞

βq(η,y)

√
λq − V (η, y, z) −

√
λqdz))

+ b−1/2re,q(λ, y, η)
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Les résultats précédents sont valables sous l’hypothèse que les λq sont non-captifs. Une
généralisation au cas d’énergies captive devrait être possible en utilisant les travaux de Ramond
[Ram96].

Passons maintenant au cas de la dimension n ≥ 4. Nous avons besoin d’une hypothèse
supplémentaire sur le flot classique qui joue le rôle de l’hypothèse ”ω′ régulière pour (λ, ω)” dans
le théorème 1.1.2. Soient ω et ω′ fixés dans Sn−3 et tels que ω 6= ω′. On note Υω l’hyperplan
de R

n−2 orthogonal à ω. On note z̃ = (z1, . . . , zn−3) un système de coordonnées dans Υω et
ẑ = z̃+ 0ω ∈ R

n−2. Comme le potentiel V est à support compact dans la variable z, il existe un
compact hors duquel les solutions de (1.3.43) sont des droites. De plus, on voit facilement que
pour tout q = 1, . . . , q0, z̃ ∈ Υω, il existe une unique solution (Zq,∞(t, x, y, z̃, ω), Z∗

q,∞(t, x, y, z̃, ω))
de (1.3.43) telle que pour −t > 0 assez grand, on ait

Zq,∞(t, x, y, z̃, ω) =
√
λqωt+ ẑ.

On remarque au passage que Zq,∞ et Z∗
q,∞ dépendent de (x, y). En l’absence d’ambigüıté, on ne

notera pas cette dépendance afin d’alléger les notations.

Sous l’hypothèse 4, on peut préciser le comportement de ces particules lorsque t → +∞.
En effet, le support de V étant compact par rapport à z, il existe θq,∞(x, y, z̃, ω) ∈ Sn−3 et
rq,∞(x, y, z̃, ω) ∈ R

n−2 tels que pour t > 0 assez grand

Zq,∞(t, x, y, z̃, ω) = 2
√
λqθq,∞(x, y, z̃, ω)t+ rq,∞(x, y, z̃, ω) (1.3.44)

Z∗
q,∞(t, x, y, z̃, ω) =

√
λqθq,∞(x, y, z̃, ω). (1.3.45)

Pour z̃ ∈ Υω, on définit la densité angulaire par

σ̂q(x, y, z̃) = |det(θq,∞, ∂z1θq,∞, . . . , ∂zn−3θq,∞)| (1.3.46)

On introduit l’hypothèse suivante :

Hypothèse 5 On suppose que pour tout q ∈ {1, . . . , q0}, (x, y) ∈ R
2 et z̃ ∈ Υω vérifiant

θq,∞(x, y, z̃) = ω′, on a σ̂q(x, y, z̃) 6= 0.

Lorsque cette hypothèse est vérifiée, on dit que ω′ est régulière par rapport à (λ, ω).

On remarque à nouveau que si W et ∇zW sont assez petits (en nome L∞), l’hypothèse 5 est
satisfaite dès lors que q ∈ {1, . . . , q0}, ω′ est régulier (au sens de la définition 1.1.1) pour tous
les couples (λq, ω) et pour le symbole ξ2 + V∞(z).

Supposons que la direction ω′ est régulière par rapport à ω. Pour tout q ∈ {1, . . . , q0} et
(x, y) ∈ R

2 fixés, on déduit du théorème des fonctions implicites qu’il existe lq = lq(x, y) ∈ N et
z̃q,1(x, y), . . . , z̃q,lq(x, y) ∈ Υω tels que

θq,∞(x, y, z) = ω′ ⇐⇒ z ∈ {z̃q,1, . . . , z̃q,lq}.

Comme W est à support compact, on peut utiliser le théorème d’inversion local comme dans
la Proposition A.1 de [Mic02], pour montrer que la fonction (x, y) 7→ lq(x,y) est constante
sur R

2. De plus, en utilisant le théorème d’inversion locale et en choisissant convenablement
la numérotation, on montre que les fonctions (x, y) 7→ z̃q,j(x, y) sont de classe C∞. Enfin,
comme W est à support compact, ces fonctions sont constantes à l’infini et par conséquent elles
appartiennent à la classe S0(R2).
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Théorème 1.3.11 Supposons que n ≥ 4 et que les directions (ω, ω′) ∈ Sn−3×Sn−3 avec ω 6= ω′

vérifient les hypothèses 4 et 5. Alors λb /∈ σpp(H(b)) et il existe une suite Tq,j(ω, ω
′, λ, b, . , .), q =

1, . . . , q0, j ∈ N de symboles appartenant à la classe S 1
2
(R2, b−1) telle que pour tout N ∈ N,

T (ω, ω′, λb, b) = b
n−3

4

q0∑

q=1

λ
n−3

4
q Tq(ω, ω

′, λb, b)Π̃q + O(b
n−3

4
−N )

dans L(L2(R2)), avec

Tq(ω, ω
′, λb, b) =

N∑

j=0

b−j/2Tw
q,j(ω, ω

′, λ, b, y/2 − b−1Dx, x/2 + b−1Dy).

De plus,

Tq,0(ω, ω
′, λ, b, y, η) = c(n)

lq∑

l=1

σ̂q(η, y, z̃q,l(η, y))
−1/2eib

1/2Sq,l(y,η)−iµq,lπ/2

où c(n) = 1
2e

i(n−3)π/4(2π)−(n−3)/2,

Sq,l(y, η) =

∫ +∞

−∞
(|Z∗

q,∞(t, η, y, z̃q,l(η, y), ω)|2

− V (η, y, Zq,∞(t, η, y, z̃q,l(η, y), ω)) − λ+ Λq)dt

− rq,∞(η, y, z̃q,l(η, y), ω)

et µq,l est l’indice de Maslov de la trajectoire (Zq,∞, Z∗
q,∞)(t, η, y, z̃q,l(η, y), ω) sur la variété

Lagrangienne

{(z, ξ) ∈ T ∗
R

n−2 | z = Zq,∞(t, η, y, z̃, ω), ξ = Z∗
q,∞(t, η, y, z̃, ω)).z̃ ∈ Υq, t ∈ R}

En outre, µq,l ne dépend pas de (y, η).

On remarque qu’en vertu de la forme spéciale des symboles, les opérateurs Tq et Π̃q ci-dessus
commutent. Ce sera encore plus évident au cours de la démonstration, quand après transforma-
tions unitaires, ils agiront sur des variables séparées.

Ce résultat doit être comparé aux résultats obtenus par Vainberg [Văı77] et Robert-Tamura
[RT89] sur l’équation de Schrödinger sans champ magnétique dans la limite semiclassique. Dans
leur situation, la seule variable est z et l’amplitude de diffusion est une fonction dont le terme
principal (quand h→ 0) est donné par la dynamique Hamiltonienne (cf Théorème 1.1.2) . Ici, on
montre que l’amplitude de diffusion est un opérateur pseudo-différentiel dans la variable (x, y)
dont le terme principal est donné par la quantification magnétique (dans la variable (x, y))
du terme dominant de Vainberg, Robert-Tamura pour le potentiel z 7→ V (x, y, z). Dans le cas
V = V∞(z), ceci est en accord avec la discussion précédent le Théorème 1.3.10.

Passons maintenant à la démonstration des théorèmes 1.3.10 et 1.3.11.
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Réduction à un Hamiltonien effectif

On rappelle que λ est fixé dans un intervalle ]Λq0,Λq0+1], pour un certain q0 ∈ N
∗. Dans

cette section, on élimine la partie de l’opérateur correspondant à des énergies trop hautes en
considérant un problème de Grushin convenable. On commence par rappeler que Ĥ0 est conjugué
à un oscillateur harmonique agissant dans la seule variable x. Ceci suggère une conjugaison
naturelle de l’opérateur H(b). Plus précisément, pour f ∈ L2(Rn), on définit

U f(x, y, z) =
b3/4

2π

∫

R2

eiϕb(x,y,x′,y′)f(x′, y′, z)dx′dy′,

avec ϕb(x, y, x
′, y′) = b

2xy + b1/2(y′ − y)x′ − bxy′. Alors U est unitaire de L2(Rn) dans lui même
et

UH(b)U∗ = −∆z + bNx + bV w(b−1Dy + b−1/2Dx, y − b−1/2x, z), (1.3.47)

où Nx = − d2

dx2 +x2 désigne l’oscillateur harmonique dans la variable x. De plus, U est en fait un
opérateur métaplectique associé à une transformation canonique κ dont on calcule facilement
l’inverse.

Si l’on introduit le paramètre semiclassique h = b−1/2 > 0 qui tend vers 0 lorsque b tend vers
l’infini, l’équation (1.3.47) s’écrit

UH(b)U∗ = b(−h2∆z +Nx + V w(h2Dy + hDx, y − hx, z)). (1.3.48)

et on note par ailleurs que cet opérateur a pour domaine D = D(Nx) ⊗ L2(Ry) ⊗H2(Rn−2
z ),où

D(Nx) désigne le domaine de l’oscillateur harmonique. Pour j ∈ N, on note φj ∈ L2(Rx) la
j-ème fonction propre de l’oscillateur harmonique Nxφj = Λjφj telle que ‖φj‖L2(R) = 1. On
définit R− de L2(Rn−1

y,z )q0 dans L2(Rn) par

R−(ϕ1, . . . , ϕq0)(x, y, z) =

q0∑

q=1

ϕq(y, z)φq(x),

et R+ de L2(Rn) sur L2(Rn−1
y,z )q0 par

R+φ = (〈φ, φ1〉L2(Rx), . . . , 〈φ, φq0〉L2(Rx)).

On note Πq = U∗ Π̃q ⊗ Idz U le projecteur sur V ect(φq)⊗L2(Rn−1
y,z ), Π =

∑q0
q=1 Πq et Π̂ = Id−Π.

On a alors
R+R− = Id and R−R+ = Π (1.3.49)

Introduisons maintenant Fq0 = {s ∈ C, Im s ≥ 0 et Re s = λ} et pour s ∈ Fq0 , l’opérateur

P(s) : D × L2(Rn−1)q0 → L2(Rn) × D̃q0 défini par

P(s) =

(
P̃ (h) − s R−
R+ 0

)
, (1.3.50)

avec P̃ (h) = −h2∆z +Nx + V w(h2Dy + hDx, y − hx, z) et D̃ = L2(Ry,H
2(Rn−2

z )). Pour u ∈ D
et v ∈ D̃ on pose

‖u‖D = ‖Nxu‖L2(Rn) +
2∑

j=0

‖(hDz)
ju‖L2(Rn) et ‖v‖ eD =

2∑

j=0

‖(hDz)
jv‖L2(Rn−1

y,z ).

On a alors la proposition suivante, dont la preuve est classique.
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Proposition 1.3.12 Pour s ∈ Fq0 , l’opérateur P(s) est inversible et son inverse E(s) : L2(Rn)×
D̃q0 → D × L2(Rn−1

y,z )q0 vérifie ‖E(s)‖
L2(Rn)× eDq0 ,D×L2(Rn−1

y,z )q0
= O(1) uniformément par rapport

à s ∈ Fq0 et h ∈]0, 1].

On va utiliser ce problème de Grushin pour étudier la résolvante de P̃ (h). Pour s ∈ Fq0 , on
introduit la notation

E(s) =

(
E(s) E+(s)
E−(s) −E±(s)

)
.

Pour s ∈ Fq0∩{Im s > 0}, on a les relations usuelles R+E+(s) = Id, E−R− = Id, ΠE+(s) = R−
et

(P̃ (h) − s)−1 = E(s) + E+(s)E±(s)−1E−(s), (1.3.51)

où E±(s) = R+(P̃ (h) − s)E+ est inversible pour s ∈ Fq0 ∩ {Im s > 0}.
A nouveau, on a la proposition suivante dont la preuve est quasiment algébrique.

Proposition 1.3.13 Supposons que s ∈ Fq0 ∩ {Im s > 0}, alors on a

E(s) = (P̂ (h) − s)−1Π̂

et

E±(s) = R+(P̃ (h) − s)R− −R+P̃ (h)Π̂(P̂ (h) − s)−1Π̂P̃ (h)R−. (1.3.52)

Pour s ∈ Fq0 ∩ {Im s > 0}, on peut multiplier (1.3.51) par R+ à gauche et par R− à droite.
On obtient

R+(P̃ (h) − s)−1R− = E±(s)−1. (1.3.53)

La proposition suivante fournit une description précise de l’hamiltonien effectif E±(s). L’en-
semble S(R2n−2, 〈ξ〉k,L(Cq0)) y désigne les symboles sur R

2n−2 pour la fonction d’ordre 〈ξ〉k, et
à valeur dans l’ensemble des matrices L(Cq0).

Proposition 1.3.14 Supposons que s ∈ Fq0 . Alors, il existe une suite de symboles matriciels
(Ej(y, η, z, ξ, s))j∈N telle que E0 ∈ S(R2n−2, 〈ξ〉2,L(Cq0)), Ej ∈ S(R2n−2, 1,L(Cq0)),∀j ≥ 1 et
pour tout N ∈ N

∗,

E±(s) =

N∑

j=0

hjEw
j (y, h2Dy, z, hDz , s) +RN (h, s),

avec ‖RN (h, s)‖L2(Rn−1
y,z ),L2(Rn−1

y,z ) = O(hN ) uniformément par rapport à s ∈ Fq0. De plus, on a

E0(y, η, z, ξ, s) = diag((ξ2 + V (η, y, z) + Λj − s)j=1,...,q0),

les coefficients diagonaux de E1 sont nuls et pour tout j ≥ 1 les semi-normes des Ej sont bornées
uniformément par rapport à s ∈ Fq0 .

Preuve. La preuve est basée sur un développement de Taylor de

〈Ww(h2Dy + hDx, y − hx, z)φp, φq〉L2(Rx),

les propriétés d’orthogonalité des fonctions φq et la construction d’une paramétrixe de (P̂ (h) −
s)−1. On renvoie à [Mic05c] pour les détails. �
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Estimations de la résolvante

La seconde étape de la preuve consiste à obtenir de bonnes estimations de la résolvante. Le
point clef est la construction d’une fonction de fuite globale pour le symbole px,y ”uniforme en
(x, y).”

Lemme 1.3.15 Supposons que λ vérifie l’hypothèse 4 et soit q ∈ {1, . . . , q0}. Soit K un compact
de ∪(x,y)∈R2p−1

x,y([λq − ǫ, λq + ǫ]). Alors, il existe une fonction Gq(x, y, z, ξ) ∈ C∞
b (R2 × T ∗

R
n−2)

telle que Hpx,yGq ≥ 0 et
∀(x, y) ∈ R

2,∀(z, ξ) ∈ K, Hpx,yGq ≥ 1

Preuve. La preuve repose sur l’existence d’une fonction de fuite globale pour l’opérateur
de Schrödinger pour des énergies non captives [GM88], [GS87]. Il s’agit ici de contrôler la
dépendance par rapport à (x, y) en reprenant la construction de [GM88] . �

Comme corollaire immédiat de cette construction, on déduit l’absence de valeurs propres de
H(b) loin des niveaux de Landau pour b grand.

Corollaire 1.3.16 Supposons que λ vérifie l’hypothèse 4, alors pour b assez grand, λb /∈ σpp(H(b)).

Le résultat principal de cette section affirme qu’à l’instar du cas ou le champ magnétique est
nul, l’hypothèse de non capture conduit à une estimation de la résolvante en O(h−1).

Proposition 1.3.17 Supposons que l’hypothèse 4 est vérifiée, alors

‖E±(λ)−1‖L2
α(Rn−1

y,z )q0 ,L2
−α(Rn−1

y,z )q0 = O(h−1)

pour tout α > 1/2.

Preuve. En utilisant l’existence d’une fonction de fuite globale, on construit un opérateur conjugué
exact pour l’opérateur E±(λ). On peut alors suivre les travaux de Mourre [Mou81] (voir aussi
[Gér90] pour une version semiclassique) pour obtenir l’estimation annoncée. �

Diagonalisation du problème

D’après le corollaire précédent, on sait que pour b suffisamment grand λb n’est pas valeur
propre de H(b). On déduit donc de la discussion suivant le Théorème 1.3.1 que la matrice de
diffusion à l’énergie λb est bien définie et peut s’écrire sous la forme suivante

S(λb, b) − Id = −2iπF0(λb)[∆z , χ1]R(λb+ i0)[∆z , χ2]F0(λb)
∗. (1.3.54)

Par ailleurs, on déduit de (1.3.48) que

R(λb+ i0) = h2 U∗(P̃ (h) − λ− i0)−1 U

où (P̃ (h) − λ− i0)−1 = limµ→0+(P̃ (h) − λ − iµ)−1 existe dans L(L2
α, L

2
−α) pour tout α > 1/2.

En reportant cette expression dans (1.3.54) et en utilisant le fait que U agit seulement dans la
variable (x, y) et que F0(λ) projette sur les niveaux de Landau bΛq ≤ λ, on obtient

T (λb, b) = −2iπh2 U∗ Fh(λ)[∆z , χ1]E±(λ)−1[∆z, χ2]Fh(λ)∗ U, (1.3.55)

où E±(λ)−1 = limµ→0+ E±(λ + iµ)−1 existe dans L((L2
α)q0 , (L2

−α)q0) pour α > 1/2 et Fh(λ) :
L2

α(Rn−1
y,z )q0 → L2(R2

x,y) est définie par Fh(λ) = F0(h
−2λ)R−.

Afin d’analyser finement la résolvante E±(λ)−1, on a besoin de diagonaliser l’opérateur
E±(λ).
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Proposition 1.3.18 Pour tout N0 ∈ N
∗ il existe une transformation unitaire UN0 on L2(Rn−1

y,z )
telle que

T (λb, b) = −2iπh−2U∗U∗
N0

Fh(λ)[h2∆z, χ1]PN0(λ)−1[h2∆z, χ2]Fh(λ)∗UN0U + O(hN0) (1.3.56)

avec

PN0(λ) = diag((pw
q (y, z, h2Dy, hDz , N0) − λq)q=1,...,q0)

et pq(., N0) ∈ S(T ∗
R

n−1, 〈ξ〉2). De plus, pq(y, z, η, ξ,N0) =

N0∑

m=0

hmpq,m(y, z, η, ξ) avec pq,0 =

ξ2 + V (η, y, z), pq,m ∈ S(T ∗Rn−1) pour m ≥ 1 et pq,m à support compact en z.

Preuve. Montrons juste comment éliminer les coefficients non-diagonaux d’ordre h. On part de
la formule (1.3.55) et on cherche UN0 telle que

UN0E±(λ)U∗
N0

= PN0(λ) + hN0RN0(h).

On cherche UN0 sous la forme

UN0 = exp(huw(y, z, h2Dy, hDz))

avec u = (ui,j)i,j=1,...,q0 tel que ui,j ∈ S(T ∗
R

n−1) est à valeurs réelles et ui,j = −uj,i pour tout
i, j. Dans ces conditions, UN0 est clairement unitaire et U∗

N0
= exp(−huw(y, z, h2Dy, hDz)). En

notant

CN0 = UN0E±(λ)U∗
N0
,

et en écrivant le développement de Taylor de la fonction exponentielle, on

CN = Ew
0 (. . .) + h (Ew

1 (. . .) + uw(. . .)Ew
0 (. . .) − Ew

0 (. . .)uw(. . .)) + O(h2), (1.3.57)

où (. . .) = (y, z, h2Dy, hDz). Il s’agit donc de trouver u telle que

Ew
1 (. . .) = Ew

0 (. . .)uw(. . .) − uw(. . .)Ew
0 (. . .) + O(h2).

Un simple calcul matriciel combiné à du calcul symbolique montre qu’on doit résoudre

E0,i,iui,j − ui,jE0,j,j = E1,i,j

pour tout i < j = 1, . . . , q0, où l’on note (Ek,i,j)i,j les coefficients de la matrice Ek. En prenant

ui,j(y, z, η, ξ) =
1

Λi − Λj
E1,i,j(y, z, η, ξ)

pour i 6= j et ui,i = 0 pour i = 1, . . . , q0, on obtient le résultat dans le cas N0 = 2. Pour l’obtenir
à tout ordre, il suffit d’itérer le procédé. �
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Localisation en temps fini

L’idée principale pour achever la preuve est d’écrire la résolvante PN0(λ)−1 à l’aide du pro-
pagateur :

PN0(λ)−1 = ih−1

∫ T

0
e−ih−1tPN0

(λ)dt+ PN0(λ)−1e−ih−1TPN0
(λ), (1.3.58)

On montre ensuite que le second terme du membre de droite est O(h∞) puis on conclut en

approchant le propagateur e−ih−1tPN0
(λ) par la théorie de Maslov sur des intervalles de temps

fini. La première étape consiste donc à montrer que pour T assez grand et pour toute fonction
χ ∈ C∞

0 (Rn−2
z ), l’opérateur χPN0(λ)−1e−ih−1TPN0

(λ)χ est O(h∞) dans L2.

Pour cela, on commence par démontrer un Lemme d’Egorov adapté à notre situation. On
note φt : T ∗

R
n−1 → T ∗

R
n−1 l’application définie par

φt(y, z, η, ξ) = exp(tHpη,y)(z, ξ).

Lemme 1.3.19 Soit ω1, ω2 ∈ S(T ∗
R

n−1) tels que suppω2 ∩ φt(supp(ω1)) = ∅ et ω1 à support
compact, alors

‖ωw
2 (y, z, h2Dy, hDz)e

−ih−1tPN0
(λ)ωw

1 (y, z, h2Dy, hDz)‖−α,α = O(h∞),

pour tout α > 1/2.

Preuve. Comme e−ih−1tPN0
(λ) = diag(e−ih−1t(Pq(h)−λ), q = 1, . . . , q0), il suffit de montrer que

ωw
2 (y, z, h2Dy, hDz)e

−ih−1tPq(h)ωw
1 (y, z, h2Dy, hDz) = O(h∞).

On construit pour cela une paramétrixe de e−ih−1tPq(h)ωw
1 (y, z, h2Dy, hDz)e

ih−1tPq(h) et l’on
cherche F (t) = fw(t, y, z, h2Dy, hDz) solution

ih∂tF (t) = [Pq(h), F (t)] et f|t=0 = ω1. (1.3.59)

En écrivant f sous la forme f =
∑

j≥0 h
jfj et en faisant un peu de calcul symbolique (grâce à

la Proposition 1.3.18), on réduit le problème à la résolution de

i∂tf0 = iHpη,yf0 et f0|t=0 = ω1 (1.3.60)

dont on déduit f0 = ω1 ◦ φt et pour n ≥ 1,

i∂tfn = iHpη,yfn + an(t) et fn|t=0 = 0

pour un certain an construit à partir des fm, m < n. En particulier, an(s) est supporté dans
φ−s(suppω1) de sorte que fn(t) = 1

i

∫ t
0 an(s) ◦ φt−sds est supporté dans φ−t(suppω1). �

En combinant la Proposition 1.3.18 et le Lemme précédent, on montre facilement qu’il existe
T > 0 assez grand tel que

T (λb, b) = 2πh−3

∫ T

0
U∗U∗

N0
Fh(λ)[h2∆z, χ1]e

−ih−1tPN0
(λ)[h2∆z, χ2]Fh(λ)∗UN0Udt+ O(hN0)

(1.3.61)
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Fin de la preuve

On note c0(h) = (1/2)h−(n−1)(2π)−(n−3), Pk(h) = pw
k (y, z, h2Dy, hDz) et

eq,±(z, λ, ω, h) = (λq)
n−4

4 e±ih−1
√

λq〈z,ω〉,

En partant de (1.3.61), on montre que

T (ω, ω′, λb, b) = c0(h)

q0∑

q=1

U∗ fq(ω, ω
′, λ, h) ⊗ Πq U+O(hN0−2), (1.3.62)

avec

fq(ω, ω
′, λ, h) =

q0∑

k=1

∫ T0

0

∫

Rn−2

eq−(z, λ, ω′, h)aw
qk(y, z, h

2Dy, hDz)

e−ih−1t(Pk(h)−λk)bwkq((y, z, h
2Dy, hDz)eq+(z, λ, ω, h)dzdt

(1.3.63)

où aqk, bkq sont des symboles dans la classe S(T ∗
R

n−1). De plus, en utilisant à nouveau le Lemme
d’Egorov, on peut supposer que ces symboles sont supportés (dans la variable z) près des points
d’un compact qui sont situés sur des trajectoires Zq,∞(s, η, y, z̃q,l(η, y), ω) avec s << −1.

La fin de la preuve consiste à construire à z fixé, une approximation de l’opérateur

eih
−1tPk(h)bwqk(y, z, h

2Dy, hDz)eq,+(z, λ, ω, h)

agissant sur L2(Ry) par un opérateur pseudodifférentiel τk,q,l(t, y, z, h
2Dy) dont le symbole appar-

tient à la classe limite S 1
2
(R2

y,η, h
2). Pour ϕ ∈ C∞

0 (Ry) on cherche une solution ψ(t) ∈ L2(Rn−1
y,z )

de l’équation {
(ih∂t − Pk(h))ψ = 0
ψ|t=0 = bwkq(y, z, h

2Dy, hDz)eq+(z, λ, ω, h)ϕ(y).

sous la forme τw
q,k,l(t, y, z, h

2Dy, h)ϕ avec

τq,k,l(t, y, z, η, h) =
∑

j≥0

hjτq,k,l,j(t, y, z, η)e
ih−1Sq,k,l(t,y,z,η)

et τq,k,l,j(t, .), Sq,k,l(t, .) ∈ S(Rn
y,z,η, h

2). En faisant un peu de calcul symbolique dans la classe
S(R2

y,η,L(L2(Rn−2
z )), h2) × S 1

2
(R2

y,η,L(L2(Rn−2
z )), h2), on calcule les symboles τq,k,l,j.

On reporte ensuite l’expression de τk,q,l(t, y, z, h
2Dy) dans (1.3.63) et on conclut par une

méthode de phase stationnaire assez proche de celle de [RT89].
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Chapitre 2

Sur l’équation de Schrödinger

non-linéaire avec champ magnétique

Dans cette partie on décrit les résultats obtenus dans [Mic08] sur le problème de Cauchy
pour l’équation de Schrödinger non-linéaire avec champ magnétique. On se place sur R

n avec
n ≥ 1 et on considère l’équation

i∂tu = HA(t) u− bγf(x, u) (2.0.1)

avec conditions initiales

u|t=t0 = ϕ. (2.0.2)

Ici

HA(t) =

n∑

j=1

(i∂xj − bAj(t, x))
2, t ∈ R, x ∈ R

n

est l’opérateur de Schrödinger dépendant du temps associé au potentiel magnétique A(t, x) =
(A1(t, x), . . . , An(t, x)), b ∈]0,+∞[ est un paramètre quantifiant l’intensité du champ magnétique
et γ ≥ 0. Les hypothèses faites sur le champ magnétique sont les suivantes.

Hypothèse 1 On suppose que la fonction (t, x) 7→ A(t, x) est régulière et qu’elle satisfait les
estimations suivantes :

∀α ∈ N
n sup

(t,x)∈R×Rn

|∂α
x ∂tA| ≤ Cα

∀|α| ≥ 1, sup
(t,x)∈R×Rn

|∂α
xA| ≤ Cα

∃ǫ > 0,∀|α| ≥ 1, sup
(t,x)∈R×Rn

|∂α
xB| ≤ Cα〈x〉−1−ǫ

(2.0.3)

où B(t, x) désigne la matrice définie par Bjk = ∂xjAk − ∂xk
Aj

On remarque que les perturbations à support compact de potentiels magnétiques linéaires
par rapport à x satisfont ces hypothèses.

Sous l’hypothèse 1, le domaine de HA(t) est D(HA(t)) = {u ∈ L2(Rn
x),HA(t) u ∈ L2(Rn

x)}. En
particulier, il ne dépend pas de t. En effet pour tout t, t′ ∈ R on a

HA(t’) = HA(t) +bW (t, t′)(i∇x − bA(t)) + b(i∇x − bA(t))W (t, t′) + b2W (t, t′)2 (2.0.4)
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avec W (t, t′, x) =
∫ t′

t ∂sA(s, x)ds. Pour t et t′ fixés, cette fonction de la variable x est bornée ainsi
que ses dérivées et le contrôle de ces quantités est uniforme par rapport à t et t′ appartenant à
un compact. En fait l’identité précédente montre que l’espace

Hβ
mg(R

n) = {u ∈ L2(Rn), (1 + HA(t))
β/2u ∈ L2(Rn)}

ne dépend pas de t ∈ R. Puisque D(HA(t)) = H2
mg(R

n), il suit immédiatement que le domaine de
HA(t) est indépendant du temps. De plus, les normes naturelles sur cet espace sont équivalentes
et on contrôle la dépendance des constantes par rapport aux paramètres. Plus précisément,
introduisons la quantité mA = sup(t,x)∈R×Rn |∂tA(t, x)| et supposons que β > 0 et T > 0 sont

fixés. Pour tout t, t′ ∈ R vérifiant |t− t′| ≤ b−1T et pour tout u ∈ Hβ
mg, il découle de l’équation

(2.0.4) et de l’hypothèse 1 que

‖(HA(t’) +1)βu‖L2 ≤ (1 + 2mAT +m2
AT

2)β‖(HA(t) +1)βu‖L2 . (2.0.5)

Pour β ∈ N, on pose
‖u‖

Hβ
A(t)

= ‖(i∇x − bA(t))βu‖L2 + ‖u‖L2 . (2.0.6)

Cette norme est équivalente (uniformément par rapport à b) à ‖(1 + HA(t))
β/2u‖L2 . Au regard

de (2.0.5) on définit la norme de Sobolev magnétique par

‖u‖
Hβ

mg
= ‖u‖

Hβ
A(t0)

.

Sous l’hypothèse 1 il est bien connu (voir [Paz83], Th 4.6, p.143 ou [Yaj91]) que pour ϕ ∈
H1

mg, l’équation de Schrödinger linéaire

i∂tu = HA(t) u, u|t=s = ϕ (2.0.7)

possède une unique solution U0(t, s)ϕ. L’opérateur U0(t, s) envoie H1
mg dans lui même, il est

continu de L2 dans L2 et de H1
mg dans H1

mg. De plus U0(t, s) est unitaire sur L2.
Le principal résultat obtenu dans [Mic08] concerne la résolution du problème de Cauchy dans

l’espace d’énergie pour l’équation de Schrödinger non-linéaire associée. Les hypothèses faites sur
la non-linéarité sont les suivantes :

Hypothèse 2 On suppose que f : R
n ×C → C est une fonction mesurable telle que f(x, 0) = 0

presque partout et qu’il existe M ≥ 0, α ∈ [0, 4
n−2 [, (α ∈ [0,∞[ si n = 1, 2) tels que

∀z ∈ C, f(x, z) = (z/|z|)f(x, |z|)
∀z1, z2 ∈ C, |f(x, z1) − f(x, z2)[≤ M(1 + |z1|α + |z2|α)|z1 − z2|

(2.0.8)

pour presque tout x ∈ R
n.

On remarque au passage que ces hypothèses sont fréquentes dans le cas A = 0. En particulier
la seconde hypothèse correspond à une non linéarité sous-critique par rapport à H1.

Introduisons maintenant la fonctionnelle d’énergie associée à cette non linéarité. On définit

F (x, z) =

∫ |z|

0
f(x, s)ds, G(u) =

∫

Rn

F (x, u(x))dx

et pour t ∈ R et u ∈ H1
mg on définit l’énergie

E(b, t, u) =

∫

Rn

1

2
|(i∇x − bA(t, x))u(x)|2dx− bγG(u).
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On voit facilement que l’énergie de toute solution régulière de (2.0.1), (2.0.2), satisfait la loi
d’évolution suivante

E(b, t, u) = E(b, 0, ϕ) − Re

∫ t

0
〈∂sA(s)u(x), (i∇ −A(s))u(s)〉L2ds.

Par suite, l’espace naturel pour résoudre (2.0.1), (2.0.2) semble être H1
mg.

2.1 Sur le problème de Cauchy

Théorème 2.1.1 Supposons que les hypothèses 1 et 2 sont satisfaites et que ϕ ∈ H1
mg. Alors,

il existe Tb, T
b > 0 et un unique u ∈ C(] − Tb, T

b[,H1
mg) ∩ C1(] − Tb, T

b[,H−1
mg) solution de

(2.0.1). De plus, ou bien Tb = ∞ (resp. T b = ∞), ou bien limt→−Tb
‖u(t)‖H1

mg
= ∞ (resp.

limt→T b ‖u(t)‖H1
mg

= ∞) et on a

‖u(t)‖L2 = ‖ϕ‖L2 , (2.1.1)

E(b, t, u) = E(b, 0, ϕ) − Re

∫ t

0
〈∂sA(s)u(x), (i∇ −A(s))u(s)〉L2ds, (2.1.2)

pour tout t ∈] − Tb, T
b[. Enfin, il existe δ > 0 ne dépendant que de α, γ et n tel que pour tout

C > 0, il existe ǫ > 0 tel que pour tout b ≥ 1 et ϕ ∈ H1
mg vérifiant ‖ϕ‖H1

mg
≤ Cb, on a

Tb, T
b ≥ ǫb−δ.

Le problème de Cauchy pour l’équation de Schrödinger non-linéaire a une longue histoire.
En l’absence de champ magnétique, les résultats sont nombreux : voir par exemple [GV79,
GV85] et [CW88]. En présence d’un champ magnétique autonome, le comportement du potentiel
magnétique A(x) lorsque x devient grand joue un rôle important. Lorsque la fonction x 7→ A(x)
est bornée, les espaces H1

mg et H1 cöıncident et le problème de Cauchy peut être résolu dans
H1 en utilisant les techniques de point fixe usuelles. Lorsque le potentiel A n’est pas borné,
l’opérateur de multiplication par A n’est pas continu de H1 dans L2 et il est impossible de
résoudre le problème de Cauchy dans H1.

Pour contourner cette difficulté, certains auteurs travaillent dans l’espace de Sobolev à poids

Σ = {u ∈ H1(Rn), (1 + |x|)u ∈ L2, }

et montrent que le problème de Cauchy y est bien posé (voir par exemple [DB91], [NS05]). En
particulier ils requièrent de la décroissance des données initiales à l’infini. Dans [DB91], cette
décroissance est requise car l’auteur utilise des propriétés dispersives du Laplacien plutôt que
celle de HA. Dans [NS05], l’auteur utilise bien une estimée de Strichartz magnétique mais il
procède par une méthode de point fixe qui n’est pas compatible avec le contexte magnétique et
nécessite de travailler dans des espaces de fonctions décroissantes à l’infini.

Par ailleurs, il existe un résultat de Cazenave et Esteban [CE88] traitant le cas d’un champ
magnétique constant ( c’est à dire A linéaire en x et indépendant du temps). Ce papier est plus
satisfaisant puisqu’il considère le cas de données initiales dans l’espace d’énergie. Néanmoins
leur résultat n’est valable que pour des champs magnétiques constants.

On remarquera que lorsque A n’est pas borné, les espaces H1, H1
mg et Σ sont différents. Tout

d’abord, il est évident que Σ est inclus dans H1 ∩H1
mg. Par ailleurs, il est facile de construire

des exemples où Σ est strictement inclus dans H1
mg. Supposons pour cela qu’on est en dimension

n = 2 et que le potentiel magnétique est donné par A(x, y) = (y, x). Considérons une fonction
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g ∈ H1(R2) telle que |x|g /∈ L2. Alors un simple calcul montre que f(x, y) = g(x, y)e−ixy

appartient à H1
mg \ Σ.

Une fois le problème de Cauchy résolu localement, il est naturel de se demander si les solutions
obtenues sont globales. Dans le cas d’une non-linéarité défocalisante, le Lemme de Gronwall et
la loi d’évolution d’énergie (2.1.2) conduisent au résultat suivant.

Corollaire 2.1.2 Supposons que F (x, z) ≤ 0 pour tout x, z, alors Tb, T
b = +∞.

Si l’on ne suppose pas que la non linéarité a un signe, on peut étudier l’existence globale
de solutions à données initiales petites. Dans [Mic], on étudie le cas d’une non linéarité de type
puissance : f(x, u) = f(u) = |u|2σu, b = 1. On a alors le résultat suivant :

Théorème 2.1.3 Supposons que 0 < σ < 2
n , alors l’équation (2.0.1) possède une unique solu-

tion u dans C0(R,H1
mg) ∩C1(R, L2).

Supposons maintenant que σ = 2
n et que la fonction g(t) = supx∈Rd |∂tA(t, x)| appartient à

L1(Rt). Alors, il existe r0 > 0 tel que pour tout ϕ ∈ H1
mg vérifiant ‖ϕ‖L2 < r0, l’équation (2.0.1)

possède une unique solution u dans C0(R,H1
mg) ∩ C1(R, L2).

2.2 Esquisse de démonstration

Afin d’alléger les notations, on suppose ici b = 1 et on prouve le théorème pour t0 = 0.

2.2.1 Quelques Lemmes préliminaires

On commence par rappeler l’inégalité diamagnétique

Lemme 2.2.1 Soient A ∈ L2
loc(R

n,Rn) et λ, γ > 0. Alors, pour tout u ∈ L2(Rn) et pour presque
tout x ∈ R

n, on a

|(HA + λ)−γu(x)| ≤ ((−∆ + λ)−γ |u|)(x) (2.2.1)

En combinant le Lemme précédent avec les injections de Sobolev usuelles, on montre les injections
de Sobolev magnétiques suivantes :

Lemme 2.2.2 Soient 0 < s < n
2 et ps = 2n

n−2s , alors Hs
A s’injecte continûment dans Lp(Rn)

pour tout p ∈ [2, ps] et il existe C > 0 indépendant de A tel que

‖u‖Lp ≤ C‖u‖Hs
mg

(2.2.2)

Si n = 2 alors, pour tout q > 2, l’injection de H1
mg dans Lq est continue.

Si n = 1 alors H1
mg s’injecte continûment dans L∞ et ‖u‖L∞ ≤ C‖u‖

1
2

H1
mg

‖u‖
1
2

L2 .

2.2.2 Preuve du Théorème 2.1.1

Estimation de Strichartz

La preuve du Théorème 2.1.1 repose sur les estimations de Strichartz prouvées par Yajima
[Yaj91] pour le problème

i∂tu = HA(t) u+ g(t), u|t=s = ϕ (2.2.3)
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Théorème 2.2.3 (Yajima) Soit I un intervalle réel fini, (q, r) et (γj , ρj), j = 1, 2 des réels

tels que r, ρj ∈ [2, 2n
n−2 [, 2

q = n(1
2 − 1

r ) et 2
γj

= n(1
2 − 1

ρj
). Soit gj ∈ Lγ′

j (I, Lρ′j (Rn
x)), j = 1, 2,

où γ′j, ρ
′
j sont les exposants conjugués de γj, ρj . Alors, la solution u de (2.2.3) avec g = g1 + g2

vérifie

‖u‖Lq(I,Lr(Rn
x)) ≤ C(‖g1‖Lγ′

1 (I,Lρ′
1 (Rn

x))
+ ‖g2‖Lγ′

2 (I,Lρ′
2(Rn

x ))
+ ‖ϕ‖L2(Rn)) (2.2.4)

avec une constante C dépendant uniquement de la longueur de I et des constantes Cα de l’hy-
pothèse 1.

Preuve. Dans le cas g = 0, c’est exactement le Théorème 1 de [Yaj91]. Dans la cas général, il
suffit de travailler comme dans la Proposition 2.15 de [BGT04] en utilisant le célèbre Lemme
de Christ et Kiselev [CK01]. Le fait que la constante C dépend seulement des Cα provient des
constructions de Yajima [Yaj91]. �

Il est important de remarquer que le Théorème 2.1.1 n’est pas une conséquence immédiate
des estimations de Strichartz précédentes. En effet, si on essaye d’appliquer une méthode de point
fixe à l’équation (2.0.1), on est confronté à une difficulté majeure lorsqu’on tente de contrôler la
norme de la non linéarité dans l’espace H1

mg. Considérons par exemple le cas où f(u) = |u|2u,
alors

(i∇x −A(t))(|u|2u) = |u|2(i∇x −A(t))(u) + ui∇x(|u2|).
Le premier terme du membre de droite est contrôlé par ‖u‖H1

mg
. Pour ce qui est du second

terme, comme A(t, x) n’est pas borné par rapport à x, il est impossible d’obtenir un contrôle de
i∇x(|u2|) par (i∇x − bA(t))(|u2|).

Pour surmonter cette difficulté, nous avons travaillé comme dans [CW88], [CE88] en appro-
chant la solution de (2.0.1) par les solutions d’une suite d’équations de Schrödinger non-linéaire
dont la non-linéarité est linéaire à l’infini. Le principal outil utilisé par Cazenave et Weissler pour
justifier leur approximation est une loi de conservation de l’énergie. Ici, le potentiel magnétique
dépendant du temps, l’énergie n’est pas conservée. Cependant elle satisfait certaines estimations
qui permettent d’appliquer la même stratégie.

Introduisons maintenant les non-linéarités approchées que nous utiliserons par la suite. On
pose

fm(x, u) = 1l|u|<m f(x, u) + 1l|u|>m f(x,m)
u

m
.

Comme dans [CW88], on peut décomposer f = f̃1 + f̃2 avec

f̃1(x, z) = 1l{|z|≤1} f(x, z) + 1l{|z|≥1} f(x, 1)z (2.2.5)

et
f̃2(x, z) = 1l{|z|≥1}(f(x, z) − f(x, 1)z). (2.2.6)

On a alors fm = f̃1 + f̃2,m avec

f̃2,m(x, z) = 1l{|z|≤m} f̃2(x, z) + 1l{|z|≥m} f̃2(x,m)
z

m
(2.2.7)

On remarque que toutes ces fonctions satisfont l’hypothèse 2. Les fonctionnelles d’énergie as-
sociées à ces non-linéarités sont les suivantes :

Fm(x, z) =

∫ |z|

0
fm(x, s)ds, Gm(u)

∫

Rn

Fm(x, u(x))dx (2.2.8)
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et pour t ∈ R et u ∈ H1
mg

Em(b, t, u) =

∫

Rn

1

2
|(i∇x − bA(t, x))u(x)|2dx−Gm(u). (2.2.9)

Le lemme suivant est crucial pour la démonstration. Sa preuve est très proche de celle de
[CW88].

Lemme 2.2.4 Soient T > 0 et ρk, γk, k = 1, 2 définis par ρ1 = 2, ρ2 = α+2 et 2
γk

= n(1
2 − 1

ρk
).

Pour M > 0 il existe une constante C(M) indépendante du potentiel magnétique A, telle que
pour tout u, v ∈ H1

A vérifiant ‖u‖H1
A
≤M et ‖v‖H1

A
≤M on ait

|G(u) −G(v)| + |Gm(u) −Gm(v)| ≤ C(M)(‖v − u‖L2 + ‖v − u‖ν
L2),

avec 2
ν = n

2 − n
α+2 et pour tout u, v ∈ L∞([0, T ]H1

A),

‖f̃1(., u) − f̃1(., v)‖Lγ′
1 ([0,T ],Lρ′

1(Rn))
≤ C(M)T‖u− v‖Lγ1 ([0,T ],Lr1(Rn)).

‖f̃2,m(., u) − f̃2,m(., v)‖
Lγ′2 ([0,T ],Lρ′2(Rn))

+ ‖f̃2(., u) − f̃2(., v)‖Lγ′2 ([0,T ],Lρ′2(Rn))

≤ C(M)T
γ2−1

γ2 ‖u− v‖Lγ2 ([0,T ],Lr2(Rn))

De plus, Gm → G lorsque m→ ∞ uniformément sur les ensembles bornés de H1
A.

A l’aide de ce Lemme et des estimations de Strichartz, il est assez facile de prouver la partie
unicité du Théorème.

Proposition 2.2.5 Soient T > 0 et u, v ∈ C([0, T [,H1
mg)∩C1([0, T [,H−1

mg) solutions de (2.0.1).
Alors u = v.

Preuve. Soient u, v ∈ C([0, T [,H1
mg)∩C1([0, T [,H−1

mg) solutions de (2.0.1), et posonsw = v−u.
Alors w(0) = 0 et

i∂tw − HA(t) w = f̃1(u) − f̃1(v) + f̃2(u) − f̃2(v).

Soit r ∈ [2, 2
n−2 ] et q > 2 tel que 2

q = n(1
2 − 1

r ). On déduit du Théorème 2.2.3 et du Lemme
2.2.4, que

‖w‖Lq([0,T [,Lr) ≤ C(T + T γ2)(‖w‖L∞([0,T [,L2) + ‖w‖Lγ2 ([0,T [,Lρ2))

où γ2 = α+1
α+2 et 2

γ2
= n(1

2 − 1
ρ2

). On choisit alternativement (q, r) égal à (2,∞) et (γ2, ρ2). En
sommant les inégalités obtenues, on peut conclure w = 0 en prenant T > 0 assez petit. �

Le cas d’un champ magnétique autonome

On traite dans cette section le cas où le potentiel magnétique A est indépendant du temps.
Dans ces conditions, l’énergie est formellement conservée E(u(t)) = E(ϕ) et les normes ‖.‖H1

mg

et ‖.‖H1
A

cöıncident. En suivant la preuve de [CW88], on montre l’existence locale de solutions
dans ce cas.
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Proposition 2.2.6 Soient M > 0 et A un potentiel magnétique indépendant du temps et
vérifiant l’hypothèse 1 avec des constantes (Cα)α∈Nn . Alors, il existe T > 0 dépendant seule-
ment de M et des constantes (Cα) tel que pour tout ϕ ∈ H1

A vérifiant ‖ϕ‖H1
A
≤M , il existe une

unique u ∈ C0([0, T [,H1
A) ∩C1([0, T [,H−1

A ) solution maximale de

i∂tu = HA u+ f(x, u)

avec condition initiale u|t=0 = ϕ. De plus, pour tout t ∈ [0, T [ on a

E(u(t)) = E(ϕ).

et si T <∞ alors limt→T ‖u‖H1
A

= ∞.

Preuve. On suit le schéma de preuve de [CW88], en insistant sur les points où le caractère
autonome de A joue un rôle.

On commence par regarder le problème de Cauchy

i∂tu = HA u+ fm(x, u), ut=0 = ϕ ∈ H1
A (2.2.10)

où fm est définie par (2.2.5), (2.2.6), (2.2.7). En approchant ϕ par une suite de données initiales
appartenant à H2

A et en passant à la limite, on montre que pour tout ϕ ∈ H1
A, il existe un temps

d’existence τm,A et une fonction um ∈ C([0, τm,A[,H1
A)∩C1([0, τm,A[,H−1

A ) solution de (2.2.10).
De plus, pour tout t ∈ [0, τm,A[, on a

Em(um(t)) = Em(ϕ) (2.2.11)

et
‖um(t)‖L2 = ‖ϕ‖L2 . (2.2.12)

Le point clef de la preuve est la résolution du problème de Cauchy dans H2
A et le passage à la

limite. Ceci utilise fortement le fait que A est indépendant du temps.
On montre ensuite que le temps d’existence τm,A peut être minoré uniformément dès lors

que la donnée initiale est dans un ensemble borné de H1
A. Plus précisément, pour tout M > 0,

il existe T1 > 0 dépendant seulement de M et des constantes Cα de l’hypothèse 1 tel que pour
tout ϕ ∈ H1

A vérifiant ‖ϕ‖H1
A
≤M , on ait

‖um‖L∞([0,T1],H1
A) ≤ 2‖ϕ‖H1

A
. (2.2.13)

Ici, le point crucial de la preuve est la conservation de l’énergie.
En utilisant les estimations de Strichartz et le Lemme 2.2.4, on montre ensuite qu’il existe

T2 > 0 tel que la suite (um)m∈N est de Cauchy dans C([0, T2], L
2). On note u la limite de um.

En utilisant l’estimation (2.2.13) et la conservation de l’énergie, on montre facilement que u
appartient à C([0, T2],H

1
A) ∩ C1([0, T2],H

−1
A ) et qu’elle est solution de (2.0.1). �

Le cas général

On considère maintenant le cas où le potentiel magnétique peut dépendre du temps. A
nouveau, on considère le problème de Cauchy approché

i∂tu = HA(t) u+ fm(x, u), ut=0 = ϕ. (2.2.14)
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Formellement, l’énergie des solutions de cette équation vérifie la loi d’évolution suivante :

Em(t, u) = Em(0, ϕ) − Re

∫ t

0
〈∂sA(s)u(s), (i∇x −A(s))u(s)〉ds. (2.2.15)

Cette loi remplacera la conservation de l’énergie dans notre approche. Le problème principal
que l’on rencontre est le suivant. On a vu que la résolution du problème de Cauchy approché
dans H2

A était cruciale dans le cas autonome. Or les arguments utilisés ne s’appliquent pas au
cas dépendant du temps. En effet, le point clef dans l’approche de [CW88] est que pour tout
g ∈ C([0, T ],H1) Lipschitz par rapport au temps, la fonction v(t) =

∫ t
0 U0(t, s)g(s)ds est aussi

de classe Lipschitz (ici U0(t, s)ϕ désigne la solution u de i∂tu = HA(t)u(t) telle que u(s) = ϕ).
Ceci se montre facilement en utilisant l’identité U0(t+ h, s) = U0(t, s− h) qui permet d’utiliser
les hypothèses faites sur g. Lorsque A dépend du temps, cette approche ne fonctionne plus et
l’on prouve l’existence de solution dans H1

mg directement.

Proposition 2.2.7 Soit ϕ ∈ H1
mg, alors il existe T̃ > 0 et um ∈ C([0, T̃ [,H1

mg)∩C1([0, T̃ [,H−1
mg)

solution de (2.2.14). De plus, pour tout t ∈ [0, T̃ [, on a

Em(t, um) = Em(t, ϕ) − Re

∫ t

0
〈∂sA(s)u(s), (i∇x −A(s))u(s)〉ds. (2.2.16)

et
‖um(t)‖L2 = ‖ϕ‖L2 . (2.2.17)

Preuve. La preuve consiste à approcher le potentiel magnétique A(t, x) par une suite de potentiels
An(t, x) qui sont constants par morceaux par rapport au temps. Au regard de l’hypothèse 1 et de
la proposition 2.2.6, quelque soit M > 0, il existe T2 = T2(M) > 0 tel que pour tout t0 ∈ [0, T2]
le problème de Cauchy

i∂tu = HA(t0) u(t) + fm(u(t)), u|t=t0 = ϕ

peut être résolu dans C([t0, t0 + T2[,H
1
A(t0)) pour toute donnée initiale telle que ‖ϕ‖H1

A(t0)
≤M .

On se donne une donnée initiale ϕ ∈ H1
mg telle que ‖ϕ‖H1

A(0)
≤ M

4 et T ∈]0, T2]. Pour

n ∈ N
∗, k ∈ {0, . . . , n} on pose tkn = kT

n on définit

An(t, x) =
n∑

k=0

1[tkn,tk+1
n [(t)A(tkn, x), ∀t ∈ [0, T ]

On définit alors l’Hamiltonien Hn = (i∇x −An)2 et l’on cherche des solutions un,m de

i∂tu = Hnu+ fm(u), u|t=0 = ϕ. (2.2.18)

En utilisant l’analyse menée dans le cas autonome, on montre qu’une telle solution est donnée
par

un,m(t, x) =

n−1∑

k=0

1[tkn,tk+1
n [(t)vk,n,m(t, x), (2.2.19)

où les fonctions vk,n,m(t, x) sont définies de la manière suivante. On choisit v0,n,m comme étant
la solution de {

i∂tv0,n,m = (i∇x −A(t0n, x))
2v0,n,m + fm(v0,n,m)

v0,n,m(t0n, x) = ϕ(x)
(2.2.20)
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et pour k ≥ 1, vk,n,m(t, x) est la solution de

{
i∂tvk,n,m = (i∇x −A(tkn, x))

2vk,n,m + fm(vk,n,m)
vk,n,m(tkn, x) = vk−1,n,m(tkn, x).

(2.2.21)

Pour w ∈ H1
mg(R

n) on définit l’énergie

En,m(t, w) =
1

2

∫

Rn

|(i∇x −An(t, x))w(x)|2dx+Gm(w).

En écrivant la conservation de l’énergie sur chaque intervalle [tkn, t
k+1
n [ et en utilisant le fait que

∂tA(x, t) est borné uniformément, on montre que pour tout t ∈ [tk0
n , t

k0+1
n [

En,m(t, un,m(t)) = En,m(0, ϕ)

−
k0∑

k=1

∫ tkn

tk−1
n

Re〈(i∇x −A(tk−1
n ))un,m(tkn), ∂sA(s, x)un,m(tkn)〉ds

+O(
1

n
‖ϕ‖2

L2).

(2.2.22)

En utilisant cette loi d’évolution de l’énergie et le Lemme 2.2.4, on montre que la suite de
fonctions (un,m)n∈N est bornée dans H1

mg uniformément par rapport à m. En utilisant cette
borne et les estimations de Strichartz, on montre que la suite (un,m)n∈N est de Cauchy dans
L∞([0, T̃ ], L2(Rn)) et que sa limite um est solution de (2.2.14). En passant à la limite dans
(2.2.22) et en utilisant la semicontinuité inférieure de la norme de Sobolev magnétique, on
montre que um est dans H1

mg et qu’elle vérifie

Em(t, um) ≤ Em(0, ϕ) − Re

∫ t

0
〈∂sA(s)u(s), (i∇x −A(s))u(s)〉ds. (2.2.23)

En inversant le sens du temps et en refaisant le même raisonnement, on montre l’inégalité inverse
de (2.2.23). �

Une fois que l’on dispose de solutionsH1
mg du problème (2.2.14), on peut appliquer la stratégie

générale de [CW88] et faire tendre le paramètre m vers l’infini pour obtenir une solution de
(2.0.1).

2.2.3 Preuve du Théorème 2.1.3

On détaille ici la preuve dans le cas n ≥ 3. Si n = 1 ou 2, la preuve est similaire. Il suffit
d’utiliser les injections de Sobolev magnétiques ad hoc (cf Lemme 2.2.2).

Supposons donc que n ≥ 3, alors s = 1 < n
2 et on déduit du Lemme 2.2.2 que H1

mg s’injecte

continûment dans L
2n

n−2 :
‖u‖

L
2n

n−2
≤ C‖u‖H1

mg
. (2.2.24)

Supposons par l’absurde que T ∗ est fini. Alors, la solution u de (2.0.1) vérifie limt→T ∗ ‖u‖H1
mg

=

+∞. Par ailleurs, sa norme L2 est constante ‖u(t)‖L2 = ‖ϕ‖L2 := d0 et son énergie vérifie la loi
d’évolution suivante :

|E(t, u)| ≤ E0 +

∫ t

0
|∂sA|‖u‖L2‖∇A(s)u‖L2ds (2.2.25)
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Comme E(t, u(t)) = 1
2‖∇A(t)u‖2

L2 −G(u) on en déduit que

1

2
‖∇A(t)u‖2

L2 ≤ E0 +G(u) +

∫ t

0
|∂sA|‖u‖L2‖∇A(s)u‖L2ds (2.2.26)

Par ailleurs, on déduit de l’inégalité de Hölder et de (2.2.24) que pour σ < 2
n−2 , on a

G(u) ≤ C‖u‖nσ
H1

mg
‖u‖2+(2−n)σ

L2 ≤ C(T ∗)(‖∇A(t)u‖2
L2 + d0)

nσ
2 d

(2−n)σ
0 (2.2.27)

En combinant les inégalités (2.2.26) et (2.2.27), il vient

1

2
‖∇A(t)u‖2

L2 ≤ C(T ∗)((‖∇A(t)u‖2
L2 + d2

0)
nσ/2d

2+(2−n)σ
0 + d0

∫ t

0
‖∇A(s)u‖L2ds) (2.2.28)

Si σ < 2
n , ceci implique que ‖∇A(t)u‖L2 reste borné lorsque t tend vers T ∗ ce qui est absurde.

Supposons maintenant que σ = 2
n et que la fonction g(t) = supx∈Rd |∂tA(t, x)| appartient

à L1(Rt). Il est facile de voir qu’il existe des constantes C1, C2 > 0 dépendant seulement de
‖g‖L1(R) telles que pour tout t, t′ ∈ R, on ait

C1‖(HA(t’) +1)βu‖L2 ≤ ‖(HA(t) +1)βu‖L2 ≤ C2‖(HA(t’) +1)βu‖L2 (2.2.29)

Par suite, l’inégalité (2.2.28) est satisfaite avec une constante C0 = C(T ∗) indépendante de T ∗.
Comme σ = 2

n , ceci entrâıne

(
1

2
− C0d

4
n
0 )‖∇A(t)u‖2

L2 ≤ C0(d
4
n
0 + d0‖∇A(t)u‖L2) (2.2.30)

En prenant r0 = (2C0)
−n

4 et en supposant d0 := ‖ϕ‖L2 < r0, l’inégalité ci-dessus montre que
‖∇A(t)u‖L2 reste borné pour tout temps, ce qui est absurde.

2.3 Approximation WKB dans la limite b → ∞
On s’intéresse ici aux solutions de l’équation

{
i∂su = HA(s) u+ b2ug(|u|2))
u|s=0 = a0(x)e

ibS(x) (2.3.1)

avec une non-linéarité g indépendante de x. Avec les notations de la section précédente, ceci
correspond à f = ug(|u|2). On suppose à nouveau que f vérifie l’hypothèse 2 et on demande en
plus que l’hypothèse suivante soit vérifiée

Hypothèse 3 g ∈ C∞(R+,R) et g′ > 0.

Sous l’hypothèse que a0 ∈ H1 et ∇S+A(0) ∈ L2, la donnée initiale vérifie ‖a0(x)e
ibS(x)‖H1

mg
=

O(b). Par conséquent, sous les hypothèses 1, 2 et 3 on déduit du Théorème 2.1.1 qu’il existe une
unique solution de (2.3.1) dans C(−Tb, T

b],H1
mg) avec Tb, T

b ≥ Cb−δ, δ > 0.
Le principal résultat de cette section est le suivant.

Théorème 2.3.1 Soit σ > n
2 + 2. Supposons que les hypothèses 1, 2 et 3 sont satisfaites.

Supposons aussi que ∂tA appartient à Hσ−1(Rn) pour tout t ∈ R et soit a0 ∈ Hσ(Rn) et S
tel que ∇S + A(t = 0) appartient à Hσ−1(Rn). Alors, il existe T > 0 et αb, φb appartenant
à Hσ = C([0, T ],Hσ(Rn)) ∩ C1([0, T ],Hσ−1(Rn)) tels que u(t, x) = αb(bt, x)e

ib(S(x)+φb(bt,x)) est
solution de (2.3.1) sur [0, b−1T ]. De plus, αb, φb sont bornées dans Hσ uniformément par rapport
à b.
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Preuve. Posons h = b−1 > 0 et u(s) = v(bs). Alors, l’équation (2.3.1) est équivalente à

{
ih∂tv = (ih∇x −A(ht))2v + vg(|v(t)|2)
v|t=0 = a0(x)e

ih−1S(x) (2.3.2)

Suivant une idée de Grenier [Gre98], on cherche v sous la forme v(t, x) = αh(t, x)eih
−1φh(t,x).

L’équation (2.3.2) devient

{
∂tφh + |GAφh|2 + g(|αh|)2 = 0
∂tαh +GAφh.∇αh + div(GAφh)αh = ih∆αh

(2.3.3)

où GAφ = (∇xφ+ A(ht)). En posant ϕh(t, x) = GAφh(t, x) ∈ R
n et en séparant partie réelle et

partie imaginaire αh = α1,h + iα2,h, on abouti au système

∂twh +

n∑

j=1

Aj(wh)∂xjwh = hLwh + νh (2.3.4)

avec

wh =




α1,h

α2,h

ϕ1,h
...

ϕn,h



, νh =




0
0

h∂tA1(ht, x)
...

h∂tAn(ht, x)




(2.3.5)

L =




0 −∆ 0
∆ 0 0
0 0 0n×n


 (2.3.6)

et

Aj(w) =




ϕj,h 0 α1 . . . α1

0 ϕj,h α2 . . . α2

2g′α1 2g′α2 vj 0 0
...

... 0
. . . 0

2g′α1 2g′α2 0 0 ϕj,h




(2.3.7)

Le point clef de l’analyse est alors l’existence (grâce à l’hypothèse 3) d’un symétriseur

S =

(
I2 0
0 1

g′ In

)
(2.3.8)

qui est symétrique et positif. Ceci permet de prouver l’existence de φh et αh ∈ Hσ solutions de
(2.3.3). On renvoie à [Mic08] pour les détails.

�

Comme corollaire quasi-immédiat de ce théorème on démontre aussi dans [Mic08], le résultat
d’instabilité suivant :

Proposition 2.3.2 Soit σ > n
2 + 2 et A vérifiant les hypothèses du Théorème 2.3.1. Supposons

que S est telle que ∇S+A(t = 0) appartient à Hσ−1(Rn). Alors, il existe a0 et ã0,b appartenant
à Hσ(Rn) et 0 < tb < Cb−1 tels que

‖a0 − ã0,b‖L2 → 0 quand b→ ∞
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et les solutions ub (resp. ũb) associées à (2.3.1) avec donnée initiale a0e
ibS(x) (resp. ã0e

ibS(x))
vérifient

‖ub − ũb‖L∞([0,tb],L2) ≥ 1.
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Troisième partie

Sur les opérateurs de marche

aléatoire

59





Le calcul numérique effectif est un problème qui se pose fréquemment dans divers do-
maines des sciences (Physique, Biologie, Médecine, etc.). Dans bien des situations, les méthodes
déterministes de calcul sont mises en défaut et on a recours à des méthodes probabilistes dites
de Monte-Carlo. Supposons par exemple que f est une fonction continue sur un intervalle borné
[a, b] et que 0 ≤ f ≤ 1. Si la fonction f varie très vite, les méthodes de discrétisation de l’inter-
valle [a, b] pour calculer numériquement l’intégrale de f demanderont un très grand nombre de
pas. Si ce nombre est trop grand, la méthode devient inopérante pour des raisons de temps de
calcul. Une approche probabiliste (qui est le fondement de la théorie de la mesure) consiste à
découper [0, 1] en petits morceaux [ak, ak+1] et à approcher l’intégrale de f par

N∑

k=0

pkak,

où pk/(b − a) est la probabilité que f(x) appartienne à [ak, ak+1]. Le nombre d’intervalles
nécessaires pour une bonne approximation étant raisonnable, la méthode est efficace, à condition
que l’on soit capable de calculer les probabilités pk. En d’autres termes, le problème initial du
calcul numérique de l’intégrale de f se ramène au problème suivant : déterminer un algorithme
qui permette de tirer au hasard pour la densité f lorsque celle ci n’est pas facilement calculable.

L’algorithme de Metropolis, du nom de N. Metropolis, appartient à cette famille et c’est sans
doute l’un des algorithmes les plus utilisés. P. Diaconis rapporte souvent l’exemple suivant pour
illustrer son efficacité (voir par exemple [Dia09]) . Un de ses collègues lui propose de décoder
un texte T écrit avec des symboles puisés dans un ensemble B. Si l’on note A l’alphabet latin
augmenté des symboles usuels (point, virgule, espace, etc.), il s’agit de déterminer la fonction

f : B → A

qui donnera un sens au message. Une approche très näıve consisterait à tester successivement
toutes les fonctions d’encodage f . Or, en pratique, ces ensembles ont un cardinal élevé (de l’ordre
de 40 symboles pour écrire en français). Par conséquent, l’ensemble des fonctions d’encodage
contient 40! éléments (en supposant pour simplifier que A et B ont même cardinal). La simple
énumération de tous ces éléments est donc inaccessible aux ordinateurs.

Il faut donc trouver un algorithme qui en un certain sens favorise les fonctions d’encodage
plausibles. Une hypothèse raisonnable, consiste à penser que la fonction f établit une correspon-
dance entre les ensembles B et A qui respecte la répartition des lettres dans la langue française.
Pour obtenir ces statistiques, on peut partir d’un texte classique et enregistrer pour chaque
symboles x et y, la proportion M(x, y) de châınes xy dans le texte (si l’on utilise par exemple les
2500 pages d’ ”À la recherche du temps perdu”, à raison de 4000 caractères par page, la collecte
des occurrences M(x, y) nécessitera de l’ordre de 107 opérations, nombre négligeable par rapport
à 40!). Si on note (ti)i∈{1,...,N} la suite des symboles apparaissant dans le message codé T , on
introduit alors la plausibilité de f :

Pl(f) = ΠN
i=1M(f(ti), f(ti+1)). (2.3.9)

Plus le nombre Pl(f), est grand plus le décodeur f respecte les statistiques de la langue française.
On cherche donc une fonction f qui maximise la plausibilité. Pour cela, on part d’une fonction de
codage arbitraire f1 que l’on va modifier en une fonction f2 de manière à augmenter sa plausibilité
et on itère le procédé. Le choix retenu pour passer de f1 à f2, est donné par l’algorithme de
Metropolis qui suit :

– On commence par calculer p1 = Pl(f1).
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– A partir de f1 on fabrique une fonction f∗1 en effectuant une transposition aléatoire des
valeurs que f1 attribue à deux symboles.

– On calcule p∗1 = Pl(f∗1 ). Si p∗1 ≥ p1, on pose f2 = f∗1 .
– Si p∗1 < p1, on joue à pile ou face avec probabilité p∗1/p1. Si le résultat est pile, on pose
f2 = f∗1 et si c’est face on pose f2 = f1.

On itère ensuite le procédé à partir de f2.
Bien que l’ensemble de toutes les fonctions possibles soit très grand, cet algorithme converge

très rapidement. C’est du moins, ce qu’on peut observer sur des simulations. On renvoie à [Dia09]
pour plus de détails.

Un autre exemple très connu est celui du problème des sphères dures. C’est pour traiter ce
problème que Metropolis et al [MRR+53] ont élaboré leur algorithme. Etant donnés un entier
N ≥ 1 et un réel ǫ > 0 fixés, on cherche à disposer aléatoirement N disques de rayon ǫ dans une
boite B̃ =] − A − ǫ,A + ǫ[2 de manière à ce que les disques ne se recouvrent pas. Ce problème
est posé par l’étude de phénomènes de transitions de phases en physique statistique. Dans ce
modèle, les disques représentent des atomes et le nombre N est donc très grand (on renvoie à
[Uhl68] pour une description du modèle).

Si on numérote les disques et qu’on note x1, . . . , xN la position de leurs centres respectifs,
on cherche donc à tirer au hasard un point X = (x1, . . . , xN ) dans l’espace de configuration

ON,ǫ = {X ∈ BN , ∀i 6= j, |xi − xj | > ǫ}, (2.3.10)

où B =] − A,A[2. Ici, le terme ”hasard” signifie ”uniformément par rapport à la mesure de
Lebesque sur ON,ǫ”. Or, la géométrie de cet ouvert étant très compliquée (par exemple, le
volume de ON,ǫ est inconnu), la mesure de Lebesgue associée n’est pas directement accessible.
Pour dépasser ces difficultés, Metropolis et al [MRR+53] ont élaboré un algorithme de type
Monte-Carlo. Nous décrivons ici une version semiclassique de cet algorithme qui nécessite la
donnée d’un paramètre h > 0. On part d’une configuration arbitraire X1 = (x1

1, . . . , x
1
N ) ∈ ON,ǫ

et on itère le procédé suivant :
– On choisit un des N disques au hasard, disons le kième et on déplace son centre x1

k au

hasard uniformément dans une boule de rayon h. On note x1,∗
k sa nouvelle position et

X1,∗ = (x1
1, . . . , x

1,∗
k , . . . , x1

N ) ∈ R
2N la nouvelle configuration. Si X1,∗ ∈ ON,ǫ, on pose

X2 = X1,∗.
– Si X1,∗ /∈ ON,ǫ, on pose X2 = X1 (i.e. on reste au point précédent).
On fabrique ainsi une suite de points X1, . . . ,Xn et lorsque n devient grand la répartition

des Xn dans l’ouvert ON,ǫ est uniforme par rapport à la mesure de Lebesgue.
En pratique, le nombre d’étapes nécessaires pour atteindre l’uniformité est raisonnable (au

regard du nombre de disques N) et cet algorithme est très efficace pour simuler un échantillon
représentatif de configurations. On peut alors utiliser cet échantillon pour calculer des quantités
physiques (des intégrales) par une méthode de Monte-Carlo.

Dans une série de travaux, nous avons obtenu un contrôle théorique a priori sur le nombre
d’étapes nécessaires avant d’atteindre l’uniformité. Tous ces résultats ont été obtenus dans un
cadre semiclassique, c’est à dire lorsque le déplacement élémentaire est contrôlé par un petit
paramètre h. On renvoie aux articles [LD07], [DL09], [LM10], [DLM08], [GM10], [CGM10] pour
des résultats complets et à [Leb] pour une synthèse dans le cas d’un espace borné. Il existe aussi
une très large littérature lorsque l’espace d’état est un ensemble fini de cardinal N . Dans ce
cas, il très intéressant de relier la vitesse de convergence de l’algorithme à N (par exemple dans
le cas du message codé, N = ♯A!). Pour une introduction à cette problématique ainsi que des
références complètes, nous référons à [Dia09], [SC97][DSC98].
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Chapitre 3

Généralités sur les noyaux de

Markov et l’algorithme de

Metropolis

3.1 Châınes de Markov sur un espace fini

Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires sur un espace de probabilités (Ω,F , P ) à
valeurs dans un espace X. On dit que (Xn)n∈N est une châıne de Markov si la connaissance de la
châıne au temps n ne dépend que de sa valeur au temps n− 1. Autrement dit, pour tout n ∈ N

et pour tout x1, . . . , xn ∈ X, on demande que

P (Xn = xn|Xn−1 = xn−1, . . . ,X1 = x1) = P (Xn = xn|Xn−1 = xn−1) (3.1.1)

où P (A|B) désigne la probabilité conditionnelle de A sachant B. On supposera ici que les châınes
de Markov considérées sont homogènes, c’est à dire que pour tout x, y ∈ X la probabilité
P (Xn = y|Xn−1 = x) est indépendante de n. On notera K(x, y) cette quantité.

Si on suppose que l’ensembleX est fini de cardinalm, les probabilités de transitions (K(x, y))x,y∈X

définissent une matrice m×m à coefficients réels , positifs et tels que pour tout x ∈ X
∑

y∈X

K(x, y) = 1 (3.1.2)

On notera K cette matrice.
Supposons donnée une probabilité π(x) sur X. On dit que π est stationnaire pour K si

quelque soit y ∈ X on a ∑

x∈X

π(x)K(x, y) = π(y) (3.1.3)

Autrement dit, on demande que le vecteur (π(y))y∈X soit un vecteur propre de la matrice Kt

pour la valeur propre 1.
Le théorème fondamental de châınes de Markov (simple corollaire du théorème de Perron-

Frobenius) affirme que sous une simple hypothèse de connectivité, il existe une unique mesure
stationnaire et que les itérées Kn de la matrice de transition convergent vers la distribution
stationnaire.

Théorème 3.1.1 Supposons qu’il existe n0 ∈ N tel que Kn0(x, y) > 0 pour tout x, y ∈ X. Alors,
K possède une unique distribution stationnaire π et pour tout x, y ∈ X, on a limn→+∞Kn(x, y) =
π(y).

63



Autrement dit, quelque soit le point de départ x, au bout de n étapes la châıne a une proba-
bilité très proche de π(y) d’être en y, pourvu que n soit grand. Si l’on cherche à échantillonner
π (i.e. à tirer des points au hasard par rapport à π) et que l’on ne connait pas π, le théorème
précédent affirme qu’une châıne de Markov pour laquelle π est stationnaire fera l’affaire pourvu
qu’on l’ait itérée suffisamment. Un problème naturel consiste donc à trouver une châıne de Mar-
kov calculable pour laquelle π est stationnaire. L’estimation du nombre d’itérations nécessaire
pour atteindre l’uniformité est aussi d’un grand intérêt.

3.2 Algorithme de Metropolis sur un ensemble fini

On suppose toujours que X est un ensemble fini et on se donne une probabilité π sur X. On
suppose en outre que la probabilité π n’est connue qu’à une constante multiplicative
près (en pratique si l’ensemble X a beaucoup d’éléments le calcul effectif de cette constante
peut s’avérer impossible). On cherche à construire une matrice de Markov M pour laquelle π est
stationnaire. Une réponse évidente consiste à prendre M(x, y) = π(y) quelque soit x. Autrement
dit, on choisit une probabilité de transition de x à y uniforme et égale à π(y). En pratique ce
choix n’a aucun intérêt : la probabilité π étant inconnue, la matrice M l’est aussi.

Supposons maintenant qu’on dispose d’une matrice de Markov K(x, y) (n’ayant a priori
aucun lien avec π), qui soit connue et qui vérifie K(x, y) = 0 ssi K(y, x) = 0. On va fabriquer
à partir de K une matrice M pour laquelle π est stationnaire. Pour cela on introduit le taux
d’acceptation défini par A(x, y) = π(y)K(y, x)/π(x)K(x, y) si K(x, y) 6= 0 et A(x, y) = 0 si
K(x, y) = 0, et on pose :

M(x, y) =





K(x, y) si x 6= y et A(x, y) ≥ 1
K(x, y)A(x, y) si x 6= y et A(x, y) < 1

K(x, y) +
∑

z|A(x,z)<1K(x, z)(1 −A(x, z)) si x = y
(3.2.1)

Cette formule a une interprétation simple en terme de châınes de Markov. Supposons que la
châıne est en x. Pour déterminer sa position à l’étape suivante, on choisit y au hasard à l’aide
du noyau K. Si A(x, y) ≥ 1, on bouge en y. Si A(x, y) < 1, on accepte ce mouvement avec
probabilité A(x, y) et on reste sur place avec probabilité 1−A(x, y). Contrairement à l’exemple
trivial discuté au début de ce paragraphe, les coefficients de la matrice M sont calculables,
puisqu’ils ne font intervenir que des quotients π(x)/π(y), quantité dans laquelle la constante de
renormalisation inconnue a disparu.

Il est assez facile de voir que la châıneM vérifie π(x)M(x, y) = π(y)M(y, x) et par conséquent
∑

x

π(x)M(x, y) =
∑

x

π(y)M(y, x) = π(y)
∑

x

M(y, x) = π(y). (3.2.2)

Autrement dit, π est stationnaire pour M .
Revenons maintenant à l’exemple de cryptographie discuté précédemment. Dans ce cas,X est

l’ensemble des bijections de B dans A. Si ces ensembles ont disons 40 éléments, alors ♯X = 40!.
La probabilité π est donnée par

π(f) = z−1ΠN
i=1M(f(ti), f(ti+1)) (3.2.3)

où z est une constante de renormalisation et T = (ti)i=1,...,N est le texte codé. En pratique, pour
calculer z, on doit sommer la définition précédente sur toutes les fonctions f ∈ X. Or, X contient
tant d’éléments que ce calcul est impossible. Par contre, il est très facile de définir la châıne de
Markov K qui consiste à fabriquer une fonction f∗ à partir de f en transposant aléatoirement
les valeurs que f associe à deux symboles. On applique ensuite le procédé de Metropolis à K et
l’on s’aperçoit que le problème du calcul de la constante z disparâıt.
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3.3 Généralités sur les noyaux de Markov

Soit (X, d) un espace métrique et B la tribu des Boréliens de X. On note L∞(X) l’espace
des fonctions bornées sur X, muni de la norme ‖f‖∞ = supx∈X |f(x)|.

Définition 3.3.1 Un noyau de Markov K(x, dy) sur X est une application de X à valeurs dans
les mesures Boréliennes sur X telle que :

– pour tout x ∈ X, K(x, dy) est une mesure de probabilité
– pour tout A ∈ B, x 7→ K(x,A) =

∫
AK(x, dy) est une fonction mesurable.

Pour f ∈ L∞(X) on définit K(f) par

K(f)(x) =

∫

X
f(y)K(x, dy). (3.3.1)

Puisque K(x, dy) est une mesure de probabilité, la fonction K(f) appartient à L∞(X) et on a

K(1) = 1

f ≥ 0 =⇒ K(f) ≥ 0

‖K(f)‖∞ ≤ ‖f‖∞
(3.3.2)

Pour n ∈ N
∗ et x ∈ X, on définit le noyau Kn(x, dy) par la formule de récurrence

Kn(x,A) =

∫

X
Kn−1(y,A)K(x, dy) (3.3.3)

pour tout ensemble A mesurable. On vérifie facilement que Kn(x, dy) est un noyau de Markov.
De plus la formule (3.3.3), montre que Kn(x, dy) est bien le noyau de l’opérateur Kn.

Notons M(X) l’espace des probabilités sur X. M(X) s’injecte dans le dual des fonctions
continues bornées C0

b (X) par

〈π, f〉 =

∫

X
f(x)dπ(x) (3.3.4)

Par suite, Kt opère sur M(X) par

〈Kt(π), f〉 = 〈π,K(f)〉 (3.3.5)

Définition 3.3.2 Une probabilité π est dite invariante pour K si Kt(π) = π.

Le théorème suivant est le pendant du théorème 3.1.1 dans le cas continu.

Théorème 3.3.3 Supposons que X est un intervalle compact de R. Supposons que le noyau K
vérifie les hypothèses suivantes :

– ∃n0 ∈ N ∀x ∈ X, ∀A ouvert , Kn0(x,A) > 0
– Pour toute fonction f uniformément continue surX, la famille (Kn(f))n∈N est équicontinue

sur X.
Alors, pour tout x ∈ X et A ∈ B, on a limn→∞Kn(x,A) = π(A).

On renvoie à [Fel71] pour la preuve de ce théorème et une exposition générale sur les noyaux de
Markov.

Evidemment ce résultat est loin d’être optimal puisqu’il affirme seulement une convergence
ponctuelle sans préciser la vitesse à laquelle la convergence a lieu. Par la suite, on travaillera
avec la distance de variation totale.

65



Définition 3.3.4 Soient µ et ν deux mesures de probabilité sur X. Leur distance en variation
totale est définie par

‖µ− ν‖TV = sup
A∈B

|µ(A) − ν(A)| =
1

2
sup

f∈L∞,‖f‖∞≤1
|
∫
fdµ−

∫
fdν| (3.3.6)

Revenons au cas où K(x, dy) est un noyau de Markov sur X admettant une mesure station-
naire π. Notons Π0 le projecteur sur les fonctions constantes Π0(f) =

∫
X f(x)dπ(x). La distance

de variation totale entre Kn(x, dy) et la mesure stationnaire est une quantité qui dépend du
point de départ x. Il est donc naturel d’essayer d’estimer cette quantité indépendamment de x.
Il vient de la définition précédente que

sup
x∈X

‖Kn(x, dy) − π‖TV =
1

2
‖Kn − Π0‖L∞→L∞ (3.3.7)

Nous verrons par la suite, comment des techniques spectrales permettent d’estimer cette quan-
tité. Une difficulté notable vient du fait qu’on doit estimer un opérateur dans L∞, un espace
fonctionnel qui n’est pas naturellement associé à la décomposition spectrale des opérateurs.

3.4 Opérateurs de marche aléatoire et de Metropolis dans le cas

continu

Dans cette section, nous définissons dans un cadre général, la classe d’algorithmes que nous
étudions. Ces algorithmes ont été introduits en 1953 par Metropolis et al [MRR+53] pour mettre
en oeuvre des procédés d’échantillonnage pour des problèmes de transitions de phase modélisés à
travers le problème des sphères dures. De nombreuses généralisations ont été développées depuis.
Nous décrivons ici un algorithme de Metropolis semiclassique associé à une mesure de densité
sur un ouvert d’une variété Riemannienne.

On se donne une variété Riemannienne, lisse, sans bord (M,g). On note dg(x, y) la distance
géodésique entre deux points de la variété et dgx la forme volume induite par la métrique. On se
donne une fonction θ sur M . On suppose que θ est strictement positive, bornée et que la mesure
dπ = θ(x)dgx est finie sur M . Pour h ∈]0, 1], on note Bh(x) la boule riemannienne centrée en x
et de rayon h et on note |Bh(x)| son volume.

Soit Ω un ouvert de M et θ(x) une fonction strictement positive et bornée sur Ω telle que
dπ(x) = θ(x)dgx est une probabilité sur Ω. On considère l’opérateur Th défini sur les fonctions
continues sur Ω par

(Thf)(x) = uh(x)f(x) +
1

π(Bh(x))

∫

Ω
1Bh(x)(y)f(y)dπ(y) (3.4.1)

avec uh(x) = 1 − π(Bh(x)∩Ω)
π(Bh(x)) . On remarque que la fonction uh est à valeurs dans [0, 1[. On note

th le noyau de Th, qui est donné par

th(x, dy) = uh(x)δy=x +
1{dg(x,y)≤h}
π(Bh(x))

dπ(y), ∀x ∈ Ω (3.4.2)

où δy=x est la mesure de Dirac centrée en x :
∫
Ω f(y)δy=x = f(x) pour toute fonction continue

f .
Par définition, quelque soit x ∈ Ω, th(x, dy) est une mesure de probabilité sur Ω, et par

conséquent th est un noyau de Markov. Dans le cas où θ = 1, c’est le noyau associé à la marche

66



aléatoire naturelle dans l’ouvert Ω définie de la manière suivante : si la marche est au point x,
elle se déplace en un point y ∈M choisi uniformément dans la boule géodésique centrée en x et
de rayon h. Si le point fabriqué ainsi est encore dans l’ouvert Ω, on effectue le mouvement, si
par contre il sort de Ω, on reste au point x.

Soit tTh l’opérateur transposé de Th agissant sur les mesures de Borel sur Ω, défini par
〈tTh(µ), f〉 = 〈µ, Th(f)〉. Soit dνh la mesure de probabilité sur Ω définie par :

dνh =
π(Bh(x))

Zh
dπ(x) (3.4.3)

où Zh est une constante de normalisation telle que dνh(Ω) = 1.

On vérifie facilement que Th est auto-adjoint sur L2(Ω, dνh) et admet dνh pour mesure
invariante. Le fait que Zh est incalculable en pratique pose a priori un problème. De plus, la
mesure que l’on désire réellement échantillonner est dπ plutôt que dνh.

La stratégie de Metropolis consiste à modifier le noyau th de sorte qu’il admette dπ(x) =

θ(x)dgx comme mesure stationnaire. On note ρ(x) = θ(x)

θ(x)
pour tout x ∈ Ω et on remarque que

les mesures νh et π sont reliées de la manière suivante :

dπ(x) = p(x)dνh(x) (3.4.4)

avec p(x) = Zhρ(x)
π(Bh(x)) (on omet la dépendance de p par rapport à h afin d’alléger les notations).

On définit le taux d’acceptation A(x, y) associé à la fonction p(x) par

A(x, y) := min(1,
p(y)

p(x)
) = min(1,

ρ(y)π(Bh(x))

ρ(x)π(Bh(y))
). (3.4.5)

On remarque au passage que la constante Zh inconnue a disparu. Le noyau de Metropolis est
alors défini par

Mh(x, dy) = wh(x)δy=x +A(x, y)th(x, dy) (3.4.6)

avec wh(x) = 1 −
∫
ΩA(x, y)th(x, dy). En terme de marche aléatoire, le noyau précédent se

comprend de la manière suivante. Si la marche est au point x, elle se déplace en un point y
construit grâce au noyau th(x, dy). Si le point obtenu vérifie p(y) ≥ p(x), on garde le déplacement.
Dans la cas contraire, on effectue le mouvement avec probabilité A(x, y) et on reste sur place
avec probabilité 1 −A(x, y).

Si on utilise la définition de th, un simple calcul montre que

Mh(x, dy) = mh(x)δy=x +Kh(x, dy) (3.4.7)

avec

Kh(x, dy) = min(
1

ρ(y)π(Bh(x))
,

1

ρ(x)π(Bh(y))
) 1l{dg(x,y)≤h} dπ(y) (3.4.8)

et mh(x) = 1 −
∫
ΩKh(x, dy).

Nous allons consacrer les prochaines sections à l’étude de ces opérateurs. Commençons par
énumérer certaines notations qui seront utilisées par la suite. On notera

vh(x) = π(Bh(x)) (3.4.9)
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le volume de la boule géodésique centrée en x et de rayon h pour la densité dπ(x) = θ(x)dg(x).
On introduit aussi l’opérateur |∆W

h | défini par

1 − Th =
h2

2(d + 2)
|∆W

h | (3.4.10)

C’est clairement un opérateur borné, positif et autoajoint sur L2(Ω, dνh). De même, on définit
|∆M

h | par

1 −Mh =
h2

2(d+ 2)
|∆M

h |. (3.4.11)

On obtient ainsi un opérateur autoadjoint sur L2(Ω, ρ(x)dx).

On notera Hs(Ω) les espaces de Sobolev définis par l’opérateur de Laplace-Beltrami −∆g

sur Ω.

Dans tous les cas que nous considérerons, 1 ne sera pas dans le spectre essentiel de Th.
Par suite, le spectre de Th près de 1 sera discret. On notera 1 = µ0(h) < µ1(h) ≤ µ2(h) ≤
. . . ≤ µk(h) ≤ . . . la suite décroissante des valeurs propres de Th au dessus du spectre essentiel.
Dans certains cas, la suite de ces valeurs propres constitue le spectre de Th ; dans d’autres cas il
existera seulement un nombre fini de valeurs propres au dessus du spectre essentiel. On discutera
ces questions par la suite. Par ailleurs, le fait que µ0(h) = 1 soit valeur propre simple n’est pas
évident a priori. Dans tous les cas que nous regarderons ce sera cependant le cas. On définit
donc le trou spectral par g(h) = dist(1, Spec(Th) \ {1}) = 1 − µ1(h).

Dans certaines situations, il sera utile d’adopter une caractérisation variationelle du trou
spectral. Pour cela on introduit les fonctionnelles suivantes. La forme de Dirichlet associée à Th

Eh(f) = 〈(1 − Th)f, f〉L2(Ω,dνh) (3.4.12)

et la variance

Vh(f) = ‖f‖2
L2(Ω,dνh) − 〈f, 1〉2L2(Ω,dνh). (3.4.13)

Le trou spectral est alors la meilleure constante telle que pour tout f ∈ L2(Ω, dνh), on ait

Vh(f) ≤ 1

g(h)
Eh(f) (3.4.14)

On remarque enfin qu’un calcul élémentaire utilisant (3.4.2) et (3.4.3) montre que :

Eh(f) =
1

2Zh

∫

Ω×Ω
1ldg(x,y)<h(f(x) − f(y))2dπ(x)dπ(y) (3.4.15)

et

Vh(f) =
1

2

∫

Ω×Ω
(f(x) − f(y))2dνh(x)dνh(y) (3.4.16)

Nous allons décrire le spectre de Th au moyen d’un opérateur limite que nous introduisons
maintenant. Soit

Lρ = −∆ +
∆ρ

ρ
. (3.4.17)

C’est un opérateur autoadjoint sur L2(Ω) avec domaine

D(Lρ) = H2(M) (3.4.18)
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si Ω = M et
D(Lρ) = {u ∈ H1(M), ∆u ∈ L2(M) et ∂nu|∂Ω = 0} (3.4.19)

si Ω est un ouvert relativement compact de R
d. Dans tous les cas, on notera 0 = λ0 < λ1 ≤

λ2 ≤ . . . ≤ λk ≤ . . ., la suite croissante des valeurs propres de Lρ. Dans certains cas, l’opérateur
Lρ sera à résolvante compacte et ses valeurs propres constitueront son spectre. Dans d’autres
cas, l’opérateur Lρ aura du spectre essentiel et certaines de ses valeurs propres seront plongées.
On remarque que Lρ est en fait un Laplacien de Witten sur les formes de degré 0. L’étude de
son spectre a donné lieu à de nombreuses publications en particulier dans le cadre semiclassique
ρ = e−f/h (voir par exemple [HKN04], [HN06], [LPa], [LPb] pour des résultats récents et [Hel02]
pour une vue d’ensemble). L’étude d’opérateurs de marche aléatoire pour une densité ρ de la
forme e−f/h pourrait constituer une piste de recherche intéressante et permettre de fabriquer
des exemples de densité pour lesquelles le trou spectral est exponentiellement petit.

Pour λ ∈ [0, 1] et h > 0, on introduit la fonction de comptage

N(λ, h) = ♯Spec(Th) ∩ [1 − λ, 1]. (3.4.20)

Le volume euclidien de la boule unité dans R
d apparâıtra à de nombreuses reprises dans la

suite. On le notera αd. Un simple calcul en coordonnées polaires montre que

∫

z∈B
Rd(0,1)

z2
j dz =

αd

d+ 2
(3.4.21)

Enfin, dans toute la suite apparâıt la fonction Gd : R
d → R définie par

Gd(ξ) =
1

αd

∫

|y|≤1
eiyξdy (3.4.22)

Au facteur 1
αd

près, la fonction Gd est la transformée de Fourier de la fonction caractéristique

de la boule unité dans R
d. C’est une fonction radiale et l’on introduit la fonction Γd définie sur

[0,∞[ par
Gd(ξ) = Γd(|ξ|2). (3.4.23)

On rassemble dans le lemme suivant quelques propriétés élémentaires des fonctions Gd et Γd que
nous utiliserons dans toute la suite.

Lemme 3.4.1 La fonction Gd appartient à la classe de symboles S(〈ξ〉−max(1, d−1
2

)).
La fonction Γd est analytique et il existe γ0 < 1 tel que Γd(s) ∈ [−γ0, 1] quelque soit s. De

plus, on a lims→∞Γd(s) = 0, Γd(s) = 1 ssi s = 0, et près de s = 0

Γd(s) = 1 − s

2(d + 2)
+ O(s2) (3.4.24)

Enfin, il existe une fonction analytique Fd : R → R telle que

1 − Γd(s) = sFd(s) (3.4.25)

avec Fd(s) > 0 pour tout s ∈ R.

Selon que la variété M est bornée ou ne l’est pas, la nature du spectre de Th change sub-
stantiellement. Cependant, la stratégie générale d’étude de ces opérateurs reste la même. Nous
en esquissons maintenant les grandes lignes.
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1) On commence par montrer l’existence d’un trou spectral g(h) en O(h2). Autrement dit,
on doit montrer que 1 est valeur propre simple de Th et que la seconde valeur propre µ1(h)
vérifie c1h

2 < 1−µ1(h) < c2h
2. On procède différemment selon la ”régularité du problème”.

Dans les cas peu réguliers, on utilise des méthodes variationnelles qui fournissent une esti-
mation assez grossière de g(h) (voir les résultats obtenus sur un ouvert Lipschitz [DLM08]
ou sur une variété à pointes [CGM10]). Si les données du problème sont suffisamment
régulières et permettent l’emploi de méthodes microlocales, on prouve directement une
approximation du spectre de Th par celui de 1 − h2Lρ, pour ce qui concerne les valeurs
propres proches de 1. Dans ce cas, la démonstration passe par l’obtention d’estimations de
régularité des fonctions propres de Th afin d’obtenir suffisamment de compacité.

2) Lorsque le spectre essentiel de Th est suffisamment loin de 1, disons σess(Th) ⊂ [−1 +
δ0, 1 − δ0], il est légitime et utile pour la suite d’étudier la fonction de comptage N(λ, h)
lorsque λ varie dans [1− δ0, 1]. Dans certains cas, on obtient une asymptotique précise (au
premier ordre) de cette fonction. De manière générale, la propriété fondamentale que nous
établissons sur cette fonction est l’existence de constantes C, q > 0 telles que

N(λ, h) ≤ C(1 + λh−2)q

pour tout λ ∈ [1 − δ0, 1] et h > 0 assez petit.

3) Armés des résultats précédents sur le spectre de Th et les fonctions propres associées, on
peut attaquer le problème de la convergence vers la mesure stationnaire. On commence
par remarquer que l’existence d’un trou spectral combinée au théorème spectral montre
que

‖T n
h − Π0,h‖L2(dνh)→L2(dνh) ≤ (1 − g(h))n. (3.4.26)

où Π0,h est le projecteur orthogonal sur les fonctions constantes dans L2(Ω, dνh). Combiné
avec le fait que g(h) ∼ Ch2, ceci montre immédiatement que pour la norme L2, la conver-
gence vers la mesure stationnaire est en e−Cnh2

. Si l’on veut obtenir un résultat similaire
pour la distance de variation totale, il faut travailler un peu plus. En effet, il s’agit alors
d’estimer l’opérateur T n

h − Π0,h sur L∞. La principale difficulté vient du fait que la borne
sur l’opérateur Th de L2 dans L∞ est assez mauvaise. L’idée générale consiste alors à uti-
liser les estimations des fonctions propres ainsi que celle de la fonction de comptage des
valeurs propres.

Avant de passer à la description précise de nos résultats, nous aimerions faire quelques
commentaires généraux.

Dans presque toutes les situations, la description du trou spectral se fait au moyen de
l’opérateur limite Lρ. Grosso modo, on montre que g(h) ∼ h2λ1, où λ1 est la première va-
leur propre non nulle de Lρ. Ce résultat établit un lien entre deux objets importants, mais en
pratique il reporte la difficulté du calcul de g(h) sur le calcul de λ1. Si le domaine Ω n’est pas
élémentaire, le calcul explicite de λ1 est impossible. Pour ce qui est du calcul numérique, dès
que l’ouvert Ω est compliqué, il devient très difficile de calculer λ1, en particulier en grande
dimension. Il serait donc très intéressant de montrer des bornes a priori sur la constante λ1, en
fonction de la géométrie de l’ouvert et de la dimension de l’espace ambiant.

Pour ce qui concerne la convergence vers l’équilibre, on montrera des estimations du type

‖tnh(x, dy) − dνh‖TV ≤ Ce−ng(h)

pour une certaine constante C indépendante de h. En plus de la difficulté du calcul de λ1 évoquée
ci-dessus, il apparâıt que la constante C dépend elle aussi fortement des paramètres du problème.
Des estimations précises sur cette constante seraient elle aussi d’un grand intérêt.
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Nous allons maintenant détailler les résultats que nous avons obtenus. Dans la prochaine
section nous considérons le cas où M est une variété compacte. On considérera ensuite le cas
d’une variété non compacte munie d’une mesure de probabilité.
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Chapitre 4

Cas d’un espace d’état borné

On décrit dans cette partie des résultats portant sur l’analyse d’opérateurs de type Metropolis
lorsque Ω est un ouvert d’une variété Riemannienne compacte sans bord. On commence par
décrire les résultats obtenus avec G. Lebeau dans le cas où Ω = M , [LM10].

4.1 Marche aléatoire sur une variété compacte sans bord

Dans cette section, on suppose que Ω = M et θ = θ = 1
V ol(M) . Pour simplifier les notations

on supposera que V ol(M) = 1. L’opérateur de marche aléatoire est donc défini par

Thf(x) =
1

vh(x)

∫

dg(x,y)<h
f(y)dgy,

où vh(x) = |Bh(x)| désigne le volume Riemannien de la boule de rayon h centrée en x . Il a

pour noyau th(x, dy) =
1ldg(x,y)<h

vh(x) dgy qui est markovien. La norme de Th agissant sur L2(M,dνh)
est égale à 1 et pour tout h > 0 fixé, la variété M étant compacte, l’opérateur Th est compact.
Par conséquent son spectre Spec(Th) est un sous ensemble fermé de [−1, 1] qui est discret dans
[−1, 1] \ {0}, avec 0 comme point d’accumulation.

Avant de décrire les résultats obtenus dans [LM10], considérons l’exemple où la variété est
le tore plat de dimension d muni de la métrique euclidienne : M = (R/2πZ)d. Dans ce cas,
l’opérateur Th et le Laplacien sont très étroitement reliés puisque Th = Γd(−h2∆g). En effet
sur le tore, le spectre du Laplacien est décrit par la théorie des séries de Fourier. A chaque
k ∈ Z

d correspond une fonction propre fk(x) = 1
(2π)d/2 e

i〈k,x〉 de −∆g associée à la valeur propre

|k|2 :=
∑d

j=1 k
2
j . De plus, les fonctions fk, k ∈ Z

d forment une base hilbertienne de L2(M). Par

conséquent, il suffit de vérifier que Thfk = Γd(−h2∆g)fk pour tout k ∈ Z
d. Comme la métrique

est plate, on calcule facilement :

(2π)d/2Thfk(x) =
1

cdhd

∫

B(x,h)
ei〈k,y〉dy =

ei〈k,x〉

cd

∫

B(0,1)
ei〈hk,u〉du

= Γd(h
2|k|2)ei〈k,x〉 = (2π)d/2Γd(−h2∆g)fk(x)

(4.1.1)

Par suite, le spectre de Th est entièrement décrit par la fonction Γd. Par exemple, on voit très
facilement en utilisant le développement limité de Γd en 0 que le trou spectral est donné par
g(Th) = h2

2(d+2) +O(h4).
Dans le cas où la variété n’est pas un espace symétrique et lorsque la métrique n’est pas

plate, l’opérateur Th n’est plus une fonction du Laplacien. Cependant, il subsiste quelque chose
de l’approximation de Th par Γd(−h2∆g).
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4.1.1 Étude de l’opérateur de marche aléatoire

Théorème 4.1.1 Il existe γ < 1 tel que pour tout h > 0 assez petit, on a Spec(Th) ⊂ [−γ, 1]
et 1 est valeur propre simple de Th. De plus pour tout L > 0, il existe h0 > 0 et C > 0 tels que
pour tout h ∈]0, h0] et pour tout k ≤ L, on a

|1 − µk(h)

h2
− λk

2(d+ 2)
| ≤ Ch2 (4.1.2)

Pour tout δ ∈]0, 1[, il existe des constantes Cδ,i > 0 indépendantes de h ∈]0, h0], telles qu’on
ait les estimations suivantes : pour tout τ ∈ [0, (1 − δ)], la fonction de comptage N(τ, h) =
♯Spec(Th) ∩ [1 − τ, 1] satisfait la loi de Weyl

|N(τ, h) − (2πh)−d

∫

Γd(|ξ|2x)∈[1−τ,1]
dxdξ| ≤ Cδ,1(1 + h−2τ)

d−1
2 (4.1.3)

où dxdξ est la forme volume canonique sur la variété symplectique T ∗M , et |ξ|x est la longueur
Riemannienne du co-vecteur ξ au point x. En particulier, on a

N(τ, h) ≤ Cδ,2(1 + τh−2)d/2 (4.1.4)

De plus toute fonction propre ehk de Th associée à une valeur propre µk(h) ∈ [δ, 1] satisfait
l’estimation suivante avec τk(h) = h−2(1 − µk(h))

‖ehk‖L∞ ≤ Cδ,3(1 + τk(h))
d/4‖ehk‖L2 . (4.1.5)

D’après (4.1.2), les opérateurs |∆W
h | = 2(d + 2)1−Th

h2 et −∆g ont des valeurs propres très
proches dans tout intervalle [0, L] indépendant de h, pour h assez petit. Le résultat suivant
donne une information plus précise sur la différence de leurs résolvantes lorsque h est petit.
Dans le cas présent d’une variété compacte, les espaces L2(M,dνh) et L2(M,dgx) sont égaux et
leurs normes naturelles respectives sont équivalentes, uniformément par rapport à h.

Considérons les deux ensembles F1 et F2 définis par F1 = {z ∈ C, dist(z, Spec(−∆g)) ≤ ε},
F2 = {z ∈ C, Re(z) ≥ A, |Im(z)| ≤ εRe(z)}, avec ε > 0 petit et A > 0 grand. Soient F = F1∪F2

et U = C \ F . On a le théorème suivant :

Théorème 4.1.2 Il existe C, h0 > 0 tels que pour tout h ∈]0, h0], et pour tout z ∈ U

‖(z − |∆W
h |)−1 − (z + ∆g)

−1‖L2→L2 ≤ Ch2 (4.1.6)

Les résultats précédents fournissent des informations assez précises sur l’opérateur Th. Toutes
ces informations seront utilisées pour étudier la convergence des itérés vers l’équilibre. L’asymp-
totique de Weyl (4.1.3) et l’estimation de Sobolev (4.1.5) sont à rapprocher des estimations
classiques similaires pour le Laplacien sur M . Pour ce qui est de l’estimation de Weyl, on verra
d’ailleurs qu’elle repose sur l’estimation de Weyl classique.

La mesure dνh étant réversible pour cet opérateur, on peut utiliser le Théorème 4.1.1 pour
démontrer la convergence de du noyau tnh(x, dy) vers la mesure stationnaire dνh. D’un point
de vue pratique, la mesure que l’on désire vraiment approcher n’est pas νh (qui a par exemple
le mauvais goût de dépendre de h). Afin d’obtenir un noyau de Markov pour lequel la forme
volume canonique est stationnaire, on modifie th(x, dy) en suivant la stratégie de Metropolis.
Les résultats que nous avons obtenus sont présentés dans la partie suivante.
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4.1.2 Étude de l’opérateur de Metropolis

On considère le noyau ”Metropolisé” de th :

Mh(x, dy) = mh(x)δy=x + kh(x, y)dgy (4.1.7)

où les fonctions mh et kh sont définies par

kh(x, y) = min
( 1

vh(y)
,

1

vh(x)

)
1ldg(x,y)<h dgy

mh(x) = 1 −
∫

M
kh(x, y)dgy

(4.1.8)

Ainsi défini Mh(x, dy) est aussi un noyau de Markov. En outre l’opérateur

Mh(f)(x) =

∫

M
f(y)Mh(x, dy) (4.1.9)

est auto-adjoint sur l’espace L2(M,dgx), et par conséquent, on tMh(dgx) = dgx pour tout h.
Autrement dit, la mesure de probabilité dµM = dgx/V ol(M) est invariante par Mh.

On peut alors obtenir une description du spectre de Mh analogue à celle du Théorème 4.1.1.

Théorème 4.1.3 Il existe γ < 1 tels que le spectre de Mh est contenu dans [−γ, 1], 1 est valeur
propre simple de Mh, et le spectre essentiel de Mh est contenu dans [0, Ch3] pour h assez petit.

De plus, si l’on note

Ch3 < ... ≤ µ̃k+1(h) ≤ µ̃k(h) ≤ ...µ̃1(h) < µ̃0(h) = 1 (4.1.10)

la suite décroissante des valeurs propres situées au dessus du spectre essentiel de Mh, alors
quelque soit L > 0, il existe h0 > 0 et C > 0 tel que pour tout h ∈]0, h0] et pour tout k ≤ L, on
ait

|1 − µ̃k(h)

h2
− λk

2(d+ 2)
| ≤ Ch (4.1.11)

Pour δ ∈]0, 1[ et τ ∈]0, 1 − δ[, le nombre de valeurs propres Ñ(τ, h) de Mh dans l’intervalle
[1 − τ, 1] vérifie l’estimation de Weyl :

|Ñ(τ, h) − (2πh)−d

∫

Γd(|ξ|2x)∈[1−τ,1]
dxdξ| ≤ Cδ,1(1 + h−2τ)

d−1
2 (4.1.12)

Enfin, il existe Cδ tel que toute fonction propre ẽhk de Mh associée à une valeur propre
µ̃k(h) ∈ [δ, 1], vérifie

‖ẽhk‖L∞ ≤ Cδ(1 + τ̃k(h))
d/4‖ẽhk‖L2 . (4.1.13)

avec τ̃k(h) = h−2(1 − µ̃k(h)) .

La preuve de ce théorème repose sur le fait que Mh est une petite perturbation de Th. Ceci
explique que l’asymptotique spectrale (4.1.11) soit moins bonne que dans le Théorème 4.1.1.

A l’aide de ces résultats on peut donner un théorème précisant la vitesse de convergence du
noyau Mn

h (x, dy), itéré n fois de Mh, vers la mesure stationnaire dµM .

Théorème 4.1.4 Il existe A > 0 et h0 > 0 tels que pour tout h ∈]0, h0] on ait les inégalités
suivantes :

e−γ′(h)nh2 ≤ 2 sup
x∈M

‖Mn
h (x, dy) − dµM‖TV ≤ Ae−γ(h)nh2

pour tout n (4.1.14)

Ici γ(h) et γ′(h) sont deux fonctions positives telles que γ(h) ≃ γ′(h) ≃ λ1
2(d+2) quand h→ 0.
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4.1.3 Esquisses de preuves

L’objet de cette section est de donner quelques idées des preuves des Théorèmes 4.1.1 à 4.1.4.
Pour les détails, nous renvoyons à [LM10]. Commençons par l’analyse spectrale de l’opérateur
Th. La première étape de la démonstration consiste à établir une bonne approximation de Th

par un opérateur pseudo-différentiel.

Structure de l’opérateur

Soit U ⊂ M une carte munie de coordonnées locales x = (x1, ..., xd) ∈ R
d. Pour x ∈ U et

r > 0 petit, la boule géodésique de centre x et de rayon r est donnée par

B(x, r) = {x+ u,
∑

ki,j(x, u)uiuj ≤ r2} (4.1.15)

où (ki,j(x, u))i,j est une matrice symétrique régulière en la variable (x, u) et telle que ki,j(x, 0) =
gi,j(x). Pour toute fonction f à support compact dans U et pour h assez petit, Thf est supportée
dans U et dans les coordonnées locales, on a

Thf(x) =
1

|B(x, h)|

∫

tuk(x,u)u≤h2

f(x+ u)
√
det(g(x + u))du (4.1.16)

En faisant un changement de variable hv = w = k1/2(x, u)u dans 4.1.16, il vient

Thf(x) =
hd

|B(x, h)|

∫

|v|≤1
f(x+ hm(x, hv)v)ρ(x, hv)dv (4.1.17)

où m(x,w) est la matrice symétrique définie positive et régulière en (x,w) telle que près de
u = 0 on a w = k1/2(x, u)u ⇔ u = m(x,w)w. En particulier, m(x, 0) = g−1/2(x) et ρ(x,w) =√
det(g(x + u))|det ∂u

∂w | est régulière en (x,w) et ρ(x, 0) = 1.

En utilisant la transformée de Fourier semiclassique, on obtient

Thf(x) = Ch−d

∫
eih

−1〈x−y,ξ〉b(x, ξ, h)f(y)dy (4.1.18)

avec

b(x, ξ, h) =
hd

|B(x, h)|

∫

|v|≤1
eih

−1〈m(x,hv)v,ξ〉ρ(x, hv)dv. (4.1.19)

En utilisant la méthode de la phase stationnaire, on donne une approximation du symbole
b(x, ξ, h) :

b(x, ξ, h) = eiΦ+(x,ξ,h)τ+(x, ξ, h) + eiΦ−(x,ξ,h)τ−(x, ξ, h) + n(x, ξ, h) (4.1.20)

où n ∈ S−∞, τ± sont deux symboles de degré −(d+ 1)/2 et les phases φ± satisfont

Φ±(x, ξ, h) = |ξ|x +O(h) (4.1.21)

Ainsi, Th est localement la somme de deux transformations canoniques quantifiées avec des
symboles de degré −(d+1)/2 ≤ −1 et des phases proches de (x−y)ξ+h|ξ|x. En particulier, ces
opérateurs ”gagnent une dérivée semiclassique”. On en déduit le premier résultat intermédiaire
important :
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Lemme 4.1.5 Soit χ ∈ C∞
0 (R) égale à 1 près de 0. Il existe h0 > 0, C0 > 0 tels que pour tout

p ∈ [1,∞], h ∈]0, h0] et s ≥ 1, on ait

‖Th(1 − χ)(
−h2∆g

s
)‖Lp→Lp ≤ C0√

s
(4.1.22)

Au regard du lemme précédent, on peut maintenant se concentrer sur l’étude de l’opérateur
à basse fréquence. Des calculs en coordonnées locales permettent de montrer le résultat fonda-
mental suivant :

Lemme 4.1.6 Soit h0 suffisamment petit et Φ0 ∈ C∞
0 ([0,∞[) . Pour h ∈]0, h0], les opérateurs

ThΦ0(h
2∆g) et Φ0(h

2∆g)Th sont dans la classe E0
cl. De plus, l’opérateur Ah = h−2(Th−Γd,h)Φ0(−h2∆g)

appartient à Ecl(〈ξ〉−∞). Son symbole principal, σ0(Ah), vérifie près de ξ = 0

σ0(Ah)(x, ξ) =
(S(x)

3
|ξ|2x(Γ′′

d(0) − Γ′
d(0)

2) +
Γ′′

d(0)

3
Ric(x)(ξ, ξ)

)
Φ0(|ξ|2x) + O(ξ3) (4.1.23)

où Ric(x) et S(x) sont respectivement le tenseur de Ricci et la courbure scalaire au point x. De
plus, étant donnée une carte locale U et a(x, ξ, h) ≃∑(h/i)kak(x, ξ) ∈ S−∞

cl un symbole tel que
dans cette carte locale Ah = Op(a) + Rh avec Rh régularisant, alors pour tout k ∈ N et pour
tout x ∈ U , on a ak(x, 0) = 0.

Preuve. La preuve de ce Lemme est un peu technique mais sans surprise. On calcule séparément
les symboles des opérateurs ThΦ0(h

2∆g) et de Γd(−h2∆g)Φ0(h
2∆g). Pour le premier, on se place

en coordonnées exponentielles en un point x et on calcule le symbole à l’origine. Le calcul du
second est classique via la formule d’Helffer-Sjöstrand.

Enfin, pour établir les identités ak(x, 0) = 0 pour tout k ∈ N, on utilise le fait que Th est
Markovien. Par suite, ThΦ0(h

2∆g)(1) = Th(1) = 1 et Γd(−h2∆g)Φ0(h
2∆g)(1) = Γd(0) = 1 et

a(x, 0, h) = O(h∞). �

Estimées des fonctions propres

Un point crucial dans l’étude des opérateurs de marche aléatoire est l’obtention d’estimations
a priori des fonctions propres de Th. Ces estimations sont utilisées à diverses étapes de l’analyse :
développement asymptotique des valeurs propres, preuve des estimations de variations totales,
etc. En utilisant les résultats précédents, on montre dans un premier temps des estimations de
régularité semiclassique :

Lemme 4.1.7 Quelque soit δ > 0 et pour tout j ∈ N, il existe une constante Cδ,j > 0 telle que
pour toute fonction propre ehk de Th associée à une valeur propre µk(h) ∈ [δ, 1], on a

‖(1 − h2∆g)
j
2 ehk‖L2(M,dgx) ≤ Cδ,j‖ehk‖L2(M,dgx). (4.1.24)

De plus, il existe sδ > 1 tel que |Γd(s)| ≤ δ
2 pour tout s ≥ sδ − 1 et quelque soit χ ∈ C∞

0 (R+)
égale à 1 sur [0, sδ ] et 0 sur [sδ + 1,∞[, on ait

(1 − χ)(−h2∆g)e
h
k = OC∞(h∞) (4.1.25)
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Preuve. La preuve de (4.1.24) est une conséquence assez directe du fait que Th est une transfor-
mation canonique quantifiée avec symbole d’ordre plus petit que −1.

Pour démontrer (4.1.25), on commence par montrer que si ψ ∈ C∞
0 (R) est supportée dans

[sδ,+∞[ alors ψ(−h2∆g)e
h
k = O(h∞). Pour cela, on part de l’équation (Th −µk(h))e

h
k = 0, dont

on déduit aisément à l’aide du Lemme 4.1.6

(Γd(−h2∆g) − µk(h))ψ(−h2∆g)e
h
k = O(h2) (4.1.26)

Avec le choix de troncatures que nous avons fait, l’opérateur apparaissant dans le membre de
gauche est elliptique et on obtient l’estimée annoncée. Pour traiter les hautes fréquences, on
utilise le Lemme 4.1.5. �

On démontre ensuite des estimations de régularité sans perte de puissance de h. ces estima-
tions sont à comparer aux estimations de Sobolev des fonctions propres du Laplacien sur une
variété compacte.

Lemme 4.1.8 Quelque soit δ > 0 et pour tout j ∈ N, il existe une constante Cδ,j > 0 telle que
pour toute fonction propre ehk de Th associée à une valeur propre µk(h) ∈ [δ, 1], on a

‖(1 − ∆g)
j
2 ehk‖L2(M,dgx) ≤ Cδ,j

(
1 +

1 − µk(h)

h2

) j
2 ‖ehk‖L2(M,dgx). (4.1.27)

Preuve. Soit ehk comme ci dessus. D’après le Lemme 4.1.7 (et en interpolant un peu), il existe une
fonction de troncature χ ∈ C∞

0 (R) telle que ehk−χ(−h2∆g)e
h
k ∈ OC∞(h∞). Il reste donc à estimer

ẽhk = χ(−h2∆g)e
h
k . On déduit de ce qui précède que ((Th − 1)χ(−h2∆g) + h2τh)ẽhk ∈ OC∞(h∞)

et on déduit du Lemme 4.1.6 que

((Γd − 1)(−h2∆g) + h2Ah + h2τh)ẽhk ∈ OC∞(h∞) (4.1.28)

avec Ah ∈ E−∞
cl . Le point clef de la preuve consiste à observer que (Γd − 1)(s) = −sFd(s) avec

Fd satisfaisant les conclusions du Lemme 3.4.1. On obtient alors

− ∆gFd(−h2∆g)ẽ
h
k = (Ah + τh)ẽhk + OC∞(h∞) (4.1.29)

Puisque Ah est borné uniformément par rapport à h sur tous les espaces de Sobolev Hj(M), on
déduit de (4.1.29) que pour tout j ∈ N,

‖Fd(−h2∆g)ẽ
h
k‖Hj+2(M) ≤ C(1 + τh)‖ẽhk‖Hj(M) (4.1.30)

Pour conclure, il suffit de remarquer que Fd étant strictement positive, elle est minorée uni-
formément par une constante strictement positive indépendante de h sur le support de χ. �

Analyse du spectre

Nous sommes maintenant en position de prouver les résultats du Théorème 4.1.1

Le fait que le spectre de Th soit situé au dessus d’une certaine constante γ0 > −1 est une
conséquence immédiate des Lemmes 4.1.6, 4.1.5, 3.4.1 et de l’inégalité de Garding.

Commençons la preuve de (4.1.2). Pour k ∈ N, notons mk = dim(Ker(∆g + λk)) la mul-
tiplicité de λk. Soit ρ0 ∈ C∞

0 (R) égale à 1 près de zéro. Alors, il existe h0 > 0 tel que pour

78



tout h ∈]0, h0], on a e = ρ0(−h2∆g)e quelque soit e ∈ Ker(∆g + λk) avec k ≤ L. On déduit du
Lemme 4.1.6 que

‖(Th − Γd(−h2∆g))(e)‖L2(M,dνh)‖ = ‖(Th − Γd(−h2∆g))ρ(h
2∆g)(e)‖L2(M,dνh)

= h2‖Oph(a)e‖L2(M,dνh) = O(h4)‖∆ge‖L2(M,dgx)

(4.1.31)

Par ailleurs, on a Γd(−h2∆g)e = Γd(h
2λk)e = (1+h2Γ′

d(0)λk +O(h4))e. En combinant cela avec
(4.1.31) on obtient ‖(|∆W

h |−λk)e‖L2(M,dνh) = O(h2) pour tout e ∈ Ker(∆g +λk). Comme |∆W
h |

est auto-adjoint sur L2(M,dνh), ceci prouve qu’il existe C0 > 0 tel que

∀h ∈]0, h0],∀0 ≤ k ≤ L, card
(
Spec(|∆W

h |) ∩ [λk − C0h
2, λk + C0h

2]
)
≥ mk. (4.1.32)

Réciproquement, si eh est une fonction propre normalisée |∆W
h |, |∆W

h |eh = τhe
h, avec τh

borné, on déduit du Lemme 4.1.7 que eh − ρ0(−h2∆g)e
h ∈ OC∞(h∞). En utilisant le Lemme

4.1.8 avec τh borné, on obtient ‖eh‖Hj (M) ≤ Cj pour tout j, avec Cj indépendant de h. Le
même argument que ci-dessus montre qu’il existe C > 0 indépendant de h tel que

‖(τh + ∆g)(e
h)‖L2(M,dνh) ≤ Ch2 (4.1.33)

et l’on déduit du théorème spectral que dist(τh, Spec(−∆g)) ≤ Ch2.
Il reste à monter que pour h assez petit , on égalité dans le membre de droite de (4.1.32).

Soit p ≥ mk et u1(h), . . . , up(h) une famille de vecteurs propres de |∆W
h | associés à la valeur

propre τj(h) ∈ [λk − C0h
2, λk + C0h

2], orthonormale pour le produit scalaire 〈., .〉L2(M,dνh).
D’après le Lemme 4.1.8, il existe une sous-suite (hn) tendant vers 0 lorsque n → ∞ et telle
que ul(hn) converge dans H2. D’après (4.1.33), sa limite fl est solution de −∆gfl = λkfl pour
tout l = 1, . . . , p et les fonctions fl sont orthogonales pour le produit scalaire 〈., .〉L2(M,dgx). Ceci
prouve que mk ≥ p, et achève la preuve de (4.1.2). Ceci montre aussi que 1 est valeur propre
simple de Th.

L’estimation (4.1.5) est une réécriture du Lemme 4.1.8. Il reste donc à prouver l’estimation
de Weyl. Notons N0(λ, h) le nombre de valeurs propres de Γd(−h2∆g) dans l’intervalle [1−λ, 1].
En utilisant le Lemme 4.1.6 et le principe du min-max, on montre qu’il existe des constantes
C+, C− > 0 telles que pour τ > 0 assez grand, on a

N((τ − C+)h2, h) ≤ N0(τh
2, h) ≤ N((τ + C−)h2, h) (4.1.34)

Il suffit donc de montrer que N0 vérifie l’estimation suivante :

|N0(τh
2, h) − (2πh)−d

∫

Γd(|ξ|2x)∈[1−τh2,1]
dxdξ| ≤ C(1 + τ)

d−1
2 . (4.1.35)

Celle ci s’obtient en combinant l’estimation de Weyl avec reste optimal pour le Laplacien sur
une variété compacte, combinée avec la structure de la fonction Γd.

Convergence des résolvantes

Le Théorème 4.1.2 se démontre à partir de la description du spectre obtenue dans le Théorème
4.1.1. On commence par introduire l’opérateur

|∆0
h| = 2(d + 2)

1 − Γd(−h2∆g)

h2
(4.1.36)
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En utilisant le Lemme 3.4.1, on montre que

‖(z − |∆0
h|)−1 − (z + ∆g)

−1‖L2 ≤ Ch2 (4.1.37)

uniformément par rapport à z ∈ U . La preuve se réduit donc à montrer que

‖(z − |∆W
h |)−1 − (z − |∆0

h|)−1‖L2 ≤ Ch2. (4.1.38)

Cette estimation s’obtient à nouveau à partir des Lemmes 4.1.6 et 4.1.7 et de l’identité de la
résolvante.

Analyse de l’opérateur metropolisé

L’objet de cette section est de donner les ingrédients de démonstration du Théorème 4.1.3.
Partant des définitions (4.1.7), on peut écrire Mh = Th +Rh avec

Rh(f)(x) = mh(x)f(x) +

∫

dg(x,y)≤h
min

( 1

|B(y, h)| −
1

|B(x, h)| , 0
)
f(y)dgy (4.1.39)

En écrivant un développement limité du volume des boules, on voit facilement que la fonction

a(x, , y, h) = hd−2 min
(

1
|B(y,h)| − 1

|B(x,h)| , 0
)

vérifie les estimations suivantes :

|a(x, y, h)| ≤ Cdg(x, y), |∇xa(x, y, h)| + |∇ya(x, y, h)| ≤ C (4.1.40)

On en déduit aisément les estimations suivantes sur Rh :

‖Rh‖L2→L2 = O(h3), ‖Rh‖H1→H1 = O(h2). (4.1.41)

A l’aide de cette estimation, il est assez facile de démontrer (4.1.11) et (4.1.12). Pour ce qui est
de l’estimation des fonctions propres (4.1.13), elle demande un peu plus de travail. En effet, le
noyau de Mh étant seulement Lipschitz, les techniques d’analyse microlocale ne s’appliquent pas
et l’on ne peut pas démontrer d’estimation de Sobolev pour les fonctions propres de Mh. Pour
contourner ce problème, on démontre de la régularité W 1,p et on utilise une injection de W 1,p

dans L∞. On renvoie à la section 4 de [LM10] pour les détails.

Convergence vers la mesure stationnaire

Nous esquissons ici la preuve du Théorème 4.1.4. Partant de la formule (3.3.7), on doit
montrer qu’il existe A,h0 > 0 et γ(h) ≃ γ′(h) ≃ λ1

2(d+2) tels que

e−γ′(h)nh2 ≤ ‖Mn
h − Π0‖L∞→L∞ ≤ Ae−γ(h)nh2

, (4.1.42)

où Π0 est le projecteur orthogonal dans L2(M,dµM ) sur l’espace des fonctions constantes

Π0(f)(x) =
1

V ol(M)

∫

M
f(y)dgy. (4.1.43)

La borne inférieure s’obtient facilement en remarquant que (Mn
h −Π0)(ẽ

h
1 ) = (1−h2 τ̃h

1 )nẽh1 , avec
|τ̃h

1 − λ1
2(d+2) | ≤ Ch d’après (4.1.11).

Passons maintenant à la preuve de la borne supérieure. Comme nous l’avons remarqué
précédemment, l’existence d’un trou spectral fourni seulement une estimation L2. Si l’on vise à
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obtenir des estimations en variation totale, on doit estimer des opérateurs dans L∞ et l’on perd
l’orthogonalité des projecteurs. On doit donc utiliser des informations plus fines sur le spectre.

L’opérateur Mn
h étant Markovien, il est borné par 1 sur L∞ (de même que Π0). Afin de

prouver (4.1.42), on peut donc supposer n ≥ C0h
−2. Soit δ ∈]0, 1[ tel que le spectre de Mh est

contenu dans [−δ, 1]. On décompose alors Mh − Π0 = Mh,1 +Mh,2 avec

Mh,1(x, y) =
∑

δ≤eµk(h)<1

(1 − h2τ̃k(h))ẽ
h
k(x)ẽhk(y)

Mh,2 = Mh − Π0 −Mh,1

(4.1.44)

où 1 − h2τ̃k(h) = µ̃k(h) . D’après (4.1.44) et (4.1.13), il existe α > 0 tel que

‖Mn
h,1‖L∞→L∞ ≤

∑

eτ1(h)≤eτk(h)≤(1−δ)h−2

(1 − h2τ̃k(h))
n(1 + τ̃k(h))

α (4.1.45)

En utilisant l’inégalité 1 − x ≤ e−x, et l’estimation de Weyl (4.1.12) , on obtient

‖Mn
h,1‖L∞→L∞ ≤ C

∫ ∞

eτ1(h)
e−nh2x(1 + x)βdx ≤ C ′e−nh2eτ1(h), ∀n ≥ C0h

−2 (4.1.46)

et il reste à estimer Mn
h,2. En utilisant l’estimation ‖Mn

h,2‖L∞→L2 ≤ ‖Mn
h,2‖L2→L2 ≤ δn, on

montre qu’il existe C,µ > 0 tels que

‖Mn
h,2‖L∞→L∞ ≤ Ce−nµ ∀n ≥ 1/h. (4.1.47)

Par suite la contribution de Mn
h,2 est négligeable devant la borne que nous avons à démontrer

(4.1.42).

4.1.4 Convergence vers le mouvement brownien

Dans l’appendice de [LM10], nous utilisons l’analyse spectrale précédente pour donner une
nouvelle construction du mouvement brownien sur une variété compacte sans bord (M,g). Etant
donné x0 ∈M , il s’agit de construire un espace de probabilité (Ω,F , P ) et une famille de variables
aléatoires (Bt)t∈[0,∞[ tels que

(P1) On a B0 = x0 presque sûrement et quels que soient p ∈ N, 0 = t0 < t1 < . . . < tp des réels
et A1, . . . , Ap des Boreliens, la probabilité pour que Btj ∈ Aj pour tout j = 1, . . . , p est
donnée par

∫

x1∈A1,...,xp∈Ap

ptp−tp−1(xp, xp−1) . . . pt1−t0(x1, x0)dgxp . . . dgx1 (4.1.48)

où pt(x, y) désigne le noyau de la chaleur au temps t pour l’opérateur de Laplace-Beltrami
sur M .

(P2) Pour tout ω ∈ Ω, la fonction t 7→ Bt(ω) est continue.

Une manière de construire de telles variables aléatoires consiste à définir la mesure de Wiener
sur l’espace des chemins issue de x0 sur M . Notons Xx0 l’ensemble des fonction continues ω de
[0,∞[ à valeurs dans M , telles que ω(0) = x0. On munit Xx0 de la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts de [0,∞[ et de la tribu des Boreliens associée B. La mesure de Wiener
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est l’unique mesure de probabilité sur Xx0 telle que pour tout 0 < t1 < t2 < ... < tk et quels que
soient A1, ..., Ak des Boreliens de M , on a

Wx0(ω(t1) ∈ A1, ω(t2) ∈ A2, ..., ω(tk) ∈ Ak) =∫

A1×A2×...×Ak

ptk−tk−1
(xk, xk−1)...pt2−t1(x2, x1)pt1(x1, x0)dgx1dgx2...dgxk

(4.1.49)

Une fois la mesure de Wiener construite, il est facile de définir les variables aléatoires (Bt).
Il suffit en effet de poser Ω = Xx0 , F = B, P = Wx0 et

Bt(ω) = ω(t) (4.1.50)

pour tout ω ∈ Ω et t > 0.
L’existence de la mesure de Wiener sur une variété compacte est connue depuis longtemps.

On renvoie à [EM89] et [Hsu03]. Nous allons montrer comment la retrouver à partir des marches
aléatoires que nous avons étudiées précédemment.

Pour tout h ∈]0, 1], considérons le sous ensemble fermé MN

h,x0
de l’espace produit MN, défini

par
MN

h,x0
= {x = (x1, x2, ..., xn, ...), ∀j ≥ 0, dg(xj , xj+1) ≤ h} (4.1.51)

On munit MN de la topologie produit, ce qui en fait un espace compact métrisable. La châıne
de Metropolis issue de x0 permet de définir une mesure de probabilité Px0,h sur MN, telle
que Px0,h(MN

h,x0
) = 1. Il suffit de poser pour tout k ∈ N et pour tout k-uple de boreliens

A1, ..., Ak ⊂M ,

Px0,h(x1 ∈ A1, x2 ∈ A2, ..., xk ∈ Ak) =

∫

A1×A2×...×Ak

Mh(xk−1, dxk)...Mh(x1, dx2)Mh(x0, dx1)

(4.1.52)
où Mh(x, dy) est le noyau de Metropolis défini en (4.1.7).

On construit ensuite une application jx0,h de MN

h,x0
dans Xx0 en reliant les points xj par

des géodésiques :

jx0,h(x) = ω ⇐⇒ ∀j ≥ 0 ω(jh2/(d+ 2)) = xj , et ∀t ∈ [
jh2

d+ 2
,
(j + 1)h2

d+ 2
]

ω(t) est la courbe géodésique reliant xj à xj+1 à la vitesse h−2(d+ 2)dg(xj, xj+1).
(4.1.53)

Pourvu que h > 0 soit plus petit que le rayon d’injectivité de la variété M , l’application jx0,h

est bien définie et continue. Cette application nous permet de définir une mesure de probabilité
Px0,h sur Xx0 comme étant la mesure image de Px0,h par l’application jx0,h. Nous avons montré
dans [LM10] que la mesure Px0,h converge faiblement vers la mesure de Wiener Wx0 lorsque
h→ 0.

Théorème 4.1.9 Pour toute fonction continue bornée ω 7→ f(ω) sur Xx0 , on a

lim
h→0

∫
fdPx0,h =

∫
fdWx0 (4.1.54)

La stratégie de démonstration de ce théorème est la suivante. Dans un premier temps, on montre
que la famille de probabilités (Px0,h)h∈]0,1] est compacte. On utilise pour cela un critère de
Prohorov. On démontre ensuite que toute suite extraite converge nécessairement vers la mesure
de Wiener.

Commençons par quelques rappels de probabilités (voir [KS88], [Bil68] et [Par67] pour plus
de détails).
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Définition 4.1.10 Soit (X, d) un espace métrique, B la tribu des boreliens associée et Π une
famille de probabilités sur (X,B). On dit que π est relativement compact si toute suite d’éléments
de Π contient une sous suite faiblement convergente. On dit que Π est tendue si pour tout ǫ > 0
il existe un compact K ⊂ X tel que P (K) ≥ 1 − ǫ pour tout P ∈ Π.

Le théorème suivant fournit un critère de compacité.

Théorème 4.1.11 ( Prohorov (1956)) Soit Π une famille de probabilités sur un espace
métrique, complet, séparable (X, d). Alors, cette famille est relativement compacte si et seulement
si elle est tendue.

Revenons à la preuve du Théorème 4.1.9. On veut appliquer le théorème de Prohorov à
la famille (Px0,h)h∈]0,1] sur l’espace Xx0. Pour T, δ > 0 et ω ∈ Xx0, introduisons le module

de continuité mT (ω, δ) := max|s−t|<δ,0≤s,t≤T dg(ω(s), ω(t)). Le théorème d’Arzela-Ascoli suivant
fournit une caractérisation des ensembles compacts de Xx0 .

Théorème 4.1.12 Soit A ⊂ Xx0 un ensemble fermé. Alors A est compact si et seulement si
limδ→0 supω∈Am

T (ω, δ) = 0 pour tout T > 0.

A l’aide de ce théorème on démontre le critère suivant qui assure qu’une famille de probabilité
est tendue :

Théorème 4.1.13 Une suite (Pn)n∈N de probabilités sur Xx0 est tendue si et seulement si

lim
δ→0

sup
n∈N

Pn({ω ∈ Xx0 , m
T (ω, δ) > ǫ}) = 0

pour tout T, ǫ > 0.

Considérons la famille de probabilités (Px0,h)h∈]0,1]. Pour ǫ, T, δ > 0, on note T̃ = T
d+2 et

δ̃ = δ
d+2 . On a

Px0,h({ω ∈ Xx0 ,m
T (ω, δ) > 8ǫ}) =

Px0,h({X ∈MN, ∃t, s < T, |t− s| < δ, dg(jx0,h(X)(t), jx0 ,h(X)(s)) > 8ǫ})
≤ Px0,h({X ∈MN, X0 = x0 et ∃j < l ≤ h−2T̃ , (l − j)h2 ≤ δ̃, dg(Xj ,Xl) > 4ǫ})

≤ 2C

δ̃
sup

z0∈M,n≤h−2δ̃

Pz0,h({X ∈MN, X0 = z0 et dg(Xn, z0) > ǫ})

(4.1.55)
Or, par définition, on a

Pz0,h({X ∈MN, X0 = z0 et dg(Xn, z0) > ǫ}) = Mn
h (1ldg(y,z0)>ǫ)(z0) (4.1.56)

En utilisant les informations précédentes sur l’opérateur Mh, on montre ensuite l’estimation
fondamentale suivante :

Proposition 4.1.14 Il existe des constantes C,A, a, c0, h0 > 0 telles que pour tout ǫ ∈]0, ǫ0],
pour tout δ ∈]0, c0ε

2] et pour tout h ∈]0, h0], l’inégalité suivante est vraie :

sup
x0∈M,nh2≤δ

Px0,h(dg(Xn, x0) > ǫ) ≤ Cǫ−Ae−aǫ2/δ (4.1.57)
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Preuve. La preuve est assez technique. On se contente de donner ici les idées générales.
Soir ϕ(r) ∈ C∞([0,∞[) une fonction croissante égale à 0 si r ≤ 3/4 et égale à 1 si r ≥ 1. Le

point de départ consiste à remarquer que

Px0,h(dg(Xn, x0) > ǫ) =

∫

dg(y,x0)>ǫ
Mn

h (x0, dy) = Mn
h (1dg(y,x0)>ǫ)(x0) ≤Mn

h (ϕx0,ǫ)(x0)

où ϕx0,ǫ(x) = ϕ(
dg(x,x0)

ǫ ). Il s’agit donc d’estimer Mn
hϕx0,ǫ(x0). En utilisant à nouveau l’approxi-

mation de Mh par un opérateur pseudo-differentiel, on se ramène à montrer qu’il existe des
constantes c0, c1 > 0 telles que pour nh2 ≤ c0ǫ

2, on a

‖Mn
h (ϕx0,ε)‖L2(B(x0,ε/2)) ≤ Ce−aε2/nh2

(4.1.58)

‖Mn
h (ϕx0,ε)‖L∞(B(x0,ε/4)) ≤ Ch−d/2e−aε2/nh2

(4.1.59)

Pour cela, on écrit

Mn
h =

1

2iπ

∫

σ
zn(z −Mh)−1dz,

où σ est un contour (à choisir convenablement) dans C entourant le spectre deMh. On décompose
σ en σ1 ∪ σ2 où σ2 est contenu dans |z| ≤ r0 < 1.

Grâce au facteur zn, l’intégrale sur σ2 s’estime facilement.
Pour estimer l’intégrale sur σ1, on choisit un contour sur lequel zn n’est pas trop grand et

fz(x) = 1ldg(x,x0)<
ǫ
2
(z −Mh)−1ϕx0,ǫ décrôıt exponentiellement. L’obtention d’estimations de fz

s’obtient en considérant l’opérateur conjugué

Mh,φ = eφ/hMhe
−φ/h,

où φ(x) est une phase complexe égale à 0 sur B(x0,
ǫ
2 ). On montre alors qu’on peut choisir σ1

de sorte que la résolvante (Mh,φ − z)−1 soit uniformément bornée pour z ∈ σ1 (ici on utilise
fortement que l’opérateur Mh propage à vitesse au plus h).

On peut alors controler ‖fz‖L2 par ‖eφ/hϕx0,ǫ‖L2 , ce qui permet (en choisissant bien σ1) de
récupérer la décroissance perdue par zn. On renvoie à [LM10] pour les détails. �

De cette proposition et de (4.1.55), on déduit que

lim
δ→0

(
sup

h∈]0,h0]
Px0,h( max

|s−t|≤δ, 0≤s,t≤T
dg(ω(s), ω(t)) > ε)

)
= 0. (4.1.60)

En invoquant le théorème 4.1.13, on en déduit que la famille de probabilités (Px0,h)h∈]0,h0] est
tendue. On peut donc en extraire une sous suite convergente vers une limite Px0 .

Il reste alors à montrer que toute limite Px0,hk
, hk → 0, est nécessairement égale à la mesure

de Wiener. On doit donc montrer que pour tout 0 < t1 < ... < tm et pour toute fonction continue
f(x1, . . . , xm), on a

lim
k→∞

∫
f(ω(t1), . . . , ω(tm))Px0,hk

=

∫
f(x1, . . . , xm)ptm−tm−1(xm, xm−1)...pt2−t1(x2, x1)pt1(x1, x0)dgx1dgx2...dgxm

(4.1.61)

En revenant aux définitions précédentes ceci se réduit à montrer la proposition suivante dont la
preuve découle à nouveau de l’analyse précédente de l’opérateur Mh :
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Proposition 4.1.15 Pour tout f ∈ C0(M), et pour tout t > 0, on a

lim
h→0

‖et△g/2(f) −M
n(t,h)
h (f)‖L∞ = 0 (4.1.62)

où n(t, h) désigne la partie entière de h−2(d+ 2)t.

4.2 Algorithme de Metropolis sur un ouvert borné

Nous décrivons maintenant les résultats obtenus avec P. Diaconis et G. Lebeau [DLM08] sur
le problème qui a historiquement motivé les travaux de Metropolis. On suppose ici que Ω est
un ouvert borné de R

d muni de la métrique euclidienne. On suppose que la frontière de Ω est
de régularité Lipschitz et on se donne une densité de probabilité ρ(x) sur Ω. Pour A > 0 assez
grand, Ω est contenu dans une boite [−A,A]d. En quotientant cet ensemble par (2AZ)d, on peut
voir Ω comme un ouvert du tore plat M = (R/2AZ)d. Afin d’alléger les notations, on supposera
que A = π. On se trouve donc dans la situation décrite à la section 3.4 avec θ = 1 et θ = ρ. Pour
x ∈ M , la mesure de la boule Bh(x) vérifie vh(x) = αdh

d, où αd désigne le volume de la boule
unité de M . Le noyau de Metropolis correspondant à cette situation prend donc la forme :

Mh(x, dy) = mh(x)δy=x +Kh(x, dy) (4.2.1)

avec

Kh(x, dy) =
1

αdhd
min(1,

ρ(y)

ρ(x)
) 1ld(x,y)<h dy (4.2.2)

et

mh(x) = 1 −
∫

Ω
Kh(x, dy) (4.2.3)

C’est un opérateur autoadjoint sur L2(Ω, dπ). Dans un premier temps nous décrivons ”grossièrement”
le spectre de Mh sans faire d’hypothèse de régularité sur la densité ρ.

4.2.1 Trou spectral pour une densité peu régulière

Théorème 4.2.1 Soient 0 < m ≤ M < ∞ des réels fixés. Il existe h0 > 0, δ0 ∈]0, 1/2[ et des
constantes Ci > 0 tels que pour tout h ∈]0, h0] et pour toute densité de probabilité ρ sur Ω telle
que m ≤ ρ(x) ≤M pour tout x ∈ Ω, les assertions suivantes sont vérifiées :

i) Le spectre de Mh est contenu dans [−1 + δ0, 1], 1 est valeur propre simple de Mh, et
Spec(Mh)∩ [1− δ0, 1] est un ensemble discret. De plus pour tout 0 ≤ λ ≤ δ0, le nombre de
valeurs propres (comptées avec multiplicité) de Mh dans [1 − λ, 1] vérifie

N(λ, h) ≤ C1(1 + λh−2)d/2. (4.2.4)

ii) Le trou spectral g(h) vérifie
C2h

2 ≤ g(h, ρ) ≤ C3h
2 (4.2.5)

La fin de cette section est consacrée à la preuve de ce théorème. On commence par remarquer
qu’on peut supposer sans perte de généralité que la densité ρ est constante (disons égale à 1).
En effet, si ρ1, ρ2 sont deux densités telles que m ≤ ρi(x) ≤M pour tout x, alors on a

ρ2(x) ≤ ρ1(x)

(
1 +

‖ρ1 − ρ2‖∞
m

)
,

Kh,ρ1(x, y)ρ1(x) ≤ Kh,ρ2(x, y)ρ2(x)

(
1 +

‖ρ1 − ρ2‖∞
m

)
,

(4.2.6)
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et on déduit de la caractérisation (3.4.14) que leurs trous spectraux respectifs g1(h) et g2(h)
vérifient

g1(h)

g2(h)
≤
(

1 +
‖ρ1 − ρ2‖∞

m

)3

(4.2.7)

On supposera donc dans cette section que ρ = 1. On commence par l’étude du spectre près de
1 et −1.

Trous spectraux en 1 et −1

Commençons par étudier le spectre essentiel de Mh. Il est clair que Kh(x, dy) est le noyau
d’un opérateur compact. Par suite, le spectre essentiel de Mh est donné par l’image de la fonction
mh. Cette fonction est clairement nulle si x ∈ Ω vérifie dist(x, ∂Ω) > h. Près du bord, en utilisant
une paramétrisation Lipschitz de la frontière et en posant y = x+ hz, on voit clairement qu’il
existe δ0 > 0 tel que mh(x) ≤ 1− δ0. Ceci montre que le spectre essentiel de Th est contenu dans
[−1, 1 − δ0].

On peut donc étudier le trou spectral associé à Mh. D’après les formules (3.4.12) à (3.4.16)
(ici ρ = 1 donc Mh = Th), le trou spectral g(h) est la meilleure constante telle que l’inégalité
suivante soit vraie :

VΩ
h (u) ≤ 1

g(h)
EΩ

h (u) (4.2.8)

où EΩ
h (u) := 〈u −Mhu, u〉L2(Ω) et VΩ

h (u) = ‖u‖2
L2(Ω) − 〈u, 1〉2L2(Ω). Un calcul immédiat montre

que

VΩ
h (u) =

1

2

∫

Ω×Ω
(u(x) − u(y))2dxdy (4.2.9)

et

EΩ
h (u) =

1

2αdhd

∫

Ω×Ω
1l|x−y|<h(u(x) − u(y))2dxdy (4.2.10)

Nous allons utiliser des techniques connues sous le nom de ”méthode du chemin” . On renvoie
à [DSC98] pour de nombreuses références dans le contexte d’un espace d’état discret.

La première étape de la preuve du théorème 4.2.1 consiste à démontrer une sorte de Lemme
de doublement pour notre opérateur.

Lemme 4.2.2 Pour tout α > 1, il existe C > 0 et h0 > 0 tels que

EΩ
αh(u) ≤ CEΩ

h (u) ∀u ∈ L2(Ω), ∀h ∈]0, h0]. (4.2.11)

Preuve. On commence par traiter le cas où Ω est un ouvert convexe. Sous cette hypothèse, en
utilisant l’inégalité

|u(x) − u(y)| ≤ |u(x) − u(
x+ y

2
)| + |u(x+ y

2
) − u(y)| (4.2.12)

on obtient

EΩ
αh(u) =

(hα)−d

2αd

∫

Ω

∫

Ω
1|x−y|≤αh|u(x) − u(y)|2dxdy

≤ (hα)−d

αd

∫

Ω

∫

Ω
1|x−y|≤αh|u(x) − u(

x+ y

2
)|2dxdy

≤ 22−d(hα/2)−d

αd

∫

φ(Ω×Ω)
1|x−y|≤αh

2
|u(x) − u(y)|2dxdy,

(4.2.13)
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où φ(x, y) = (x, x+y
2 ). Comme Ω est convexe, alors φ(Ω × Ω) ⊂ Ω × Ω et par suite EΩ

αh(u) ≤
2EΩ

αh/2(u). En itérant ce procédé, on obtient le résultat pour des domaines convexes.
Le passage à des domaines généraux se fait en utilisant un recouvrement de l’ouvert Ω par

des ouverts ωi convenables. Loin du bord, il suffit que les ωi soient convexes. Près du bord, on
demande qu’après redressement de la frontière par un difféomorphisme Lipschitz φi, l’ouvert
φi(ωi) soit convexe. On renvoie à [DLM08] pour les détails. �

On est maintenant en mesure de prouver l’estimation (4.2.5). Pour montrer l’inégalité de
gauche, il suffit de la tester sur une fonction u ∈ C∞

0 (Ω) dont le support est contenu dans une
petite boule Q ⊂ Ω et telle que

∫
Ω u(x)dx = 0. Comme Q est convexe, on déduit de la formule

de Taylor que 〈u−Mhu, u〉 = O(h2).
On va maintenant montrer l’inégalité de droite dans (4.2.5) dans le cas où Ω est convexe.

Etant donné u ∈ L2(Ω), on a

VΩ
h (u) ≤ Ch−1

K(h)−1∑

k=0

∫

Ω×Ω
(u (x+ k~(y − x)) − u (x+ (k + 1)~(y − x)/))2 dxdy, (4.2.14)

où K(h) = O(h−1) est le plus grand entier inférieur h−1 et K(h)~ = 1 . En effectuant le
changement de variable x′ = x+ k~(y − x), y′ = x+ (k + 1)~(y − x), on obtient

VΩ
h (u) ≤ Ch−d−1K(h)

∫

Ω×Ω
1|x′−y′|<~diam(Ω)

(
u(x′) − u(y′)

)2
dx′dy′. (4.2.15)

En utilisant le Lemme 4.2.2, on en déduit immédiatement l’inégalité (4.2.5) dans le cas où Ω est
convexe. Le cas d’un ouvert non convexe se traite à nouveau en utilisant un recouvrement par
des ouverts convenables et le Lemme 4.2.2.

On remarque au passage que l’inégalité (4.2.5) combinée avec la définition (3.4.14) montre
que 1 est valeur propre simple de Mh. Dans le même esprit que la preuve précédente, on peut
montrer l’existence de δ0 > 0 tel que le spectre de Mh est contenu dans [−1 + δ0, 1]. On adopte
à nouveau une approche variationelle. Il s’agit de montrer qu’il existe δ0 > 0 tel que pour tout
u ∈ L2(Ω), on a 〈u+Mhu, u〉 ≥ (1 − δ0)‖u‖2

L2(Ω). En utilisant la symétrie du noyau Kh, on a

〈u+Mhu, u〉L2(Ω) =
1

2

∫

Ω×Ω
|u(x) + u(y)|2Kh(x, dy)dx+ 2〈mhu, u〉L2(Ω). (4.2.16)

On doit donc prouver l’existence de constantes h0, C0 > 0 telles que pour tout h ∈]0, h0] et tout
u ∈ L2(Ω), l’inégalité suivante soit vérifiée :

∫

Ω×Ω
h−d 1l|x−y|<h |u(x) + u(y)|2dxdy ≥ C0‖u‖2

L2(Ω). (4.2.17)

Comme l’ouvert Ω est Lipschitz, il existe des constantes C1, C2 > 0 et un recouvrement de Ω
par des ouverts ωj tels que diam(ωj) < h/2, vol(ωj) ≥ C1h

d et pour tout j, le nombre de k tels
que ωj ∩ ωk 6= ∅ est borné par C2. On a alors

C2

∫

Ω×Ω
h−d 1l|x−y|<h|u(x) + u(y)|2dxdy ≥

∑

j

h−d 1

αd

∫

ωj×ωj

|u(x) + u(y)|2dxdy

≥
∑

j

2h−d 1

αd
vol(ωj)‖u‖2

L2(ωj)
≥ 2C1

αd
‖u‖2

L2(Ω),

(4.2.18)

ce qui prouve (4.2.17).
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Estimation de la fonction de comptage

On démontre ici l’estimation (4.2.4). Par ailleurs, on met en place quelques outils qui seront
utiles dans l’étude de la convergence vers la mesure stationnaire. L’idée générale consiste à
trouver un opérateur de référence auquel comparer Mh. Ici, l’ouvert Ω étant contenu dans un tore
plat, l’opérateur de référence sera l’opérateur de marche aléatoire sur cette variété particulière,
dont on a vu qu’il était particulièrement simple (c’est une fonction explicite du Laplacien). On
introduit l’opérateur de marche aléatoire Nh sur le tore Πd = (R/2πZ)d, où l’on a supposé pour
simplifier les notations que Ω ⊂ Πd. On a

Nhu(x) =
1

αdhd

∫

Πd

1ld(x,y)<h u(y)dy (4.2.19)

ou d(x, y) désigne la distance euclidienne sur le tore. La forme de Dirichlet associée à Nh est

EΠ
h (u) =

1

2αdhd

∫

Πd×Πd

1ld(x,y)<h(u(x) − u(y))2dxdy (4.2.20)

et la variance

VΠ
h (u) =

1

2

∫

Πd×Πd

(u(x) − u(y))2dxdy. (4.2.21)

Dans le cas présent du tore, toutes ces quantités ont des expressions agréables. D’après la formule
(4.1.1), l’opérateur Nh s’écrit

Nh = Γd(−h2∆) (4.2.22)

où Γd est définie en (3.4.23).
On introduit maintenant la théorie de Fourier sur le tore. On notera fk(x) = 1

(2π)d/2 e
ik.x,

k ∈ Z
d la base orthonormée des fonctions propres du Laplacien sur Πd. Pour v ∈ L2(Πd), on

notera ck(v) = 1
(2π)d/2

∫
Πd v(x)e

−ik.xdx le coefficient de Fourier de v associé à la fréquence k ∈ Z
d.

Les normes L2 et H1 sur Π s’écrivent alors :

‖v‖2
L2(Ω) =

∑

z∈Zd

|ck(v)|2

‖v‖2
H1(Ω) =

∑

z∈Zd

(1 + |k|2)|ck(v)|2
(4.2.23)

où |k|2 =
∑d

j=1 k
2
j . Par ailleurs, l’identité de Parseval nous fournit l’expression suivante pour la

forme de Dirichlet
EΠ

h (v) =
∑

k∈Zd

(1 − Γd(h
2|k|2))|ck(v)|2 (4.2.24)

Or, on déduit facilement du Lemme 3.4.1, qu’il existe η > 0 suffisamment petit et c > 0 tels que
1 − Γd(s) > cs si 0 < s < η et 1 − Γd(s) > c si s > η. Par suite,

EΠ
h (v) ≥ c


 ∑

h2|k|2<η2

h2|k|2|ck(v)|2 +
∑

h2|k|2≥η2

|ck(v)|2

 (4.2.25)

Afin de comparer les opérateurs Mh et Nh nous étendons les fonctions définies sur Ω au tore
Πd. En utilisant des cartes locales près de la frontière ∂Ω qui est Lipschitz, on construit facilement
un opérateur continu de prolongement E : L2(Ω) → L2(Πd) qui soit continu de H1(Ω) dans
H1(Πd) et tel que E(u)(x) = 0 sur le complémentaire d’un voisinage de Ω. Le Lemme suivant
est le point clef de la preuve de l’estimation Weyl et des estimations des fonctions propres à
venir.
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Lemme 4.2.3 Il existe des constantes C0, h0 > 0 telles que pour tout h ∈]0, h0] et pour tout
u ∈ L2(Ω), on ait :

EΩ
h (u)/C0 ≤ EΠ

h (E(u)) ≤ C0

(
EΩ

h (u) + h2‖u‖2
L2

)
. (4.2.26)

De plus, il existe C1 > 0 tel que pour tout h ∈]0, h0], et pour toute fonction u ∈ L2(ρ) vérifiant

‖u‖2
L2(Ω) + h−2EΩ

h (u) ≤ 1

on ait la décomposition u = uL + uH avec uL ∈ H1(Ω), ‖uL‖H1 ≤ C1, et ‖uH‖L2 ≤ C1h.

Preuve. La démonstration de (4.2.26) est élémentaire. Il suffit d’utiliser la définition de l’opérateur
de prolongement E, de travailler dans des cartes locales près du bord de l’ouvert et de faire
quelques changements de variables dans les expressions (4.2.10) et (4.2.20) (en fait des symétries
par rapport au bord).

Concentrons nous sur la preuve de la décomposition u = uL +uH . Supposons que u ∈ L2(Ω)
vérifie ‖u‖2

L2(Ω) +h
−2EΩ

h (u) ≤ 1 et notons v = E(u) son extension au tore. De (4.2.26), on déduit

que EΠ
h (v) ≤ C0h

2. Pour η > 0 petit, posons v = vL + vH avec

vL =
∑

h2|k|2≤η2

ck(v)fk et vH =
∑

h2|k|2≥η2

ck(v)fk (4.2.27)

En utilisant (4.2.25), il vient immédiatement ‖vH‖L2(Πd) ≤ Ch2 et ‖vL‖H1(Πd) ≤ C. Il suffit
alors de prendre uL = (vL)|Ω et uH = (vH)|Ω. �

La seconde partie du lemme précédent est un résultat de compacité sur la famille des fonc-
tions propres de Mh. Plus précisément, si eh est une fonction normalisée dans L2 telle que
Mheh = (1 − h2zh)eh pour un certain zh borné uniformément par rapport h, alors le Lemme
précédent permet de décomposer la famille de fonctions propres (eh)h, en une partie bornée dans
H1 (uniformément par rapport à h) et une partie petite dans L2. Il montre donc que la famille
(eh)h est compacte dans L2. Ca sera un point crucial dans l’étude précisée du spectre.

Nous sommes maintenant en position de prouver l’estimation de Weyl de la fonction N(λ, h).
L’idée générale consiste à utiliser le principe du min-max et à transférer des informations connues
sur le Laplacien sur le tore vers l’opérateur Mh via l’inégalité variationelle (4.2.26). D’après le
principe du min-max, il suffit de trouver un sous-espace F de L2(Ω), de codimension N =

O((1 + λh−2)
d
2 ) tel que pour tout u ∈ F , on ait

EΩ
h (u) ≥ λ‖u‖2

L2(Ω). (4.2.28)

Or, il est assez facile de déduire des propriétés de Γd qu’il existe une constante c > 0 indépendante
de h et λ, telle que

EΠ
h (v) ≥ min(c, λ)‖v‖2

L2(Π) (4.2.29)

pour tout v ∈ FΠ = {v ∈ L2(Π), ck(v) = 0,∀|k|2 ≤ λh−2}. En utilisant le Lemme 4.2.3, on

construit facilement un sous espace F de codimension O((1 + λh−2)
d
2 ) tel que 4.2.28 est vérifiée

pour tout u ∈ F , ce qui prouve l’estimation de Weyl.
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4.2.2 Estimations de variation totale

Comme dans le cas d’une variété compacte sans bord, on peut montrer la convergence en
variation totale des itérés du noyau de Metropolis vers la mesure stationnaire associée.

Théorème 4.2.4 Supposons que ρ vérifie les hypothèses du Théorème 4.2.1. Il existe des constantes
C3, C4 > 0, telles qu’on a l’estimation suivante pour tout n ∈ N

supx∈Ω‖Mn
h (x, dy) − ρ(y)dy‖TV ≤ C4e

−ng(h,ρ). (4.2.30)

La stratégie générale de preuve de ce résultat est proche de celle employée dans le cas d’une
variété compacte. On utilise la décomposition spectrale deMh et des informations sur la répartition
des valeurs propres combinées avec une borne a priori sur les fonctions propres. Dans le cas
présent d’un ouvert peu régulier, les estimations des fonctions propres que nous avons prouvées
sont moins bonnes que dans le cas d’une variété compacte et les injections de Sobolev ne four-
nissent pas une borne optimale. Pour contrebalancer cette perte, et obtenir une estimation
convenable des projecteurs spectraux, nous utiliserons des estimations de Nash. Pour une intro-
duction à ces inégalités dans un contexte probabiliste, on renvoie à [DSC96] et [SC97]

La première étape de la preuve consiste à établir une estimation des fonctions propres de
Mh. D’après le Théorème 4.2.1, on sait que le spectre de Mh est discret près de 1 et que 1 est
valeur propre simple. On notera donc 1 = µ̃0(h) > µ̃1(h) ≥ . . . µ̃k(h) ≥ . . . la suite décroissante

des valeurs propres de Mh et ν̃j,h =
1−µ̃j(h)

h2 . Pour α > 0, on notera Eα le sous espace de L2(Ω)
engendré par les fonctions propres ẽj,h associées aux µ̃j(h) ≥ 1− h2−α. Pour α ≤ 2, l’estimation
de Weyl ci-dessus montre que cet espace est de dimension inférieure à Ch−dα/2.

Lemme 4.2.5 ll existe δ0 ∈]0, 1/2[ tel que toute fonction propre Th(u) = λu associée à λ ∈
[1 − δ0, 1] vérifie l’estimation

‖u‖L∞ ≤ C2h
−d/2‖u‖L2 . (4.2.31)

De plus il existe α > 0, p > 2 et C > 0 indépendants de h tels que pour tout u ∈ Eα, on ait
l’estimation suivante :

‖u‖2
Lp ≤ Ch−2

(
(EΩ

h (u) + h2‖u‖2
L2

)
. (4.2.32)

Preuve. La preuve de (4.2.31) est élémentaire, il suffit de prendre δ0 assez petit pour que λ
n’appartienne pas à l’image de mh et d’écrire

u(x) =
1

λ−mh(x)

∫

Ω
h−dϕ

(
x− y

h

)
min

(
ρ(y)

ρ(x)
, 1

)
u(y)dy.

Un simple Cauchy-Schwartz fournit l’estimation souhaitée.

Passons à la preuve de (4.2.32), et considérons u ∈ Eα tel que h−2((EΩ
h (u) + h2‖u‖2

L2) ≤ 1.
On doit montrer que pour α et p assez petits, u est borné dans Lp(Ω).

En utilisant la définition des troncatures basse-haute fréquence du Lemme 4.2.3, on montre
facilement que l’opérateur v 7→ vL est bornée uniformément par rapport à h sur tous les espaces
Lq for 1 ≤ q ≤ ∞.

On écrit ensuite u = uL + uH avec ‖uL‖H1 = O(1) et ‖uH‖L2 = O(h). Par injection de
Sobolev, on a pour p < 2d

d−2 , ‖uL‖Lp = O(1).

Par ailleurs, on déduit du Lemme 4.2.3

h−2EΠ
h (E(ej,h)) ≤ C0(1 +

1 − µ̃j(h)

h2
) (4.2.33)
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dont on déduit
h−2‖E(ej,h)H‖2

L2 ≤ C0(1 + h−α). (4.2.34)

En prenant α ≤ 1, il vient ‖E(ej,h)H‖L2 ≤ Ch1/2. Comme par ailleurs ‖ej,h‖L∞ ≤ Ch−d/2, en
utilisant la définition de la troncature en fréquence, il vient

‖E(ej,h)H‖L∞ ≤ ‖E(ej,h)‖L∞ + ‖E(ej,h)L‖L∞ ≤ C‖E(ej,h)‖L∞ ≤ Ch−d/2.

En interpolant, on trouve p > 2 tel que

‖E(ej,h)H‖Lp ≤ C0h
1/4. (4.2.35)

En décomposant u ∈ Eα sur la base des ej(h), µ̃j(h) ≥ 1 − h2−α, et en utilisant la borne sur la
dimension de Eα, on montre facilement que ‖uH‖Lp ≤ Ch1/4h−dα/4, ce qui achève la preuve du
lemme en prenant α petit. �

Passons maintenant à la preuve de l’estimation de variation totale. On utilise à nouveau la
décomposition spectrale de Mh. On a Mh − Π0 = Mh,1 +Mh,2 +Mh,3 avec

Mh,1(x, y) =
∑

ν̃1(h)≤ν̃j,h≤h−α

(1 − h2ν̃j,h)ẽj,h(x)ẽj,h(y),

Mh,2(x, y) =
∑

h−α<ν̃j,h≤h−2δ0

(1 − h2ν̃j,h)ẽj,h(x)ẽj,h(y),

Mh,3 = Mh − Π0 −Mh,1 −Mh,2.

(4.2.36)

On a évidemment Mn
h − Π0 = Mn

h,1 + Mn
h,2 + Mn

h,3, et l’on va estimer chacun des termes
séparément. On déduit du Lemme 4.2.5 que pour j = 1, 2, 3, on a :

‖Mn
j,h‖L∞→L∞ ≤ Ch−3d/2 (4.2.37)

et l’on a l’estimation évidente :

‖Mn
3,h‖L∞→L2 ≤ ‖Mn

3,h‖L2→L2 ≤ (1 − δ0)
n,

Par ailleurs, on peut décomposer Mh en Mh = mh +Rh avec

‖mh‖L∞→L∞ ≤ γ < 1,

‖Rh‖L2→L∞ ≤ C0h
−d/2.

(4.2.38)

En combinant ces estimations, on montre qu’il existe des constantes C > 0 et µ > 0, telles que

‖Mn
3,h‖L∞→L∞ ≤ Ce−µn, ∀h, ∀n ≥ 1/h, (4.2.39)

Par suite, le terme Mn
3,h est négligeable.

On traite ensuite la contribution de Mn
2,h. On a

Mn
h,2(x, y) =

∑

h−α<λj,h≤h−2δ0

(1 − h2λj,h)nej,h(x)ej,h(y) (4.2.40)

On déduit donc de l’estimation (4.2.31) et de l’estimation de Weyl que :

‖Mn
2,h‖L∞→L∞ ≤ Ch−3d/2(1 − h2−α)n ≤ Cαe

−nh2−α

2 (4.2.41)
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pour n ≥ h−2+α/2.
Il nous reste donc à estimer la norme de Mn

h,1 opérant entre L2 et L∞. Par dualité, il s’agit

de montrer que pour tout g ∈ L1(Ω), on a ‖M q
h,1g‖L2 ≤ C‖g‖L1 pour un certain q ≤ h−2 assez

grand. En combinant (4.2.32) et l’inégalité d’interpolation ‖u‖2
L2 ≤ ‖u‖

p
p−1

Lp ‖u‖
p−2
p−1

L1 , on obtient
l’inégalité de Nash suivante :

‖u‖2+1/D
L2 ≤ Ch−2

(
‖u‖2

L2 − ‖Thu‖2
L2 + h2‖u‖2

L2

)
‖u‖1/D

L1 , ∀u ∈ Eα, (4.2.42)

avec 1/D = 2 − 4/p > 0.
Des estimations (4.2.39) et (4.2.41), combinées avec l’identité Mn

h −Π0 = Mn
h,1+Mn

h,2+Mn
h,3,

on déduit que

‖Mn
1,h‖L1→L1 = ‖Mn

1,h‖L∞→L∞ ≤ C, ∀h, ∀n ≥ h−2+α/2, (4.2.43)

Soit g ∈ L2(Ω) tel que ‖g‖L1 = 1. Fixons p ≃ h−2+α/2 et considérons la suite (cn)n∈N, définie
par

cn = ‖T n+p
1,h g‖2

L2 . (4.2.44)

Alors, 0 ≤ cn+1 ≤ cn, et l’on déduit des équations (4.2.42) and (4.2.43), que

c
1+ 1

2D
n ≤ Ch−2

(
cn − cn+1 + h2cn

)
‖T n+p

1,h g‖1/D
L1

≤ CC
1/D
2 h−2

(
cn − cn+1 + h2cn

)
.

(4.2.45)

De cette inégalité, on déduit qu’il existe A ≃ CC2 sup0≤n≤h−2(2 + n)(1 + h2 − (1 − 1
n+2)2D)

dépendant seulement de C, C2, D et tel que pour tout 0 ≤ n ≤ h−2, on a cn ≤ (Ah−2

1+n )2D. Par

suite, il existe une constante C0 indépendante de h telle que pour N ≃ h−2, on a cN ≤ C0. On
renvoie au cours de G. Lebeau [Leb] pour le détails de ces calculs. On en déduit que

‖TN+p
1,h ‖L1→L2 ≤ C0 (4.2.46)

et en combinant cette estimation avec l’inégalité

‖T n
1,h‖L2→L2 ≤ (1 − h2ν̃j,h)

n, (4.2.47)

on obtient

‖T n
1,h‖L∞→L∞ ≤ C0e

−(n−h−2)h2λ1,h = C0e
λ1,he−ng(h), ∀h, ∀n ≥ h−2, (4.2.48)

ce qui achève la preuve du Théorème 4.2.4.

4.2.3 Étude précisée du spectre dans le cas régulier

On suppose désormais que ρ ∈ C∞(Ω). L’objet de cette section est de décrire plus précisément
les valeurs propres µ̃j(h) de l’opérateur Mh.

On rappelle que l’opérateur limite Lρ est défini par les équations (3.4.17) et (3.4.19). Donnons
maintenant quelques précisions sur la notion de dérivée normale utilisée dans (3.4.19). On note
−→n (x) le vecteur unité rentrant à ∂Ω au point x. La frontière de ∂Ω étant seulement Lipschitz
la normale −→n (x) est bien définie pour presque tout x ∈ ∂Ω (ici la notion de ”presque tout ” est
à comprendre par rapport à la mesure σ induite sur la frontière). En utilisant un recouvrement
convenable de Ω, on peut définir un opérateur de trace γ0 : H1(Ω) 7→ L2(∂Ω). On note cet
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opérateur γ0(u) = u|∂Ω. L’espace défini par H1/2(∂Ω) = Im(γ0) ne dépend pas du recouvrement
utilisé pour définir γ0, et muni de la norme ‖u‖H1/2 = inf{‖v‖H1 , γ0(v) = u} c’est un espace de
Banach réflexif (dans le cas où la frontière de Ω est régulière, il correspond avec l’espace H1/2

usuel). On peut donc définir H−1/2(∂Ω) = H1/2(∂Ω)∗ et pour u ∈ H−1/2(∂Ω), le support de u
peut être défini de manière standard. L’opérateur de trace agissant sur les champs u ∈ (L2)d

tels que div(u) ∈ L2,

γ1 :
{
u ∈ (L2(Ω))d,div(u) ∈ L2(Ω)

}
→ H−1/2(∂Ω), (4.2.49)

est alors défini par la formule

∫

Ω
div(u)(x)v(x)dx = −

∫

Ω
u(x).∇v(x)dx −

∫

∂Ω
γ1(u)v|∂Ωdσ(x). (4.2.50)

En particulier, si u ∈ H1(Ω) vérifie −∆u = div∇u ∈ L2(Ω), on peut définir ∂nu|∂Ω = γ1(∇u) ∈
H−1/2(∂Ω) et l’ensemble D(Lρ) décrit en (3.4.19) est bien défini. De l’équation (4.2.50) on déduit
que pour toute fonction u ∈ H1(Ω) telle que ∆u ∈ L2 et pour tout v ∈ H1(Ω), on a

〈(Lρ + 1)u, v〉L2(Ω,dπ) = 〈∇u,∇v〉L2(Ω,dπ) + 〈∂nu, ρv〉H−1/2(∂Ω),H1/2(∂Ω) + 〈u, v〉L2(Ω,dπ). (4.2.51)

On en déduit que Lρ est la réalisation autoadjointe de la forme de Dirichlet

∫

Ω
|∇u(x)|2ρ(x)dx. (4.2.52)

Un argument standard [RS78, Sects. 13, 14] à partir des injections de Sobolev montre que Lρ est
à résolvante compacte. On note son spectre λ0 = 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . . On remarque que λ0 < λ1

car le noyau KerLρ est engendré par la fonction constante égale à 1.

Afin d’énoncer notre théorème nous avons besoin de la définition suivante :

Définition 4.2.6 Soit Ω un ouvert Lipschitz de R
d. On dit que son bord ∂Ω est quasi-régulier

s’il peut s’écrire ∂Ω = Γreg∪Γsing,Γreg∩Γsing = ∅ où Γreg est la réunion d’hypersurfaces fermées,
relativement ouvertes dans ∂Ω, et Γsing est un fermé de R

d tel que

v ∈ H−1/2(∂Ω) and supp(v) ⊂ Γsing =⇒ v = 0. (4.2.53)

On remarque que (4.2.53) est trivialement satisfaite si ∂Ω est régulier. En effet, il suffit de
prendre Γsing = ∅.

Plus généralement, supposons que Ω est un ouvert Lipschitz de R
d tel que ∂Ω = Γreg ∪

Γsing, Γreg ∩ Γsing = ∅, avec Γreg hypersurface régulière de R
d, relativement ouverte dans ∂Ω,

et Γsing fermé de R
d tel que Γsing = ∪j≥2Sj où les Sj sont des sous-variétés disjointes de R

d

vérifiant

codimRdSj ≥ j, ∪k≥jSk = Sj, (4.2.54)

Alors, la frontière de Ω est quasi-régulière. En effet, si v ∈ H−1/2(∂Ω) est supporté dans une
sous-variété S de codimension (dans R

d) ≥ 2 au voisinage d’un point x0, alors v = 0 près de
x0. Ceci découle du fait que si S est de codimension ≥ 1 dans ∂Ω, et si u ∈ D′(Rp) vérifie

u ∈ H
−1/2
loc (Rp) et supp(u) ⊂ {x1 = 0}, alors u = 0.

Un exemple concret d’ouvert quasi régulier est donné par le cube dans R
d.
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Théorème 4.2.7 Soit Ω un ouvert de R
d borné et connexe tel que ∂Ω est Lipschitz et quasi-

régulier. On suppose que la densité ρ est régulière jusqu’à la partie Γreg de la frontière ∂Ω, alors
pour tout K ∈ N et tout ǫ > 0 assez petit il existe h1 > 0 tel que pour tout h ∈]0, h1], on a

|1 − µ̃k(h)

h2
− λk

2(d+ 2)
| ≤ ǫ (4.2.55)

pour tout k = 0, . . . ,K.

Ce résultat est de la même veine que le Théorème 4.1.1. On remarque cependant que l’ap-
proximation des valeurs propres de |∆M

h | = 2(d+2)1−Mh
h2 par les valeurs propres d’un opérateur

modèle (ici Lρ) est moins bonne (o(1) contre O(h2)). Ceci tient au fait qu’on utilise pas ici
d’analyse microlocale pour décrire l’opérateur |∆M

h |. Une telle description près de la frontière
nécessiterait l’emploi de techniques assez lourdes, en particulier lorsque la frontière ∂Ω n’est
pas lisse. De plus, pour ce qui est de la convergence vers l’équilibre, l’estimation en o(1) est
suffisante.

Les principales étapes de la preuve de ce résultat sont les suivantes. On commence par mon-
trer que les opérateurs |∆M

h | et Lρ sont proches lorsqu’on les évalue sur des fonctions régulières
supportées loin de la partie singulière du bord. On démontre ensuite que cet ensemble de fonc-
tions est dense dans H1(Ω). En utilisant ces résultats, le principe du min-max et le résultat de
compacité découlant de la décomposition ”basse-haute” fréquence du Lemme 4.2.3, on obtient
la description annoncée.

Donnons maintenant quelques détails supplémentaires. On introduit l’ensemble

D0 = {θ ∈ C∞(Ω), θ = 0 près de Γsing et ∂nθ|Γreg = 0}. (4.2.56)

On commence par démontrer le Lemme suivant (on rappelle que |∆M
h | = 2(d+ 2)1−Mh

h2 ) :

Lemme 4.2.8 Soit θ ∈ D0, alors

|∆M
h |(θ) = Lρ(θ) + r, (4.2.57)

avec ‖r‖L2(Ω) = O(h1/2).

Preuve. Afin de simplifier l’exposé des idées principales, nous supposerons que ρ = 1. On renvoie
à[DLM08] pour le cas général. Pour θ ∈ D0 et x ∈ Ω, on a

(1 −Mh)θ(x) =
1

αdhd

∫

y∈Ω
(θ(x) − θ(y)) 1l|x−y|<h dy (4.2.58)

En effectuant le changement de variable y = x+ hz et en utilisant la formule de Taylor, il vient

(1 −Mh)θ(x) = − h

αd

∫

A(x,h)
z.∇θ(x)dz − h2

2αd

∫

A(x,h)
d2

xθ(z, z)dz + r0(x)

:= f1(x) + f2(x) + r0(x)

(4.2.59)

avec ‖r‖L∞ = O(h3) et A(x, h) = {z ∈ R
d, |z| < 1 et x+ hz ∈ Ω}. On calcule ensuite les termes

fj plus précisément. Selon que x est proche du bord, ou pas le calcule diffère légèrement. On
introduit la fonction de troncature χ(x) = 1ldist(x,∂Ω)<2h. Pour x ∈ supp(1 − χ) l’ensemble sur
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lequel on intègre est symétrique : A(x, h) = {z ∈ R
d, |z| < 1}. Par suite, un argument de parité

montre que

(1 − χ)f1 = 0 et (1 − χ)f2 = −(1 − χ)
h2

2(d+ 2)
∆θ. (4.2.60)

Par ailleurs, comme ‖f2‖L∞ = O(h2), on a ‖χf2‖L2(Ω) = O(h5/2) et par conséquent

f2 = − h2

2(d+ 2)
∆θ + r1 (4.2.61)

avec ‖r1‖L2 = O(h5/2). Il reste donc à estimer χf1. Soit x0 un point de la frontière. Quitte à
redresser le bord de Ω localement, on peut supposer que près de x, la frontière de Ω est donnée
par ∂Ω = {x1 > 0} et comme θ est supportée loin de Γsing, la normale au bord est simplement
−→n = (−1, 0, . . . , 0).

Dans ces conditions, on a alors pour x à distance 2h de x0 :

f1(x) = − h

αd

d∑

j=1

∫

x1+hz1>0,|z|<1
zj∂jθ(x)dz (4.2.62)

Les termes d’indices j ≥ 2 s’annulent pour des raisons de parité. Le terme d’indice j = 1 est
d’ordre O(h2) car ∂1θ(x0) = 0 et |x − x0| < h. Ceci montre que ‖χf1‖L∞ = O(h2) et comme χ
est supportée dans une bande de taille h autour de ∂Ω, il suit ‖χf1‖L2 = O(h5/2).

�

On montre ensuite le

Lemme 4.2.9 L’ensemble D0 est dense dans H1(Ω).

Preuve. Il s’agit de montrer que l’orthogonal de D0 dans H1(Ω) est réduit à 0. Partant de f
orthogonale à D0 , on montre facilement que

(Lρ + 1)f = 0 (4.2.63)

au sens des distributions. Comme Lρ est strictement positif, il suffit de montrer que f appar-
tient au domaine de Lρ. On a évidemment ∆f ∈ L2. De plus, en utilisant la formule de Green,
on montre que ∂nf|Γreg

= 0. Donc ∂nf|∂Ω ∈ H−1/2 est supportée dans Γsing et comme Ω est
quasi-régulier, on en déduit ∂nf|∂Ω = 0 �

Passons maintenant à la preuve du Théorème 4.2.7. On commence par remarquer que si
ν̃k(h) = 2(d + 2)1−µ̃k(h)

h2 ∈ [0,M ] et ψh ∈ L2(ρ) vérifient ‖ψh‖L2 = 1, et |∆M
h |ψh = ν̃k(h)ψh, où

|∆M
h | est défini par (3.4.11), alors en vertu du Lemme 4.2.3, la famille (ψh)h∈]0,1] est relativement

compacte dans L2(ρ). Quitte à extraire une sous suite hk, on peut supposer que ν̃k(h) → ν
et ψh → ψ dans L2(ρ), ‖ψ‖L2 = 1. De plus , en examinant la décomposition ”basse-haute
fréquence”, on voit que la limite ψ appartient à H1(Ω).

Etant donné θ ∈ D0 et puisque |∆M
h | est autoadjoint sur L2(Ω, ρ(x)dx)), on déduit du Lemme

4.2.8 que

0 =
〈
(|∆M

h | − ν̃k(h))ψh, θ
〉
L2(ρ)

= 〈ψh, (Lρ − ν̃k(h))θ〉L2(ρ) +O(h1/2). (4.2.64)
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En prenant la limite h → 0 on obtient〈ψ, (Lρ − ν)θ〉L2(ρ) = 0 pour tout θ ∈ D0. On en déduit
aisément que ψ ∈ D(Lρ) et par conséquent ν est valeur propre de Lρ. On en déduit que pour
tout ǫ > 0 et pour tout k ∈ N, il existe j(k) ∈ N et h0 > 0 tel que pour h ∈]0, h0], on a

|ν̃k(h) − λj(k)| < ǫ. (4.2.65)

De plus, la compacité dans L2 de la suite ψh, montre que j(k) ≥ k (autrement dit le nombre de
valeurs propres ν̃k(h) proche de λk est inférieur à la multiplicité de λk). Il reste donc à montrer
que j(k) ≤ k.

Il s’agit de montrer que pour tout j ∈ N, il existe k ∈ N tel que |ν̃k(h)−λj | < ǫ. On considère
ej ∈ L2, de norme 1 et tel que que Lρej = λjej . Grâce au Lemme 4.2.9, pour tout α > 0 il existe
ej,α ∈ D0 tel que ‖ej − ej,α‖H1 ≤ α. On déduit alors du Lemme 4.2.8 que

(|∆M
h | − λj)ej,α = O(α) +Oα(h1/2) (4.2.66)

dans L2. En utilisant cette approximation et le principe du min-max, on montre que j(k) ≥ k.
On renvoie à [DLM08] pour les détails.

4.2.4 Le problème historique

Dans cette dernière section, nous appliquons les méthodes précédentes au problème d’échantillonnage
qui a motivé les travaux de Metropolis [MRR+53]. L’algorithme utilisé n’est pas tout à fait du
type décrit précédemment, mais plutôt de type N -corps.

On suppose à nouveau que Ω est un ouvert borné connexe de R
d (avec d ≥ 2) dont la frontière

est Lipschitz et quasi-régulière. On fixe un entier N ∈ N, N ≥ 2 ainsi que ǫ > 0. L’espace de
configuration ON,ǫ que nous considérons est l’ouvert borné de R

Nd, défini par

ON,ǫ =
{
x = (x1, . . . , xN ) ∈ ΩN ,∀ 1 ≤ i < j ≤ N, |xi − xj | > ǫ

}
.

Cet ensemble modélise N boules disjointes de rayon ǫ/2 dont les centres se trouvent dans Ω. La
topologie de cet ensemble et la géométrie de son bord sont en général compliquées à comprendre.
Comme la dimension est supposée plus grande que 2, cet ensemble sera clairement non vide et
connexe pourvu que l’on choisisse ǫ assez petit.

On introduit ensuite le noyau

Kh,N (x, dy) =
1

Nαdhd

N∑

j=1

δx1 ⊗ · · · ⊗ δxj−1 ⊗ 1l|xj−yj |<h dyj ⊗ δxj+1 ⊗ · · · ⊗ δxN
, (4.2.67)

et l’opérateur de Metropolis associé sur L2(ON,ǫ)

M̃h(u)(x) = mh(x)u(x) +

∫

ON,ǫ

u(y)Kh,N (x, dy), (4.2.68)

avec

mh(x) = 1 −
∫

ON,ǫ

Kh,N (x, dy). (4.2.69)

Le noyau de Metropolis ci-dessus est associé à l’algorithme suivant. On part d’une configu-
ration arbitraire X1 = (x1

1, . . . , x
1
N ) ∈ ON,ǫ et on itère le procédé suivant :

– On choisit un des N disques au hasard, disons le kième et on déplace son centre x1
k au

hasard uniformément dans une boule de rayon h. On note x1,∗
k sa nouvelle position et

X1,∗ = (x1
1, . . . , x

1,∗
k , . . . , x1

N ) ∈ R
dN la nouvelle configuration. Si X1,∗ ∈ ON,ǫ, on pose

X2 = X1,∗.
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– Si X1,∗ /∈ ON,ǫ, on pose X2 = X1 (i.e. on reste au point précédent).
On fabrique ainsi une suite de points X1, . . . ,Xn. En pratique, lorsque n devient grand la
répartition des Xj dans l’ouvert ON,ǫ devient uniforme par rapport à la mesure de Lebesgue.

Nous allons maintenant appliquer les techniques de la section précédente à l’opérateur M̃h.
Dans un premier temps nous allons montrer (c.f. Proposition 4.2.10) que l’ouvert ON,ǫ est

Lipschitz et quasi-régulier pour ǫ > 0 assez petit. On définit les parties régulières et singulières
du bord Γreg et Γsing de la manière suivante. On note NN = {1, . . . , N}. Pour x ∈ ON,ǫ on définit

R(x) = {i ∈ NN , xi ∈ ∂Ω},
S(x) = {τ = (τ1, τ2) ∈ NN , τ1 < τ2 et |xτ1 − xτ2 | = ǫ} ,
r(x) = ♯R(x), s(x) = ♯S(x).

(4.2.70)

Les fonctions r et s sont semi-continues inférieurement et tout x ∈ ON,ǫ appartient à ∂ON,ǫ ssi
r(x) + s(x) ≥ 1. On définit alors

Γreg =
{
x ∈ ON,ǫ, s(x) = 1 and r(x) = 0

}

∪
{
x ∈ ON,ǫ, s(x) = 0, R(x) = {j0} and xj0 ∈ ∂Ωreg

} (4.2.71)

et Γsing = ∂ON,ǫ\Γreg. L’ensemble Γsing est clairement fermé et Γreg est la réunion d’hypersurfaces
disjointes dans R

Nd. On montre dans [DLM08] la proposition suivante :

Proposition 4.2.10 Soit ǫ > 0 tel que Nǫ est assez petit, alors l’ensemble ON,ǫ est connexe,
Lipschitz et quasi-régulier.

L’hypothèse Nǫ petit signifie que la somme des diamètres des boules est petite devant le diamètre
de l’ouvert. Si l’on suppose seulement que ces boules ont une faible densité dans Ω (c’est à dire
Nǫd petit) alors l’ouvert ON,ǫ n’est ni nécessairement connexe (c.f. [Kah]), ni Lipschitz. Par
exemple, si Ω =]0, 1[2 alors x = (x1, . . . , xN ), xj = ((j − 1)ǫ, 0), j = 1, . . . , N avec ǫ = 1

N−1 est
un point de la frontière ∂ON,ǫ. Par suite, ∂ON,ǫ n’est pas Lipschitz au voisinage de x : sinon,
on pourrait trouver νj = (aj , bj) tel que (x1 + tν1, . . . , xN + tνN ) ∈ ON,ǫ pour t > 0 assez petit.
Ceci impliquerait a1 > 0, aj+1 > aj et aN < 0 ce qui est impossible.

En vertu de la Proposition 4.2.10, on peut considérer le Laplacien avec condition de Neumann
|∆|N sur ON,ǫ :

|∆|N = − αd

2N
∆,

D(|∆|N ) =
{
u ∈ H1(ON,ǫ), −∆u ∈ L2(ON,ǫ), ∂nu|∂ON,ǫ

= 0
}
.

(4.2.72)

On note à nouveau 0 = λ0 < λ1 ≤ λ2 < . . . le spectre de |∆|N . On a le théorème suivant, qui
établit un lien entre le spectre de Mh et celui de |∆|N :

Théorème 4.2.11 Soit N ≥ 2 un entier fixé et soit ǫ > 0 assez petit pour que les Propositions
4.2.10 et 4.2.12 (voir ci dessous) soient vraies. Soient K > 0 et β > 0 assez petit, alors il existe
h0 > 0, δ0 ∈]0, 1/2[ et des constantes Ci > 0 tels que pour tout h ∈]0, h0], on ait :

i) Le spectre de M̃h est contenu dans [−1 + δ0, 1], 1 est valeur propre simple de M̃h, et

Spec(M̃h)∩ [1− δ0, 1] est discret. De plus, si l’on note 1 = µ0(h) > µ1(h) ≥ . . . ≥ µk(h) ≥
la suite décroissante des valeurs propres de M̃h, on a

|1 − µk(h)

h2
− λk

2(d+ 2)
| ≤ β (4.2.73)
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et pour tout 0 ≤ λ ≤ δ0, le nombre de valeurs propres de M̃h dans [1− λ, 1] comptées avec
multiplicité est borné par C1(1 + λh−2)dN/2.

ii) Le trou spectral g̃(h) := dist(1, Spec(M̃h) \ {1}) vérifie

lim
h→0+

h−2g̃(h) =
λ1

2(d+ 2)
(4.2.74)

et on a l’estimation suivante :

sup
x∈ON,ǫ

‖M̃n
h (x, dy) − dy

vol(ON,ǫ)
‖TV ≤ C4e

−ng̃(h) (4.2.75)

pour tout n ∈ N.

L’idée de départ de la preuve de ce résultat est de se ramener au cas d’un algorithme de type
”moyenne sur une boule” étudié précédemment. Pour cela, on montre que si l’on itère le noyau
M̃h(x, dy) suffisamment, la mesure obtenue est minorée par un noyau de moyennisation sur une
boule centrée en x.

Proposition 4.2.12 Soient N ∈ N et ǫ > 0 tels que Nǫ est petit. Il existe h0 > 0, c0, c1 > 0 et
M ∈ N

∗ tels que pour tout h ∈]0, h0], on a

M̃M
h (x, dy) = µh(x, dy) + c0h

−Nd 1l|x−y|<c1h dy, (4.2.76)

où pour tout x ∈ ON,ǫ, µh(x, dy) est une mesure de Borel positive.

Preuve. Pour x, y ∈ ON,ǫ, on note dist(x, y) = sup1≤i≤N |xi − yi|. On remarque que la fonction
mh étant positive, il suffit de minorer une itérée du noyau Kh,N . Plus précisément, il suffit de
montrer qu’il existe h0 > 0, c0, c1 > 0 et M(N) ∈ N

∗ tels que pour tout h ∈]0, h0] et pour toute
fonction mesurable positive f , on a

K
M(N)
h,N (f)(x) ≥ c0h

−Nd

∫

y∈ON,ǫ,dist(y,x)≤c1h
f(y)dy. (4.2.77)

Par un argument de compacité, il suffit de montrer que pour tout x0 ∈ ON,ǫ, il existeM(N,x0), r =
r(x0) > 0, c0 = c0(x0) > 0, c1 = c1(x0) > 0, h0 = h0(x0) > 0 tels que pour tout h ∈]0, h0],
x ∈ ON,ǫ et pour toute fonction positive f , on a

dist(x, x0) ≤ 2r =⇒ K
M(N,x0)
h,N (f)(x) ≥ c0h

−Nd

∫

y∈ON,ǫ,dist(y,x)≤c1h
f(y)dy. (4.2.78)

Si x0 ∈ Ω vérifie dist(x0, ∂Ω) > r0 pour un r0 > 0 indépendant de h, alors pourvu que
Nh << r0, on peut prendre r = r0/2 et M = N , c0 = 1 et c1 = (αdN)−N .

Si x0 est proche de la frontière, la situation est un peu plus compliquée. Essentiellement, il
faut trouver un ensemble de directions qui permettent de s’éloigner du bord, on itère alors N
fois le noyau, puis on revient près du bord par le chemin initial.

On introduit les cônes entrants : pour ν ∈ SNd−1 et δ ∈]0, 1[

Γ+(ν, δ) = {ξ ∈ R
Nd, δ > 〈ξ, ν〉 > (1 − δ)|ξ|} (4.2.79)

Pour j = 1, . . . , N , on note σj l’application de R
d dans R

Nd définie par σj(y) = (0, . . . , y, . . . , 0),
où y est à la i-ème coordonnée. En étudiant précisément la géométrie du bord de ON,ǫ, on montre
le lemme suivant :
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Lemme 4.2.13 Il existe α0 > 0 dépendant uniquement de la géométrie de Ω tel que pour tout
N ∈ N et pour tout ǫ ∈]0, α0/N ], il existe δN,ǫ > 0 et un recouvrement fini (Ul)l de ON,ǫ tels que
pour tout l, il existe j et ν ∈ Sd−1 tels que

x+ σj(Γ+(ν, δN,ǫ)) ⊂ ON,ǫ ∀x ∈ Ul ∩ ON,ǫ. (4.2.80)

Autrement dit, près tout point x0, on peut trouver un disque j et un cône Γ+ tels que la
configuration résultant d’un déplacement du j-ème disque dans ce cône reste dans l’ouvert de
configuration.

La fin de la preuve de la proposition se fait par récurrence sur le nombre N de disques.
Pour N = 1, il n’y a rien à montrer. Pour N ≥ 1 et pour x0 proche du bord de la frontière
de ON,ǫ, grâce au lemme précédent, on peut supposer qu’il existe un ouvert U contient x0,
une direction ν ∈ Sd−1 et δ > 0 tels que (4.2.80) est vraie avec j = 1. On décompose alors
Kh,N = Kh,N,1 +Kh,N,> avec

Kh,N,1f(x) =
h−d

αdN

∫

(y1,x′)∈ON,ǫ

1l|x1−y1|<h f
(
y1, x

′) dy1. (4.2.81)

On note G(ν, δ) = {x1 ∈ Γ+(ν, δ), |x1| > δ
2}. A l’aide du Lemme 4.2.13, on montre que pour

tout δ′ ∈]0, δ
2 [, il existe des constantes C > 0, α > 0, h0 > 0 et r0 > 0 telles que ∀r ∈]0, r0],

∀h ∈]0, h0], ∀x ∈ U ∩ON,ǫ, ∀x̃ ∈ x+h(G(ν, δ′)×B(0, r)N−1) avec x̃′ ∈ ON−1,ǫ, on a x̃ ∈ ON,ǫ et

Kh,N,>f(x̃) ≥ CKαh,N−1 (f(x̃1, .))
(
x̃′
)
, (4.2.82)

où l’on note x̃ = (x̃1, x̃
′). Cette inégalité permet de se ramener au cas de N − 1 disques et

d’utiliser l’hypothèse de récurrence. �

Venons en maintenant à la preuve du Théorème 4.2.11. En utilisant le caractère markovien
de M̃M

h , la positivité de µh(x, dy) et la Proposition 4.2.12, on montre facilement qu’il existe
δ′0 > 0 tel que pour h assez petit, on a ‖µh‖L∞→L∞ ≤ 1−δ′0. Ceci montre que le spectre essentiel

de M̃M
h est contenu dans [0, 1 − δ′0] et donc que le spectre essentiel de M̃h est contenu dans

[0, 1 − δ0] avec δ0 = 1 − (1 − δ′0)
1/M . De même, on déduit aisément de la Proposition 4.2.12 que

Spec(M̃h) ⊂ [−1 + δ0, 1] pourvu que δ0 soit assez petit.
Afin d’étudier le spectre près de 1, on a besoin de compacité (lorsque h tend vers 0) sur la

famille (ek,h)h∈]0,1] des fonctions propres associées à la k-ème valeur propre. On plonge l’ouvert
ON,ǫ dans un tore Π de dimension Nd et on introduit les fonctionnelles

Eh,M(u) = 〈(1 − M̃M
h )u, u〉L2(ON,ǫ)

et
EΠ

h (v) = 〈(1 − M̃M
h )v, v〉L2(Π).

Comme dans la section précédente, on définit une application d’extension E : L2(ON,ǫ) → L2(Π)
et l’on montre qu’il existe C0, h0 > 0 tels que pour tout h ∈]0, h0] et u ∈ L2(ON,ǫ), on ait :

EΠ
h (E(u)) ≤ C0

(
Eh,M(u) + h2‖u‖2

L2

)
. (4.2.83)

De cette estimation on déduit aisément le lemme suivant :

Lemme 4.2.14 Pour tout 0 ≤ λ ≤ δ0/h
2, le nombre de valeurs propres de M̃h dans [1−h2λ, 1]

(comptées avec multiplicité) est borné par C1(1+λ)Nd/2. De plus, toute fonction propre M̃h(u) =
λu avec λ ∈]1 − δ0, 1] vérifie l’estimation suivante :

‖u‖L∞ ≤ C2h
−Nd/2‖u‖L2 . (4.2.84)
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A l’aide de ce lemme, on peut mettre en oeuvre la stratégie de la section précédente (décomposition
spectrale, estimation de Nash) et l’on prouve l’estimation (4.2.75).

Il reste donc à montrer (4.2.73). En utilisant la formule de Taylor ainsi que la forme parti-
culière du bord de ON,ǫ, on montre que pour tout fonction θ ∈ C∞(ON,ǫ) vérifiant supp(θ) ∩
Γsing = ∅ et ∂nθ|Γreg = 0, on a

(1 − M̃h)θ = h2|∆|Nθ + r, ‖r‖L2 = O(h5/2). (4.2.85)

En combinant ce résultat et le Lemme 4.2.14 et en travaillant comme dans la preuve de (4.2.55),
on prouve facilement (4.2.73).
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Chapitre 5

Opérateurs de marche aléatoire sur

un domaine non borné

On étudie dans ce chapitre des opérateurs de marche aléatoire sur des espaces d’état non
bornés naturels. La différence essentielle avec les travaux précédents réside dans un défaut de
compacité de l’injection de H1 dans L2, ainsi que dans la présence de spectre essentiel proche du
haut du spectre. Les résultats présentés ont été obtenus avec H. Christianson et C. Guillarmou
[CGM10], [GM10].

5.1 Cas d’un espace plat

L’exemple le plus simple d’espace d’état non borné sur lequel on peut définir un opérateur
de marche aléatoire est donné par l’espace Euclidien R

d muni d’une densité de probabilité
dπ(x) = ρ(x)dx, où dx désigne la mesure de Lebesgue. On suppose en outre que la fonction ρ
est bornée et ne s’annule pas. L’opérateur de marche aléatoire est donc défini par

Thf(x) =
1

vh(x)

∫

|x−y|<h
f(y)ρ(y)dy (5.1.1)

où vh(x) =
∫
|x−y|<h ρ(y)dy. D’après les considérations de la section 3.4, cet opérateur est mar-

kovien. Il est autoadjoint sur L2(Rd, dνh) où dνh = vh(x)ρ(x)
Zh

dx, la constante Zh étant choisie de
sorte que dνh soit une mesure de probabilité. Dans [GM10], nous avons étudié le spectre de Th

ainsi que la convergence de T n
h vers dνh quand n tend vers l’infini.

5.1.1 Énoncé des résultats

Le comportement de ρ à l’infini a une influence fondamentale sur la nature du spectre de Th.
Nous avons étudié deux types de densité.

Définition 5.1.1 On dira que ρ est tempérée si ρ ∈ C1(Rd) et s’il existe une constante C > 0
telle que pour tout x ∈ R

d

|∇ρ(x)| ≤ Cρ(x) (5.1.2)

On dira que ρ est régulière tempérée de type exponentiel (RTE) si ρ ∈ C∞(Rd) et s’il existe des
constantes R,κ0 > 0 et Cα > 0, α ∈ N

d telles que

∀α ∈ N
d, ∀x ∈ R

d, |∂α
x ρ(x)| ≤ Cα|ρ(x)| (5.1.3)
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et
∀|x| ≥ R, ∆ρ(x) ≥ κ0ρ(x). (5.1.4)

Il est assez facile de construire des densités RTE : supposons en effet que ρ est régulière et
qu’il existe des constantes a, b > 0 telles que ρ(x) = ae−b|x| pour |x| grand. Alors les hypothèses
ci-dessus sont satisfaites avec κ0 = a2. Pour des densités vérifiant (5.1.3) et (5.1.4), on définit

κ = lim
R→+∞

inf
|x|≥R

∆ρ(x)

ρ(x)
(5.1.5)

Le second type de densité que nous considérons est le suivant :

Définition 5.1.2 On dira que ρ est gaussienne s’il existe une constante α > 0 telles que ρ(x) =

(α
π )

d
2 e−αx2

.

Il est facile de voir que si ρ satisfait (5.1.2) ou est de type gaussien, il existe C > 0 et h0 > 0
tels que

∀x ∈ R
d, ∀h ∈]0, h0], vh(x) ≥ Chdρ(x). (5.1.6)

Définissons la fonction
ah(x) := (αdh

dρ(x)/vh(x))1/2 (5.1.7)

et
Ah := lim

R→∞
sup
|x|≥R

a2
h(x). (5.1.8)

Nous verrons plus loin que si ρ est RTE, alors Ah = 1− κ
2(d+2)h

2 +O(h4) avec κ défini en (5.1.5).

Dans chacun des cas (tempéré ou gaussien), on arrive à décrire partiellement le spectre de
Th. Commençons par le cas des densités tempérées. On rappelle que l’opérateur limite Lρ est
donné par

Lρ = −∆ + V (x) (5.1.9)

où V (x) = ∆ρ(x)
ρ(x) . On note κ = lim inf |x|→+∞ V (x) > 0 d’après (5.1.4). En utilisant (5.1.3), on

voit facilement que cet opérateur est autoadjoint sur L2(Rd) avec domaine D(Lρ) = H2(Rd).
On remarque que le spectre essentiel de Lρ est [κ,+∞[. De plus, on a la factorisation usuelle
suivante :

Lρ =

d∑

j=1

ℓ∗jℓj (5.1.10)

avec ℓj = −∂xj +
∂xj ρ

ρ . Ceci montre que Lρ est positif sur L2(Rd). De plus, ℓju = 0 si et seulement
si u est proportionnel à ρ. Par conséquent, 0 est une valeur propre simple associée à la fonction
propre ρ ∈ L1 ∩ L∞ ⊂ L2.

Théorème 5.1.3 Les assertions suivantes sont vérifiées :

i) Supposons que ρ est tempérée au sens de (5.1.2), alors le spectre essentiel de Th est contenu
dans l’intervalle [Ahγ0, Ah] où Ah est défini en (5.1.8) et γ0 au Lemme 3.4.1. Si en outre
Ah = lim|x|→∞ a2

h(x), alors σess(Th) = [Ahγ0, Ah].

ii) Si ρ est RTE, alors Ah = 1 − κ
2(d+2)h

2 + O(h4). Pour α ∈]0, 1[, supposons que les k + 1

premières valeurs propres de Lρ sont dans [0, ακ]. Alors, il existe C > 0, h0 > 0 tels que
pour tout h ∈]0, h0] et pour tout j = 1, . . . , k,

∣∣∣1 − 1

2(d + 2)
λkh

2 − µk(h)
∣∣∣ ≤ Ch4.
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Si ρ est seulement tempérée, la partie i) du théorème montre que le spectre essentiel de Th

peut être exactement l’intervalle [M, 1]. Prenons par exemple une densité ρ égale à |x|−m pour
|x| grand, avec m > d. On peut montrer facilement que vh(x)/ρ(x) tend vers 1 lorsque |x| tend
vers l’infini et par suite Ah = 1.

Remarquons aussi qu’il existe des densités ρ telles que le spectre discret de Lρ sous son
spectre essentiel est non vide. Supposons par exemple que ρ(x) = e−τα(x) avec τ > 0 et α(x)
régulière égale à |x| pour |x| > 1 et vérifiant ∇α(0) = 0. Alors

Pτ := τ−2Lρ = τ−2∆ + |∇α|2 + τ−1∆α

est un τ−1 opérateur semiclassique. Son symbole principal semiclassique est p(x, ξ) = |ξ|2+|∇α|2.
Par ailleurs, pour |x| > 1, on a |∇α| = 1 et ∆α = 0 et par conséquent le spectre essentiel de
Pτ est [1,∞). D’autre part, puisque ∇α(0) = 0 on a Vol{(x, ξ) ∈ R

2d; p(x, ξ) ∈ [0, 1
2 ]} > 0 et

on peut appliquer le théorème 9.6 de [DS99] pour conclure qu’il existe au moins Cτd valeurs
propres de Pτ dans [0, 1

2 ] pour une certaine constante C > 0.

Dans le cas où la densité ρ est gaussienne, l’opérateur limite prend la forme d’un oscillateur
harmonique Lρ = −∆ + 4α2|x|2 − 2dα dont le spectre est discret σ(Lρ) = 4αN. De plus les

fonctions propres associées à la valeur propre 4αk sont de la forme Hk(x)e
−2α|x|2 pour un certain

polynôme Hk. On renvoie à [Hel88] pour plus de détails.

Théorème 5.1.4 Supposons que ρ est gaussienne, alors l’opérateur Th est compact et pour tout
K ≥ 0, il existe C > 0 et h0 > 0 tels que pour tout h ∈]0, h0] et pour tout k = 1, . . . ,K,

∣∣∣1 − 1

2(d + 2)
λkh

2 − µk(h)
∣∣∣ ≤ Ch4. (5.1.11)

De plus, il existe δ0 > 0 tel que pour tout λ ∈ [0, δ0], le nombre N(λ, h) de valeurs propres de Th

dans [1 − λ, 1] satisfait
N(λ, h) ≤ C(1 + λh−2)d. (5.1.12)

On remarque ici la puissance d dans la l’estimation de Weyl (5.1.12), qui est à comparer
avec la puissance d

2 dans le cas d’une variété compacte (c.f. (4.1.4)). Ceci n’est pas surprenant,
puisque le même phénomène se produit pour des opérateurs différentiels elliptiques (sur une
variété compacte et sur R

d).
A partir de ces résultats, on peut aborder le problème de la convergence des itérées de Th

vers la mesure stationnaire dνh en variation totale. Ici, la situation est légèrement différente du
cas d’un espace d’états compacts. En effet, on a le théorème suivant (on rappelle que la norme
de variation totale est définie en (3.3.6)) :

Théorème 5.1.5 Il existe C > 0 tel que pour tout n ∈ N, h ∈]0, 1], τ > 0 et |x| ≥ τ + (n+ 1)h,
on a

‖T n
h (x, dy) − dνh‖TV ≥ 1 −Cp(τ) (5.1.13)

avec p(τ) = e−2ατ(τ−h) si ρ = βe−α|x|2 est gaussienne et p(τ) =
∫
|y|≥τ ρ(y)

2dy si ρ est RTE.

Ce résultat montre que contrairement aux cas compacts précédemment rencontré, la convergence
en variation totale ne peut pas être uniforme par rapport au point de départ x. De manière
intuitive cela semble assez évident : si la variété n’est pas bornée, x peut être arbitrairement
loin et le temps pris par la marche aléatoire pour explorer la variété arbitrairement long. Ce
phénomène est indécelable si l’on mesure la convergence avec la norme L2, les bouts à l’infini
étant de mesure très petite. L’estimée optimale en variation totale est la suivante :
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Théorème 5.1.6 Il existe C > 0 et h0 > 0 tels que pour tout n ∈ N, h ∈]0, h0] et τ > 0,

sup
|x|<τ

‖T n
h (x, dy) − dνh‖TV ≤ Cq(τ, h)e−ng(h) (5.1.14)

avec q(τ, h) = eατ(τ+3h) si ρ(x) = βe−α|x|2 est gaussienne et q(τ, h) = h−
d
2 sup|x|<τ

1
ρ(x) si ρ est

RTE.

Ce résultat doit être comparé au Théorème 4.1.4. Ici, la mesure stationnaire échantillonnée n’est
pas dπ mais la mesure dνh. Afin d’échantillonner dπ, il faudrait ”metropoliser” Th à la manière
de ce qui nous avons fait sur une variété compacte.

5.1.2 Esquisses de preuves

La stratégie générale de démonstration des résultats précédents est la même que dans [LM10].
La principale difficulté est due au manque de compacité sur la famille de fonctions propres
(ehk)h∈]0,1] de l’opérateur Th. Contrairement au cas d’une variété compacte, l’inclusion de Hs,
s > 0, dans L2 n’est pas compacte. Il nous faudra prouver en plus de la décroissance sur
les fonctions propres de Th. La démonstration de ces propriétés de décroissance est l’une des
nouveautés de [GM10].

Structure de l’opérateur

On commence notre étude en conjuguant Th de manière à se ramener à un opérateur agissant
sur L2(Rd, dx). D’après la définition de dνh, on voit facilement qu’il existe des constantes c1, c2 >
0 telles que c1h

d ≤ Zh ≤ c2h
d. On définit l’opérateur unitaire Ω : L2(Rd, dx) → L2(Rd, dνh) par

Ωf(x) =

√
Zh

vh(x)ρ(x)
f(x). (5.1.15)

et l’on pose T̃h = Ω∗ThΩ de sorte que

T̃hf(x) = ah(x)T h(ahf)

où la fonction ah est définie par (5.1.7) et (avec αd = Vol(BRd(0, 1)))

T hg(x) :=
1

αdhd

∫

|x−y|<h
f(y)dy = Gd(hDx). (5.1.16)

Le lemme suivant rassemble les principales propriétés de la fonction ah nécessaires à notre
analyse.

Lemme 5.1.7 La fonction ah est régulière et vérifie les assertions suivantes :
– si ρ est de type RTE, alors

∀α ∈ N
d, ∃Cα > 0, ∀h ∈]0, 1], |∂α

x ah(x)| ≤ Cαh
2 (5.1.17)

et il existe C > 0 tel que

∀x ∈ R
d, | 1

a2
h(x)

− 1 − h2

2(d + 2)

∆ρ

ρ
| ≤ Ch4. (5.1.18)

En particulier, on a Ah = 1 − κ
2(d+2)h

2 +O(h4).
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– si ρ est gaussienne, alors

∀α ∈ N
d, ∃Cα > 0, ∀h ∈]0, 1], |∂α

x ah(x)| ≤ Cαh
|α|. (5.1.19)

et

∀M > 0,∃CM > 0, ∀|x| < Mh−1,
∣∣∣ 1

a2
h(x)

− 1− (4α2|x|2 − 2dα)

2(d + 2)
h2
∣∣∣ ≤ CM |x|4h4, (5.1.20)

∃C,R > 0,∀|x| ≥ R,
1

a2
h(x)

≥ max(1 + Ch2|x|2, Ceh|x|) (5.1.21)

On déduit facilement de ce lemme et du fait que Gd ∈ S(〈ξ〉−max(1, d−1
2

)) le corollaire suivant.

Corollaire 5.1.8 L’opérateur T̃h est un opérateur pseudodifférentiel de symbole ph(x, ξ) ∈
S(R2d, 〈ξ〉−max(1, d−1

2
)). De plus, on a l’approximation suivante :

ph(x, ξ) = a2
h(x)Gd(ξ) + hmrh(x, ξ) (5.1.22)

avec rh ∈ S(R2d, 〈ξ〉−max(1, d−1
2

)) et m = 3 si ρ est RTE et m = 2 si ρ est gaussienne.

Armé du lemme précédent, il est assez facile de décrire le spectre essentiel de Th. Dans le
cas où ρ est tempérée, on montre facilement le point i) du Théorème 5.1.3. Dans le cas où ρ est

gaussienne, on déduit facilement de (5.1.21) et du fait que Gd ∈ S(〈ξ〉−max(1, d−1
2

)) que Th est
compact.

Passons maintenant à l’étude des valeurs propres. Le schéma général de la preuve est le même
que dans le cas d’une variété compacte. Le point clef est l’obtention d’estimations a priori des
fonctions propres de Th.

Etude du spectre discret dans le cas d’une densité gaussienne

Dans toute cette section, on suppose que ρ est gaussienne. On commence par établir la
régularité des fonctions propres de T̃h. On rappelle que pour tout 1/2 > δ > 0, il existe sδ > 0
tel que |Gd(ξ)| ≤ 1 − 2δ pour |ξ|2 ≥ sδ.

Lemme 5.1.9 Soient δ ∈ [0, 1
2 [ et χ ∈ C∞

0 (R) telle que χ = 1 sur [−sδ, sδ]. Alors, il existe
h0 > 0 et des constantes positives (As)s∈R et (Bk,s)k∈N,s∈R telles que pour tout h ∈]0, h0] et tout
λh ∈ [1 − δ, 1], eh ∈ L2(Rd, dx) vérifiant T̃heh = λheh, ‖eh‖L2(Rd) = 1, on a eh ∈ Hs(Rd) pour
tout s ∈ R, et

‖eh‖Hs(Rd) ≤ As

(
1 +

1 − λh

h2

) s
2
. (5.1.23)

De plus, pour tout s ∈ R et k ∈ N, on a

‖(1 − χ)(−h2∆)eh‖Hs(Rd) ≤ Bk,sh
k. (5.1.24)

Preuve. De l’inégalité ‖T̃h‖L2→H1 = O(h−1) et de l’identité eh = 1
λh
T̃heh avec λh ≥ 1 − δ on

déduit
‖eh‖Hs(Rd) = O(h−s) (5.1.25)

Soit maintenant χ ∈ C∞
0 (R) telle que χ = 1 sur [−sδ, sδ], de sorte que

(1 − χ)(|ξ|2)Gd(ξ) ≤ (1 − 2δ)(1 − χ)(|ξ|2).
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En combinant cette estimation avec le corollaire 5.1.8 et le fait que ah ≤ 1 +O(h2), on obtient

(1 − χ(|ξ|2))(λh − ph(x, ξ)) ≥ δ

2
(1 − χ)(|ξ|2) (5.1.26)

On déduit immédiatement de cette minoration que ‖(1−χ(h2∆))eh‖L2 = O(h∞) et en interpo-
lant avec (5.1.25) on obtient

‖(1 − χ(h2∆))eh‖Hs = O(h∞). (5.1.27)

Il reste donc à prouver (5.1.34). En utilisant à nouveau la structure de Gd et en divisant par
a2

h l’équation T̃heh = λheh, on obtient

h2∆F (h2∆)eh = (1 − λha
−2
h (x) + h2Oph(r̃h))eh (5.1.28)

avec r̃h ∈ S(1). En posant R2 = (1 − λh)/(h2ǫ) avec ǫ petit, on déduit du Lemme 5.1.7 que

(1 − λha
−2
h (x)) = O(h2 + (1 − λh)), ∀|x| ≤ R

(1 − λha
−2
h (x)) ≤ −Cλhh

2|x|2 + (1 − λh) < 0, ∀|x| ≥ R
(5.1.29)

Par suite, le membre de droite dans (5.1.28) est contrôlé par O(h2 + (1−λh)), ce qui permet de
montrer (5.1.34) avec s = 0. On passe au cas s quelconque en interpolant. �

Le deuxième ingrédient dans l’analyse du spectre discret de Th est l’obtention d’estimations
de décroissance des fonctions propres.

Lemme 5.1.10 Soit δ > 0 et χ ∈ C∞
0 (R) égale à 1 sur [−sδ, sδ], alors il existe h0 tel que ,

pour tout k, s ∈ N il existe Ck,s > 0 tel que pour tout h ≤ h0 et pour toute fonction propre
eh ∈ L2(Rd) de T̃h associée à une valeur propre λh ∈ [1 − h2δ, 1], on a

‖〈x〉kχ(h2∆)eh‖Hs(Rd) ≤ Ck,s‖χ(h2∆)eh‖Hs+k(Rd) (5.1.30)

Preuve. On déduit de (5.1.28) et (5.1.24) que

(1 − λha
−2
h (x))χ(h2∆)eh = h2Oph(rh)χ(h2∆)∆eh (5.1.31)

pour un certain rh ∈ S(1). Par ailleurs, il existe R > 0 assez grand tel que a−2
h (x) ≥ 1+Ch2|x|2

pour |x| ≥ R. Par suite, si λh = 1 − h2zh avec 0 < zh < δ, on a pour |x| > R

− 1 + λha
−2
h (x) ≥ h2(C|x|2 − zh) ≥ C ′h2(1 + |x|2) (5.1.32)

pour un certain C ′ > 0 indépendant de h. On déduit aisément de cette estimation que pour tout
s ≥ 0, on a

‖〈x〉2χ(h2∆)eh‖Hs(Rd) ≤ C‖χ(h2∆)eh‖Hs+2(Rd)

Il suffit alors d’itérer la preuve. �

Grâce aux Lemmes 5.1.9 et 5.1.10, on voit que si (eh)h∈]0,h0] est une famille de fonctions
propres associées à une valeur propre λh ∈ [1 − h2δ, 1] et normalisée dans L2, alors (eh)h est
compacte dans tout espace de Sobolev. Cela permet d’appliquer la stratégie générale de la section
4.1 et permet de prouver(5.1.11).
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Il reste à établir l’estimation de Weyl (5.1.12). Fixons δ > 0 petit. Pour τ > 0, on définit
l’opérateur

Pτ = τ(χ2(
√

−∆/τ) + χ2(
√

|x|2/τ ))

où χ ∈ C∞((0,∞)) est une fonction positive croissante vérifiant χ(x) = x pour x < 1 − δ et
χ(x) = 1 pour x > 1. Il est clair que Pτ est un opérateur borné, auto-adjoint sur L2(Rd) de
norme inférieure à 2τ et l’on peut voir facilement que son spectre essentiel est contenu dans
l’intervalle [τ, 2τ ]. On considère alors le projecteur de rang fini Πτ/2 = 1l[0,τ/2](Pτ ). On montre

assez facilement que rang(Πτ ) ≤ Crang(f(τ−1(−∆ + |x|2)) = O(τd), pour une certaine fonction
f ∈ C∞

0 (R). Il reste donc à montrer qu’il existe ǫ > 0, C > 0 indépendants de τ, h tels que pour
tout f appartenant à l’image de 1 − Πτ/2, on ait : τ ≤ ǫh−2

〈Thf, f〉 ≤ (1 − Cτh2)||f ||2L2 . (5.1.33)

Ceci découle assez facilement du fait qu’il existe ǫ > 0 et C > 0 indépendants de τ, h tels que
les deux estimations suivantes soient vraies pour tout τ ≤ ǫh−2 :

a2
h(x) ≤ 1 − Ch2τχ(

√
|x|2/τ )2

et

G2
d(hξ) ≤ 1 − Ch2τχ(

√
|ξ|2/τ )2.

Etude du spectre discret dans le cas d’une densité tempérée

On décrit maintenant les principales étapes de la preuve du Théorème 5.1.3. On suppose
dans toute cette section que ρ est de type RTE. Le schéma général est le même que dans la cas
gaussien. Le point clef de la preuve est l’obtention d’estimations a priori des fonctions propres.
En travaillant comme dans le cas gaussien, on montre les lemmes suivants :

Lemme 5.1.11 Soit χ ∈ C∞
0 (R) égale à 1 près de 0. Pour tout C > 0, il existe h0 > 0

et des constantes positives (As)s∈R, (Bk,s)k∈N,s∈R telles que pour tout h ∈]0, h0] et pour tout
λh ∈ [1−Ch2, 1], eh ∈ L2(Rd, dx) vérifiant T̃heh = λheh, ‖eh‖L2(Rd) = 1, on a eh ∈ Hs(Rd) pour
tout s ∈ R et

‖eh‖Hs(Rd) ≤ As

(
1 +

1 − λh

h2

) s
2
. (5.1.34)

De plus, pour tout k ∈ N, s ∈ R, on a

‖(1 − χ)(−h2∆)eh‖Hs(Rd) ≤ Bk,sh
k. (5.1.35)

Lemme 5.1.12 Soient α ∈]0, 1[ et κ défini en (5.1.5). Soient φ ∈ C∞
0 (R) et χ ∈ C∞(R) telle

que χ(x) = 1 si |x| ≥ 2 et χ(x) = 0 si |x| ≤ 1. Alors, il existe C > 0, R > 0 et h0 > 0 tels que
pour tout h ∈]0, h0] et pour tout λh ∈ [1 − αh2 κ

2(d+2) , 1], eh ∈ L2(Rd, dx) vérifiant T̃heh = λheh
et ||eh||L2(Rd) = 1, on a

‖χ(x/R)φ(h2∆)eh‖L2(Rd) = O(h2)

En particulier, pour tout s ∈ R, χ(x/R)eh tend vers 0 dans Hs(Rd) lorsque h tend vers 0.

Ces lemmes fournissent suffisamment de compacité pour mener à bien la même stratégie que
dans le cas gaussien. On renvoie à [GM10] pour les détails.
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Estimations de variation totale

On donne ici les éléments de démonstration des estimations de convergence vers l’équilibre
en variation totale. On commence par la preuve du Théorème 5.1.5. On note Π0,h l’opérateur
de projection sur les fonctions constantes dans L2(Rd, dνh) :

Π0,hf =

∫

Rd

f(y)dνh(y). (5.1.36)

Il s’agit de montrer que pour tout τ > 0 et pour tout x ∈ R
d tel que |x| ≥ τ + (n+ 1)h,

1

2
sup

‖f‖L∞=1
|T n

h (f)(x) − Π0,h(f)| ≥ 1 − Cp(τ),

où p(τ) = e−2ατ(τ−h) si ρ = βe−α|x|2 et p(τ) =
∫
|y|≥τ ρ(y)

2dy si ρ est RTE.

On va en fait montrer un résultat légèrement plus fort, à savoir que pour tout τ > 0 il existe
une fonction fτ ∈ L∞(Rd) telle que ‖fτ‖L∞ = 1 et pour tout x ∈ R

d tel que |x| ≥ τ + (n+ 1)h,
1
2 |T n

h (fτ )(x) − Π0,h(fτ )| ≥ 1 − Cp(τ). Considérons la fonction fτ définie par

fτ (x) = 1l[τ,+∞[(|x|) − 1l[0,τ [(|x|)
= −1 + 21l[τ,+∞[(|x|).

(5.1.37)

Pour |x| ≥ τ + (n+ 1)h, on déduit de la propagation à vitesse au plus h que

T n
h fτ (x) = 1. (5.1.38)

Par ailleurs, un calcul simple montre que

Π0,hfτ = −1 +
2

Zh

∫

|y|≥τ
vh(y)ρ(y)dy ≤ −1 + Cp(τ). (5.1.39)

En combinant les équations (5.1.38) et (5.1.39), on obtient le résultat annoncé.

Passons maintenant à la preuve du Théorème 5.1.6. On remarque que

sup
|x|≤τ

‖T n
h (x, dy) − dνh‖TV =

1

2
‖T n

h − Π0,h‖L∞(Rd)→L∞(|x|≤τ). (5.1.40)

Par ailleurs, on déduit du théorème spectral que

‖T n
h − Π0,h‖L2(dνh)→L2(dνh) ≤ Ce−ng(h)). (5.1.41)

Comme Th est borné par 1 de L∞ dans L2, il s’agit d’estimer ‖Th‖L2(dνh)→L∞(Bτ ). Or pour tout
f ∈ L2(dνh), on a

|Thf(x)| ≤ Z
1
2
h

mh(x)
(

∫

|x−y|<h

ρ(y)

vh(y)
dy)

1
2 ‖f‖L2(dνh) (5.1.42)

Un calcul simple montre alors que ‖Th‖L2(dνh)→L∞(Bτ ) ≤ C/(h
d
2 ρ(x)) dans le cas où ρ est RTE et

‖Th‖L2(dνh)→L∞(Bτ ) ≤ Ch−
d
2 eατ(τ+3h) dans le cas où ρ est gaussienne. Ceci permet de conclure

immédiatement dans le cas RTE. Dans le cas gaussien, il faut travailler à la manière de [LM10]
en utilisant en particulier l’estimation de Weyl.

108



5.2 Cas d’une variété présentant des pointes hyperboliques

On étudie dans cette section l’opérateur de marche aléatoire semiclassique dans un cas simple
de variété non compacte de volume fini. Ces résultats ont été obtenus en collaboration avec H.
Christianson et C. Guillarmou [CGM10].

On suppose que (M,g) est une variété Riemannienne de dimension 2, de volume fini et
présentant un nombre fini de ”bouts” E0, . . . , En. On suppose en outre que chacun de ces bouts
Ei est isométrique à une pointe hyperbolique

(ti,∞)t × (R/ℓZ)z muni de la métrique g = dt2 + e−2tdz2.

pour un certain ti > 0. Chaque bout peut aussi être vu comme le quotient 〈γ〉\H2 de H
2 par

le groupe abélien engendré par une translation γ : (x, y) ∈ H
2 → (x, y + ℓ) ∈ H

2 où le plan
hyperbolique est représenté par H

2 = {(x, y) ∈ R+ × R}. On considère l’opérateur de marche
aléatoire défini par (3.4.1) dans le cas où Ω = M et la densité θ est constante. Pour toute
fonction continue f sur M et pour tout m ∈M , on a donc

Thf(m) =
1

|Bh(m)|

∫

Bh(m)
f(m′)dgm

′ (5.2.1)

La mesure dνh prend la forme dνh(m) = |Bh(m)|
Zh

dvg(m), pour une certaine constante de renor-

malisation Zh. L’opérateur Th est bien évidemment markovien et autoadjoint sur L2(M,dνh).
Notre principal résultat est le suivant :

Théorème 5.2.1 Il existe h0 > 0 et δ > 0 tels que :

i) Pour tout h ∈]0, h0], le spectre essentiel de Th agissant sur L2(M,dνh) est donné par
l’intervalle

Ih = [
h

sinh(h)
A,

h

sinh(h)
]

où A = minx>0
sin(x)

x > −1.

ii) Pour tout h ∈]0, h0], Spec(Kh) ∩ [−1,−1 + δ] = ∅.
iii) Il existe c > 0 tel que pour tout h ∈]0, h0], 1 est valeur propre simple de Th et le trou

spectral g(h) := dist(Spec(Th) \ {1}, 1) vérifie

ch2 ≤ g(h) ≤ min
((λ1 + α(h))h2

8
, 1 − h

sinh(h)

)
(5.2.2)

où λ1 est la plus petite valeur propre non nulle de −∆g sur L2(M) et α(h) une fonction
tendant vers 0 lorsque h→ 0.

En comparaison du Théorème 4.1.1 dans le cas compact, ce résultat est plus faible. En effet,
on ne précise pas la localisation du spectre de Th en terme de valeurs propres du Laplacien.
Ceci est dû au fait que dans une certaine région des pointes hyperboliques, la géométrie des
boules change radicalement, de sorte que l’approximation de Th par une fonction du Laplacien
n’est plus valable dans cette région de la surface. On est donc amené à utiliser une approche
variationelle qui est moins précise. On note toutefois que l’argument utilisé n’est pas une simple
transposition de la méthode du chemin de la section 4.2, la variété étant non bornée.

Une autre différence fondamentale est l’existence de spectre essentiel près de 1. Dans le cas
d’une variété compacte ou d’un ouvert borné, nous avons vu que le spectre essentiel se trouvait
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à distance δ > 0 de 1 avec δ indépendant de h. Cette information était cruciale dans l’obtention
d’estimations de convergence vers l’équilibre en distance de variation totale. En effet, le terme
en (1− δ)n provenant de l’estimation L2 → L2 permettait d’absorber facilement la perte en h−c

de l’injection L2 → L∞. Ici, même si le trou spectral est encore en h2, il y a du spectre essentiel
à distance h2 et l’estimation L2 ne permet pas de rattraper les pertes en h−c.

Le second résultat que nous démontrons est une estimation grossière de la vitesse de conver-
gence vers l’équilibre en norme de variation totale. Comme dans le cas de l’espace euclidien muni
d’une densité de probabilité, on montre une estimation qui dépend du point de départ et l’on
prouve qu’il ne peut pas y avoir d’estimation uniforme. Supposons pour simplifier qu’il n’y a
qu’un seul bout hyperbolique E0. La surface M s’écrit M = M0 ∪ E0 avec M0 compacte et E0

isométrique à la pointe (t, y) ∈]t0,∞[×(R/ℓZ) muni de la métrique g = dt2 + e−2tdz2. On étend
la fonction m ∈ E0 7→ t(m) en une fonction continue sur M telle que 0 < t(m) < t0 pour tout
m ∈M0. Pour τ ≥ t0, on note M<τ = {m ∈M, t(m) < τ}.

E0

t = t0

t

M0

Figure 5.2.1 – La décomposition M = M0 ∪ E0.

Théorème 5.2.2 Il existe h0 > 0 tel que :

i) Il existe C > 0 tel que pour tout h ∈]0, h0] et pour tout n ∈ N,

sup
m∈M<τ

‖Kn
h (m,dm′) − dνh‖TV ≤ Cmax(h−1, h−

1
2 e

τ
2 )e−ng(h) (5.2.3)

ii) Il existe C > 0 tel que pour tout h ∈]0, h0] et pour tout n ∈ N, il existe m ∈M<2nh tel que

‖Kn
h (m,dm′) − dνh‖TV ≥ 1 − Ch−1e−2nh (5.2.4)

Nous allons maintenant donner les idées de preuve de ces résultats. La preuve du Théorème
5.2.2 est très proche de celle des Théorèmes 5.1.6 et 5.1.6. Nous renvoyons à [CGM10] pour les
détails. Pour ce qui concerne le Théorème 5.2.1, le plan de la preuve est le suivant. Dans un
premier temps, on utilise la forme spécifique du bout hyperbolique pour donner une expression
agréable de l’opérateur Th. On utilise ensuite cette expression pour étudier le spectre essentiel de
Th. On s’attaque alors à l’étude du trou spectral par une méthode variationelle. Formellement,
l’opérateur agissant sur des fonctions supportées dans la partie compacte M0 a clairement un
trou spectral (d’après l’étude du cas compact). Si on le calcule dans une pointe, c’est un opérateur
pseudodifférentiel dont le symbole est majoré par 1 − Ch2 pour un certain C > 0. La difficulté
consiste à recoller les morceaux par une méthode variationelle. Enfin, la preuve de la borne
supérieure sur le trou spectral se fait en approchant l’opérateur Th par un opérateur différentiel
et en utilisant cette approximation pour construire un quasimode pour Th.

Afin de simplifier l’exposé, nous supposerons comme ci dessus qu’il n’y a qu’un seul bout
hyperbolique E0.
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5.2.1 Etude de l’opérateur dans une pointe hyperbolique

Description des boules géodésiques dans une pointe

On commence par rappeler brièvement la forme des boules géodésiques dans l’espace hy-
perbolique H

2 = {(x, y) ∈ R+ × R} muni de la même métrique (dx2 + dy2)/x2. On utilise les
coordonnées x = et, pour lesquelles l’élément de volume devient

dvg = e−tdtdy.

Dans ce système de coordonnées, une boule B((et, y), r) centrée en (et, y) et de rayon r est
exactement la boule Euclidienne centrée en (et cosh r, y) et de rayon Euclidien et sinh r (voir
figure 5.2.2). En passant en coordonnées polaires, on voit facilement que le volume d’une telle
boule est

|BH2((et, y), r)| = 2π

∫ r

0
sinh(r′)dr′ = 2π(cosh(r) − 1).

et−r

et

y

et cosh r

et

et+r

et sinh r

Figure 5.2.2 – La boule hyperbolique en coordonnées euclidiennes. Le centre en coordonnées
hyperboliques est à hauteur et, et en coordonnées euclidiennes à et cosh r.

Passons maintenant au cas d’une pointe hyperbolique. Une telle pointe E0 est identifiée avec
la région x > x0 du quotient de l’espace hyperbolique 〈γ〉\H2, où γ(x, y) = (x, y+ℓ) et x0 > 0 est
un nombre fixé. Un domaine fondamental du groupe cyclique 〈γ〉 dans H

2 est donné par la bande
S := {x > 0, ℓ ≥ y > 0}. La pointe E0 peut donc être vue comme le quotient 〈γ〉\(S∩{x > x0}).
La boule géodésique Bh(m) dans E0 est donnée par

Bh(m) = π({m′ ∈ H
2; dH2(m,m′) ≤ h})

où π : H
2 → 〈γ〉\H2 est la projection canonique.

Par conséquent, tant que le rayon euclidien de Bh(m) est inférieur à la largeur ℓ de la bande
S, alors Bh(m) peut être considérée comme une boule de rayon h dans H

2 . Lorsque le rayon est
plus grand que ℓ, i.e. lorsque t ≥ log(ℓ/2) − log(sinh(h)), alors, la boule se recouvre elle-même
et peut être représentée dans S par

Bh(m) =

1⋃

j=−1

{(x′, y′) ∈ S; |et cosh(h) − x′|2 + |y + jℓ− y′|2 ≤ e2t sinh(h)2} (5.2.5)
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où l’on a posé m = (et, y) ∈ S (voir figures 5.2.3, 5.2.4). En particulier, si (x = et, y = ℓ/2),
alors

Bh(m) = {0 ≤ y′ ≤ ℓ; |x′ − et cosh(h)| ≤
√
e2t sinh2(h) − |y′ − ℓ/2|2}.

ℓ

et cosh r

et+r

et sinh r

et−r

Figure 5.2.3 – La boule hyperbolique de
rayon r est tangente à elle même lorsque son
centre se situe à t = log(ℓ/2 sinh(r)). Pour
t > log(ℓ/2 sinh(r) la boule se recouvre elle
même.

et−r

et

y

et+r

ℓ

Figure 5.2.4 – La boule hyperbolique de
rayon r pour t > log(ℓ/2 sinh(r)) avec un
centre translaté horizontalement.

Nous sommes maintenant en mesure de donner une formule explicite de l’opérateur dans la
pointe hyperbolique. On utilise les coordonnées (t, y) dans la bande S définie ci-dessus, de sorte
que E0 := 〈γ〉\S = {(et, y) ∈ (x0,∞)× (R/ℓZ)}, pour un certain x0 > 0. On remarque que pour
des raisons de symétrie, le volume d’une boule centrée en un point (et, y) de E0 est indépendant
de y. Par abus de notation, on notera Bh(t, y) la boule géodésique de E0 centrée en (et, y) et de
rayon h et |Bh(t)| son volume.

Toute fonction u ∈ L2(M) supportée dans E0 se décompose partiellement en série de Fourier

u(t, y) =

+∞∑

k=−∞
uk(t)e

2ikπy
ℓ (5.2.6)

avec des uk supportés dans {t > t0 = ln(x0)}. Un calcul explicite montre que l’opérateur Th se
décompose bien en série de Fourier :

Thu(t, y) =

+∞∑

k=−∞
Th,k(uk)(t)e

2ikπy
ℓ (5.2.7)

Nous allons calculer ces opérateurs Th,k. La première expression est obtenue en intégrant d’abord
sur les lignes verticales de la boule géodésique.

Première expression de l’opérateur

Pour t > t0, on note l(t) = min( ℓ
2 , e

t sinh(h)) et pour |z| < sinh(h) on note t±(z) =

log(cosh(h)±
√

sinh2(h) − |z|2). Un calcul simple montre que (5.2.7) est vérifiée avec Th,k défini
par

Th,kv(t) =
1

|Bh(t)|

∫ l(t)e−t

−l(t)e−t

e
2πikzet

ℓ

∫ t+(z)

t−(z)
v(t+ T )e−TdTdz. (5.2.8)
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En utilisant le théorème de Plancherel et en calculant la transformée de Fourier de e−T 1l[t−,t+](T ),
on montre que

Th,kv(t) =

∫
eitξσk(t, ξ)v̂(ξ)dξ (5.2.9)

où

σk(t, ξ) =
1

|Bh(t)|

∫ l(t)e−t

−l(t)e−t

e
2πikzet

ℓ σ(z, ξ)dz (5.2.10)

avec

σ(z, ξ) =
(cosh(h) +

√
sinh(h)2 − z2)1+iξ − (cosh(h) −

√
sinh(h)2 − z2)1+iξ

(1 + iξ)(1 + z2)1+iξ
. (5.2.11)

Remarque 5.2.3 En prenant u = 1 dans les calculs précédents, on obtient

|Bh(t, y)| =

∫ l(t)e−t

−l(t)e−t

2
√

sinh(h)2 − z2

1 + z2
dz. (5.2.12)

Pour t > log(ℓ/2 sinh(h)), on en déduit l’estimation

|Bh(t, y)| = 2ℓ sinh(h)e−t +O(e−3t/ sinh(h)) = |Rh(t, y)| +O(e−3t/ sinh(h)) (5.2.13)

où |Rh(t, y)| désigne le volume de Rh(t, y) := {(et′ , y′) ∈ S; |t′ − t| < h}, qui est le plus petit
cylindre de la pointe contenant Bh(t, y).

De plus, on voit facilement qu’il existe C > 0 tel que pour tout t ≥ log(ℓ/2 sinh(h)), |Bh(t)| ≥
Che−t.

Seconde expression de l’opérateur

Si l’on intègre d’abord suivant les lignes horizontales dans la formule (5.2.1), on obtient la
formule suivante pour les opérateurs Th,k :

Th,kv(t) =
1

|Bh(t)|

∫ h

−h
v(t+ T )

∫ α(t,T )

−α(t,T )
e2ikπzet/ℓe−TdzdT (5.2.14)

où α(t, T ) = min( ℓ
2 , e

t
√

sinh2(h) − | cosh(h) − eT |2).

5.2.2 Etude du spectre essentiel

Dans cette partie nous ébauchons la preuve du point i) du Théorème 5.2.1. On commence
par conjuguer l’opérateur Th de manière à le faire opérer sur L2(M,dvg). Plus précisément, Th

est unitairement équivalent à l’opérateur T̃h autoadjoint sur L2(M,dvg) et défini par

T̃hf(m) :=
1

|Bh(m)| 12

∫

Bh(m)
f(m′)

1

|Bh(m′)| 12
dvg(m

′) (5.2.15)

Comme cet opérateur propage le support des fonctions d’au plus h, en utilisant les variables (t, y)
de la pointe, on voit facilement que T̃h = 1l[t0,∞[(t)T̃h 1l[t0,∞[(t) + R avec R de classe Hilbert-

Schmidt. Par suite le spectre essentiel de T̃h est égal à celui de 1l[t0,∞[(t)T̃h 1l[t0,∞[(t). L’idée
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est alors d’approcher cet opérateur par un opérateur possédant plus de symétries. On introduit
l’opérateur T h agissant sur L2(M,dvg) et défini par

Thu(t, y) =
1

|Rh(t)| 12
1l[t0,∞)(t)

∫ y+ ℓ
2

y− ℓ
2

∫ t+h

t−h
1l[t0,∞)(t

′)
u(t′, y′)

|Rh(t′)| 12
e−t′dt′dy′ (5.2.16)

où |Rh(t)| = 2ℓe−t sinh(h) est la mesure du rectangle t′ ∈ [t− h, t+ h] comme dans la remarque
5.2.3. On déduit alors du Lemme de Schur que l’opérateur 1l[t0,∞[(t)T̃h 1l[t0,∞[(t) − T h a une
norme L2 bornée par Ch−2e−2t0 . En faisant t0 → ∞, on se ramène donc à l’étude du spectre
essentiel de Th. Or cet opérateur se diagonalise de la même manière que Th via les séries de
Fourier comme dans la formule (5.2.8). De plus, le domaine d’intégration étant symétrique en t
et y il est identiquement nul sur tous les modes k 6= 0. Par suite la norme de T h est bornée par
la norme de l’opérateur suivant agissant sur L2(R, dt) :

Thv(t) =
1l[t0,∞)(t)

2 sinh(h)

∫ t+h

t−h
1l[t0,∞)(t

′)f(t′)dt′ (5.2.17)

Or, cet opérateur peut aussi s’écrire Th = 1l[t0,∞)
sin(hDt)
sinh(h)Dt

1l[t0,∞). La description du spectre
essentiel est alors immédiate.

5.2.3 Preuve du trou spectral

Absence de spectre près de −1

On commence par montrer que le spectre de Th est bien séparé de −1. On recouvre M par
des ouverts ωj de diamètre h comme dans la section 4.2. En utilisant la forme spécifique de la
forme volume, on démontre que vol(ωj) ≥ Cmaxm∈ωj |Bh(m)|. En utilisant cette estimation, on
montre facilement qu’il existe δ > 0 indépendant de h tel que

〈(1 + Th)u, u〉L2(M,dνh) ≥ 2δ‖u‖2
L2(M,dνh). (5.2.18)

Par suite Spec(Th) ∩ [−1,−1 + δ] = ∅.

Découpage de la variété et recollage des estimations

Passons maintenant à la preuve de la borne inférieure du trou spectral : g(h) ≥ ch2. On
tente ici de mettre en oeuvre un argument de chemin dans l’esprit de (4.2.14), (4.2.15). Or, le
fait que la variété est non-bornée empêche d’appliquer directement cette méthode (d’un point
de vue technique, le diamètre de l’ouvert apparâıt clairement dans dans l’estimation (4.2.15)).
Pour surmonter cette difficulté, on va découper la variété en morceau compact et pointes hyper-
boliques, démontrer des inégalités variationnelles ad hoc sur chaque morceau et enfin recoller
les estimations.

Nous devons montrer qu’il existe C > 0 tel que pour tout u ∈ L2(M,dνh), on ait :

Vh(u) ≤ C

h2
Eh(u) (5.2.19)

Nous allons décomposer Vh en accord avec la géométrie de M . Pour 0 ≤ a < c < b ≤ ∞, on
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définit

V [a,b]
h (f) =

1

2

∫

t(m)∈[a,b],t(m′)∈[a,b]
(f(m) − f(m′))2dνh(m)dνh(m′),

Ic
h(f) =

1

2

∫

t(m)∈[a,c],t(m′)∈[c,b]
(f(m) − f(m′))2dνh(m)dνh(m′)

E [a,b]
h (f) =

1

2Zh

∫

t(m′),t(m)∈[a,b],d(m,m′)<h
(f(m) − f(m′))2dvg(m)dvg(m

′).

(5.2.20)

On a de manière évidente :

V [a,b]
h (f) = V [a,c]

h (f) + V [c,b]
h (f) + 2Ic

h(f) (5.2.21)

et l’on veut un contrôle du terme d’interaction Ih en fonction de la variance. On remarque que

Ic
h(f) =

1

νh(Cc)

∫

s∈Cc

Ic
h(f)dνh(s) (5.2.22)

où Cc := {m ∈M ; c− 1 < t(m) < c+ 1}. On en déduit

Ic
h(f) ≤ 2

∫

s∈Cc

∫
t(m)∈[a,c],
t(m′)∈[c,b]

(f(m) − f(s))2 + (f(s) − f(m′))2dνh(m)dνh(m′)
dνh(s)

νh(Cc)
, (5.2.23)

et par suite

Ic
h(f) ≤ 2νh(t(m) ∈ [c, b])

νh(Cc)
V

[a,c+1]
h (f) +

2νh(t(m) ∈ [a, c])

νh(Cc)
V

[c−1,b]
h (f) (5.2.24)

pour tout a+ 1 ≤ c ≤ b− 1.
On remarque ensuite qu’il existe des constantes c1, c2 > 0 indépendantes de h telles que les

mesures dνh et dvg vérifient l’inégalité suivante :

c1 min(1, h−1e−t(m)) ≤ dνh

dvg
≤ c2 min(1, h−1e−t(m)) (5.2.25)

Combinée avec (5.2.21) et (5.2.24), on en déduit qu’il existe C > 0 tel que

V [a,b]
h (f) ≤ C

(
V [a,c+1]

h (f) + ec−a min(1, h−1e−a)

min(1, h−1e−c)
V [c−1,b]

h (f)
)
. (5.2.26)

En utilisant cette estimation avec c = t0 indépendant de h, on obtient

Vh(f) ≤ C
(
V [0,t0]

h (f) + et0V [t0,∞]
h (f)

)
(5.2.27)

Par ailleurs, on a trivialement l’inégalité

Eh(f) ≥ 1

4

(
E [0,t0+1]

h (f) + E [t0−1,∞]
h (f)

)
, (5.2.28)

Au regard des estimations précédentes et comme t0 est indépendant de h, il reste à monter que

E [0,t0]
h (f) ≥ Ch2V

[0,t0]
h (f), E [t0−1,∞]

h (f) ≥ Ch2V
[t0−1,∞]
h (f). (5.2.29)
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L’estimation relative à la partie compacte E [0,t0]
h se montrera à partir des résultats de la section

4.1. Pour ce qui concerne l’estimation de la partie non compacte, on a besoin de se ramener à
une marche aléatoire sur une variété modèle. On rappelle que E0 = [t0 − 1,∞[×R/ℓZ est muni
de la métrique g = dt2 + e−2tdy2. On suppose sans perte de généralité que t0 = 1. On considère
la surface W := Rt × (R/ℓZ)y, et on voit E0 comme le sous-ensemble {t > 0} de W (voir figure
5.2.5). On étend ensuite la métrique g à W en posant g := dt2 + e−2µ(t)dy2 où µ(t) est une
fonction régulière sur R égale à |t| sur {t > 0} ∪ {t < −1} et telle que e−µ(t) ≥ c0e

−t lorsque
t ∈ [−1, 0] pour une certaine constante c0 > 0. En particulier, e−µ(t) est de type RTE et il existe
une constante C > 0 telle que

∀t ∈ R,
1

C
e−µ(t) ≤ e−µ(−t) ≤ Ce−µ(t) (5.2.30)

On note d(m,m′)la distance géodésique sur W , dvg la forme volume, et |Bh(m)| = vg(B(m,h)).

On considère la mesure de probabilité sur W : dνW
h = |Bh(m)|

ZW
h

dvg(m), où ZW
h ∈ [h2/C,Ch2]

(pour un certain C > 1) est une constante de renormalisation et pour g ∈ L2(W ), on définit

EW
h (g) :=

1

ZW
h

∫

m,m′∈W,d(m,m′)<h
(g(m) − g(m′))2dvg(m)dvg(m

′)

VW
h (g) :=

∫

m,m′∈W
(g(m) − g(m′))2dνW

h (m)dνW
h (m′).

Toute fonction f ∈ L2(E0) peut être prolongée en une fonction f s ∈ L2(W ), symétrique par
rapport à l’involution t 7→ −t. En découpantW×W en 4 régions ({t(m) > 0, t(m′) > 0}∪{t(m) >
0, t(m′) < 0} ∪ . . .) et en utilisant les symétries de la variété ainsi que les estimations sur la
fonction µ(t), on montre que

E [0,∞)
h (f) ≤ EW

h
2

(f s) ≤ CE [0,∞)
h (f). (5.2.31)

En particulier l’inégalité de droite dans (5.2.29) est une conséquence immédiate de la proposition
suivante :

Proposition 5.2.4 Il existe C > 0 et h0 > 0 tels que pour tout f ∈ L2(W ) et pour tout
h ∈]0, h0], on a :

Ch2VW
h (f) ≤ EW

h (f) (5.2.32)

La preuve de cette proposition fera l’objet de la section suivante.

Pour ce qui est de la preuve de l’inégalité de gauche dans (5.2.29), on utilise des arguments
proche de ceux utilisés pour traiter la région non-compacte. On commence par définir une surface
X = M0 ⊔M0, obtenue en doublant M0 le long du cercle t = t0. On munit X d’une structure
régulière et d’une métrique qui étend g. On peut alors considérer l’opérateur de marche aléatoire
naturel sur X : TX

h et en travaillant comme pour la preuve de (5.2.31), on voit qu’il suffit de
montrer que qu’il existe C > 0 tel que pour tout f ∈ L2(X), on a

〈(1 − TX
h )f, f〉L2(X,dνX

h ) ≥ Ch2(||f ||2
L2(X,dνX

h )
− 〈f, 1〉2

L2(X,dνX
h )

)

Or, la variété X étant compacte, cette inégalité est une conséquence immédiate du Théorème
4.1.1
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W2

−1 th−th

t

0 = t0 − 1

W3

W1

Figure 5.2.5 – La surface de révolution W , qui est un ”doublement” de la pointe hyperbolique
E0 = {t ≥ t0 − 1 = 0} dans ces coordonnées. Pour l’étude de la section suivante, on écrit
W = W1 ∪W2 ∪W3, où W2,W3 sont les régions où |t| ≥ th = log(ℓ/2 sinh(h)) − 1.

Trou spectral pour une surface de révolution

On étudie dans cette section l’opérateur de marche aléatoire semiclassique sur la surface W .
Cette surface peut être vue comme un quotient 〈y → y+ℓ〉\R2 de R

2 équipé de la métrique dt2+
e−2µ(t)dy2par le groupe des isométries G engendré par une translation horizontale. L’opérateur
de marche aléatoire naturelle TW

h on W , est défini par

TW
h f(m) =

1

|Bh(m)|

∫

Bh(m)
f(m′)dvg(m

′) (5.2.33)

Les fonctionnelles EW
h et VW

h définies plus haut sont respectivement la forme de Dirichlet et
la variance associées à TW

h : EW
h (f) = 〈(1 − TW

h )f, f〉L2(W,dνW
h ) et VW

h (f) = ‖f‖2
L2(W,dνW

h )
−

〈f, 1〉2
L2(W,dνW

h )
.

Nous avons vu à la section 5.2.1 que l’opérateur TW
h se diagonalise en utilisant les séries

de Fourier dans la variable y pour t assez grand. Cette décomposition s’étend à la variété tout
entière du fait de ses symétries. Plus précisément, la boule géodésique s’écrit

Bh(t, y) := {(t′, y′); |t− t′| ≤ h, |y − y′| ≤ αh(t, t′)} (5.2.34)

pour une certaine fonction αh(t, t′) vérifiant αh(t, t − h) = αh(t, t + h) = 0 (condition corres-
pondant au bas et haut de la boule) et αh(t, t) = he−µ(t) (condition correspondant au milieu
de la boule). Pour f(t, y) =

∑
k∈Z

fk(t)e
2ikπy/ℓ supportée dans |t| < t0 + 2, on a TW

h f =∑
k∈Z

(TW
h,kfk)(t)e

2iπky/ℓ avec

TW
h,kfk(t) =

2

|Bh(t)|

∫ t+h

t−h
fk(t

′)
sin(2πkαh(t, t′)/ℓ)

2πkαh(t, t′)/ℓ
αh(t, t′)e−µ(t′)dt′

TW
h,0f0(t) =

2

|Bh(t)|

∫ t+h

t−h
αh(t, t′)f0(t

′)e−µ(t′)dt′
(5.2.35)

En particulier, on a

|Bh(t)| =

∫ t+h

t−h
2α(t, t′)e−µ(t′)dt′. (5.2.36)

De plus, au regard de la section 5.2.1, ces formules s’étendent à W tout entier en posant

αh(t, t′) = min
(
et
√

sinh(h)2 − (cosh(h) − et′−t)2, ℓ/2
)

(5.2.37)
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En utilisant la formule (5.2.35) et l’inégalité | sin(x)/x| ≤ 1− ǫmin(x2, 1) pour ǫ > 0 assez petit,
on montre facilement le

Lemme 5.2.5 Il existe ǫ > 0, h0 > 0 tel que pour tout k 6= 0, 0 < h ≤ h0 et f ∈ L∞(R)

||TW
h,kf ||L2(R,|Bh(t)|e−µ(t)dt) ≤ (1 − ǫh2)||f ||L2(R,|Bh(t)|e−µ(t)dt). (5.2.38)

Passons maintenant à l’analyse de l’opérateur TW
h,0, agissant sur les modes indépendants de

y. On pose th = log(ℓ/2 sinh(h))−1, et on découpe à nouveau la variété en 3 régions (voir figure
5.2.5) :

W1 := {(t, y) ∈ (−th, th) × R/ℓZ}
W2 := {(t, y) ∈ (th,∞) × R/ℓZ}, et W3 := {(t, y) ∈ (−∞,−th) × R/ℓZ}.

Pour i = 1, 2, 3, on définit les fonctionnelles associées agissant sur les fonctions f ∈ L2(W,dνh)
indépendantes de la variable y.

E i
h(f) :=

1

2Zh

∫

m,m′∈Wi,d(m,m′)<h
(f(m) − f(m′))2dvg(m)dvg(m

′)

V i
h(f) :=

1

2

∫

m,m′∈Wi

(f(m) − f(m′))2dνh(m)dνh(m′).

En utilisant des arguments similaires à ceux invoqués pour prouver (5.2.27) et (5.2.28), on voit
facilement, en utilisant (5.2.38), que (5.2.32) sera prouvée, dès lors qu’on aura établi qu’il existe
C > 0 et h0 > 0 tels que pour tout h ∈]0, h0] et pour tout f ∈ L2(W,dνh) constante dans la
variable y ∈ R/ℓZ, on a

E1
h(f) ≥ Ch2V1

h(f), et E i
h(f) ≥ Ch2ethV i

h(f) pour i = 2, 3. (5.2.39)

On commence par traiter le cas i = 2. Le cas i = 3 est identique.

Lemme 5.2.6 Il existe C > 0 tel que pour tout f ∈ L2(W2, dνh) constante dans la variable
y ∈ R/ℓZ, on ait

E2
h(f) ≥ Ch2ethV2

h(f). (5.2.40)

Preuve. On identifie l’espace des fonctions f ∈ L2(W2) constantes dans la variable y ∈ R/ℓZ à
l’espace L2([th,∞[). En symétrisant le problème de manière similaire à la construction de W ,
on se ramène à montrer une inégalité du type

〈(1 − T ρ
h
2

)f, f〉L2(R,dνρ
h) ≥ Ch2(‖f‖2

L2(R,dνρ
h) − 〈f, 1〉2L2(R,dνρ

h)). (5.2.41)

où ρ = ρ(t)dt est mesure de densité régulière sur R, égale à e−t sur [−1,+∞[ et e−|t|dt sur
] − ∞,−2] ; dνρ

h = ρ([t − h, t + h])ρ/Zρ
h est une mesure de probabilité et T ρ

h est l’opérateur de
marche aléatoire naturellement associé :

T ρ
hf(t) :=

1

ρ([t− h, t+ h])

∫

|t−t′|≤h
f(t′)ρ(t′)dt′. (5.2.42)

Or, la densité ρ(t) est du type RTE étudié dans le chapitre précédent. On déduit donc du
Théorème 5.1.3 l’estimation (5.2.40). �

On termine cette section par la preuve du cas i = 1 dans (5.2.39).
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Lemme 5.2.7 Il existe C > 0 tel que pour tout f ∈ C∞
0 (W1) ne dépendant que de t

E1
h(f) ≥ Ch2V1

h(f).

Preuve. L’idée de la preuve est assez proche de celle du Lemme 5.2.6. Dans le cas de W2, les
fonctions considérées sont définies sur un demi axe [th,∞[ et il est naturel de les prolonger par
une sorte de symétrie et d’étudier l’opérateur de marche aléatoire associé. Ici, les fonctions sont
définies sur un segment borné [−th, th] muni d’une mesure exponentiellement décroissante. L’idée
principale consiste à périodiser les fonctions pour se ramener à nouveau à un problème sur R.
La somme des fonctionnelles partielles (relatives à chaque intervalle [(2j − 1)th, (2j + 1)th]) est
convergente grâce à un terme exponentiellement décroissant venant de la mesure. On se ramène
ainsi à démontrer un inégalité fonctionnelle du type (5.2.41) pour un densité ρ qui est à nouveau
de type RTE. Le Théorème 5.1.3 permet à nouveau de conclure. �

Borne supérieure du trou spectral

On donne ici les idées utilisées pour prouver l’inégalité de droite dans (5.2.2). On démontre
en fait un résultat un peu plus fort.

Théorème 5.2.8 Soient 0 = λ0 < λ1 ≤ · · · ≤ λK les valeurs propres L2 du Laplacien −∆g sur
(M,g) qui sont contenues dans [0, 1/4) et λK+1, . . . , λK+L celles qui appartiennent à [1/4, 4/3).
Pour tout c > 0, il existe h0 tel que pour tout h ∈]0, h0], K + 1 ≤ k ≤ k + L

♯
(
Spec(1 − Th) ∩

[λkh
2

8
− ch4,

λkh
2

8
+ ch4

])
≥ dim ker(∆g − λk).

Pour tout c > 0il existe h0 tel que pour tout 0 < h < h0, 0 < k ≤ K,

♯
(
Spec(1 − Th) ∩

[λkh
2

8
− ch2+

√
1/4−λk ,

λkh
2

8
+ ch2+

√
1/4−λk

])
≥ dimker(∆g − λk).

La première étape dans la preuve de ce résultat consiste à obtenir une approximation de
l’action de l’opérateur de marche aléatoire sur des fonctions régulières.

Lemme 5.2.9 Soit t0 > 0 fixé tel que la métrique soit de courbure constante dans {t > T0/2}.
Soient χ1

h et χ2
h des fonctions régulière supportées respectivement dans {et0 < et < ℓ

2 sinh(h) − 1}
et { ℓ

2 sinh(h) − 2 < et < A
2 sinh(h)} pour un certain A >> 1. Alors, il existe C > 0 et h0 > 0 tels

que pour tout h ∈]0, h0] on a les estimations suivantes

i) Pour tout ψ ∈ C∞
0 (M) supportée dans {t < 2t0}, on a

∣∣∣∣
∣∣∣∣Thψ − (ψ − h2

8
∆gψ)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
L2(M)

≤ Ch4||ψ||H4(M). (5.2.43)

ii) Pour tout ψ ∈ C∞(M), on a

∣∣∣∣
∣∣∣∣Th(ψχ1

h) −
(
ψχ1

h − h2

8
∆g(ψχ

1
h)
)∣∣∣∣
∣∣∣∣
L2(M)

≤ Ch4||χ1
hψ||H4(M) (5.2.44)

iii) Pour tout ψ ∈ C∞(M), on a

||Th(χ2
hψ) − χ2

hψ||L2(M) ≤ Ch2||χ2ψ||H2(M) (5.2.45)
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Preuve. Les inégalités (5.2.43) et (5.2.44) sont une conséquence immédiate de l’approximation de
l’opérateur de marche aléatoire par une fonction du Laplacien dans le cas d’une variété compacte
sans bord, cf Lemme 4.1.6.

Dans le cas où les boules de rayons h s’auto-recouvrent, on fait appel à la formule (5.2.8)
dans laquelle on écrit le développement de Taylor v(t+ T ) = v(t) + T∂tv(t) +O(T 2). Un simple
calcul permet d’établir (5.2.45). �

Le second ingrédient dans la preuve du Théorème 5.2.8 est l’obtention de bonnes estimations
des fonctions propres du Laplacien. On a le

Lemme 5.2.10 (Müller [Mül92]) Soit T >> 1 et χT une fonction régulière supportée dans
{t ≥ T}. Soient ψj les fonctions propres associées aux valeurs propres λj normalisées dans
L2(M,dvg). Pour j > K, on a

||χTψj||L2(M,dvg) ≤ CN,je
−NT , ∀N ∈ N0 (5.2.46)

les constantes CN,j ne dépendant que de N, j. Pour j ≤ K, on a

||χTψj ||L2(M,dvg) ≤ Cje
−T

√
1/4−λj , (5.2.47)

les constantes Cj ne dépendant que de j.

En utilisant les Lemmes 5.2.9 et 5.2.10, on démontre facilement que pour tout K < k < K+L

||Thψk − (1 − h2λk

8
)ψk||L2 ≤ Ch4

et pour tout k ≤ K,

||Thψk − (1 − h2λk

8
)ψk||L2 ≤ Ch

2+
q

1
4
−λk .

En combinant ces estimations avec le principe du min-max, on achève facilement la preuve du
Théorème 5.2.8 .
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