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Premiere partie

Introduction






On résume dans ce mémoire la quasi-totalité des travaux que j’ai réalisés depuis ma these.
Ceux-ci peuvent étre classés dans deux grandes thématiques : I’étude de ’équation de Schrodinger
en régime semiclassique et ’étude d’opérateurs de marche aléatoire semiclassiques. L’analyse
semiclassique sera donc le fil conducteur de ce mémoire.

L’objet de ma these était I’étude de 'amplitude de diffusion pour ’équation de Schrodinger
semiclassique sous des hypotheéses de non capture affaiblies. Les résultats que j'avais obtenus
reposaient en grande partie sur des estimations de la résolvante et 1’étude des résonances. Le
dernier chapitre de ma these visait a obtenir des estimations a priori du résidu de 'amplitude
de diffusion associé & une résonance vérifiant des hypotheses convenables. Afin d’étudier plus
finement ce résidu, je me suis consacré ensuite a I’étude microlocale des états résonnants pour
I’équation de Schrodinger. Le résultat principal obtenu en collaboration avec J.-F. Bony [BM04]
affirme que les états résonnants sont sortants.

Dans la continuation des travaux de ma theése je me suis aussi intéressé a la théorie de
la diffusion pour I’équation de Schrodinger avec champ magnétique constant. Sous certaines
hypotheses sur le potentiel électrique, on peut définir 'amplitude de diffusion et donner une
formule de représentation explicite utilisant la résolvante [MicO5a]. Lorsque les intensités respec-
tives du champ magnétique et du potentiel électrique, deviennent grandes, on peut donner un
développement asymptotique de 'amplitude de diffusion. Dans le cas ou le champ magnétique
domine, 'analyse n’est pas treés compliquée et s’apparente a une analyse ”haute énergie” pour
I’équation de Schrodinger. Dans le cas ou les intensités sont de méme ordre, on aboutit & un
régime semiclassique que nous avons étudié dans [Mic05c|.

Dans le dernier chapitre de la premiere partie, on résume des résultats obtenus sur I’équation
de Schrodinger non-linéaire, en présence d’un champ magnétique dépendant du temps et a
croissance au plus linéaire dans la variable d’espace, [Mic08]. Le résultat principal porte sur
le probleme de Cauchy, dont on montre qu’il est localement bien posé dans I'espace d’énergie
naturellement associé a ’équation. Bien qu’il ne s’agisse pas d’analyse semiclassique, nous avons
inclus ce résultat dans ce mémoire.

La seconde grande thématique présentée dans ce mémoire est 'analyse d’opérateurs marko-
viens dans un contexte semiclassique. L’exemple type de tels opérateurs est le suivant. Etant
donnée une variété Riemannienne M, I'opérateur T}, agit sur les fonctions continues en calculant
leur moyenne sur la boule géodésique centrée en un point x et de rayon h. De tels opérateurs
possedent naturellement une mesure invariante dvy, (c’est a dire un point fixe pour 'opérateur
transposé) et le noyau t}(z, dy) de I'opérateur itéré n fois T}' converge vers dvj, lorsque n tend
vers l'infini.

Cette propriété justifie 'utilisation de nombreux algorithmes markoviens dans des procédés
d’échantillonnage et une question probabiliste importante consiste a quantifier la vitesse de
convergence des itérés de ¢ vers sa mesure stationnaire. Un tel probleme a été traité avec succes
par Diaconis et Lebeau dans un article pionnier [DL09].

Dans une série de travaux avec P. Diaconis et G. Lebeau, puis H. Christianson et C. Guillar-
mou, nous avons montré comment les techniques d’analyse semiclassique s’appliquent a différents
contextes. Nous avons d’abord étudié les opérateurs précédents sur un espace d’état borné : une
variété compacte dans [LM10] et un ouvert borné de I'espace Euclidien dans [DLMO08]. Dans un
second temps nous nous sommes consacré a des espaces d’état non compacts : ’espace euclidien
muni d’une densité de probabilité [GM10] et une variété présentant des pointes hyperboliques
[CGM10].

Dans tous les cas abordés, on exhibe un opérateur limite (lorsque h tend vers 0) pour
lopérateur T} que l'on utilise pour obtenir des informations sur la théorie spectrale de T}.
A Taide de ces informations, on étudie la convergence vers la mesure stationnaire.
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On termine cette introduction en précisant quelques notations d’analyse semiclassique qui
seront utilisées par la suite. Nous avons adopté les notations de [DS99] que nous rappelons
tres brievement ici pour le confort du lecteur. On appelle fonction d’ordre sur R”, une fonction
m : R" — R telle qu'il existe des constantes Cp, Ng > 0 telles que m(z) < Co(z —y)Nom(y).

Etant donnée une fonction d’ordre m, on note S(m) = S(R™,m) 'ensemble des fonctions
a € C™(R"™) telles que pour tout o € N", il existe Cy, > 0 tel que [0%a| < Coym(x). Si a(x,h)
dépend d’'un parametre h, on dira que a € S(R™,m,h) si a(.,h) est uniformément borné dans
S(m) lorsque h varie. Lorsque le parametre h est évident, on note simplement S(m). Pour
k € R, on note S¥(m,h) = h=¥S(m, h) et pour § € [0, 1], on note S¥(m,h) 'espace des fonc-
tions a régulieres telles que |9%a(x,h)| < Coym(z)h~*=12l pour tout @ € N". On notera aussi
S7(m, h) = NkerS¥(m, h). Lorsque la fonction d’ordre est égale & 1, note S(1) = S, S*(1) = S*,
etc.

On notera S.;(m) les symboles ayant un développement en puissances de h dont les coeffi-
cients appartiennent a S(m) et sont indépendants de h.

Pour a € SF(R? x R%,m), 6 € [0,2], on définit Opy(a) et Op}’(a) par

Opy,(a)(u)(z) = a(z, hDy)u(x) = ﬁ / / TR g (1 E)uly)dyde (0.0.1)

et

Op¥ (a)(u)(z) = a®(z, hDy)u(z) = — / / e T Y eyuayde (0.0.2)
(2mh)™ 2

On notera ¥ = Op,(S¥(1)) et €4 = Op,(Sa(1)). Si 6 = 0, ou k = 0 on abandonnera
I'indice correspondant dans la notation précédente. Dans le chapitre 4, on notera E.((£)~>°) les
opérateurs dont le symbole possede un développement en puissance de h avec des coefficients
appartenant & S((¢)~") pour tout N € N. On renvoie & [DS99] pour les principaux résultats
d’analyse microlocale que nous utiliserons.

FEtant données deux fonctions f et g, on note f < g deés que g est égale a 1 sur le support de

7.
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Chapitre 1

Autour de 'amplitude de diffusion
en régime semiclassique

1.1 Introduction

Dans cette partie on introduit tres brievement 'amplitude de diffusion pour I'’équation de
Schrodinger et on rappelle un résultat démontré a la fin de ma theése (voir aussi 'article [Mic03])
de maniere a introduire la suite de mes travaux. Considérons 'opérateur de Schrodinger semi-
classique P(h) = —h?A + V(x), z € R" et h €]0,1]. On supposera que V est de classe O et
satisfait des hypotheses de décroissance de courte portée suivante :

Hypothese 1 [l existe p > 1 tel que
Vo € N* Vo € R", [0%V (z)| < Cp{z)™” (1.1.1)

Notons Py(h) = —h2A. L’opérateur P(h) est une opérateur pseudo-différentiel de symbole semi-
classique p(z,&) = |£|> + V(x). On notera H, = 269, — VV (2)9; le champ hamiltonien associé
et exp(tHp)(z, €) le flot Hamiltonien au temps ¢ issu de (z,¢) au temps 0.

Sous les hypotheses précédentes, la théorie de la diffusion pour la paire (Py(h), P(h)) est
bien connue. Les opérateurs d’onde Wi existent et sont complets et I'on peut donc définir
Iopérateur de diffusion S(h) : L2(R") — L?(R™). L’opérateur de diffusion est un opérateur tres
important puisqu’il permet de relier les dynamiques en temps long des équations de Schrodinger
libre et perturbée (par le potentiel V). C’est un opérateur unitaire qui se diagonalise via la
transformation de Fourier. Plus précisément, notons 7, : L2(R") — L?(R") la transformation
de Fourier semiclassique :

Funf(€) = (2nh)™" / e~ £ (1) da (1.1.2)
et pour A > 0, soit Fp(\) : L2(R™, (x)*dz) — L*(S""!), a > 1 définie par
Frn(N) f(w) = ;)\%2 e*ih71ﬁ<x’w>f(x)dx. (1.1.3)

(21h) 2 /2 Rr

pour tout w € S~ 1. L’identité de Parseval montre que Popérateur Fj, : L*(R") — L*(Rt, L(S"~1))
défini par )
(Frf)(A) = (2mh)2 Fp(A) f (1.1.4)

est une isométrie. De plus, on voit facilement que
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- FnPy(h)F; est la multiplication par A sur L?(RT, L2(S"~1))
- pour tout t > 0, F,S(h)F; et etFrPo(WF;; commutent.

On déduit alors du Théoreme XII1.84 de [RS78] qu’il existe une fonction A — S(A, h) appar-
tenant a L>°(R%, L(L*(S"™1))) telle que

(FaS()p)(A) = S\ h)(Frp)(N), ¥y € L*(R™) (1.1.5)

Sous 'hypothése de courte portée du potentiel V', 'opérateur T'(A, h) = Id — S(A, h) possede un
noyau (w,w’) € S"7! x §*7! s T(w,w’, A\, h) qui est régulier. Ce noyau s’appelle amplitude de
diffusion. Il contient tout l'information sur la théorie de la diffusion. Une question importante
consiste a décrire ce noyau lorsque le parametre semiclassique tend vers 0. Cette étude (en
particulier le lien avec la dynamique classique sous-jacente) a été menée par Robert et Tamura
[RT89] dans le cas ou le flot Hamiltonien classique est non captif sur la surface d’énergie p(z, &) =
A. L’objet de ma thése consistait a étendre ces résultats a des cas ou il peut exister des trajectoires
captées.

Rappelons maintenant le résultat de Robert et Tamura. On introduit quelques quantités liées
au flot Hamiltonien classique. Pour w € S"~!, on note Y., 'hyperplan de R” orthogonal & w. On
note z = (z1,...,2,—1) un systeme de coordonnées de T, et 2 = z + 0w € R"™. Pour tout z € Y,
et pour tout A > 0, il existe une unique courbe intégrale ¢t — (goo, Poo)(t, 2, A\, w) de H, telle que

i (georpoc) (12, A, ) = (VA + 2,V ) [ = 0 (1.1.6)

Comme le niveau d’énergie A est supposé non captif, cette particule s’échappe de tout compact
lorsque ¢ tend vers l'infini et il existe £oo(2,A) € S"! et roo(2,A) € R™ tels que

m |poo(t, 2, A, w) — VA (2,A)| = 0,
oo (1.1.7)
. h+m |goo(t, 2, A, w) — \/X{OO(Z, Mt —roo(z, )] = 0.

De plus, il est facile de montrer que I'application T, > 2z — £5o(2,A) € S™71 est réguliere ( cf.
[RS78] ), de sorte que nous pouvons définir

6(2,)) = |det(Eoe, Ozrboo, - -3 01 E00). (1.1.8)

Définition 1.1.1 Nous dirons que 6 € S"~ ! est régulicre pour (\,w), si 0 # w et ¥z €
Yo, {oo(2,A) =0 = 0(2,\) #0.

On remarque que si § € S"~! est régulier pour (\,w), on déduit du théoréme des fonctions
implicites qu'il existe un ensemble fini {z', ..., 2/} de points appartenant & Y, tels que &q0 (2, \) =
0 = zc {z'... 2"}

Théoréme 1.1.2 ( Robert-Tamura 1989) Supposons que le niveau d’énergie \ est non captif
et que la direction W' € S"~! est réguliére pour (\,w). Alors

l
Flw, ', h) =) 6z (N), A) "2 TSI S ) 4 O(h) (1.1.9)
j=1

o

S]()‘) = /Jroo(%‘poo(t7 Zj7)‘7w)’2 - V(Qoo(t7 Zj7)‘7w)) - )‘)dt

—00

(1.1.10)
— (roo(27, A, \/ﬁ&
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et p; € Z est Uindice de Maslov de la trajectoire (qoo(t, 27, A, w), oo (t, 27, A\, w)) sur la variété
Lagrangienne

{(,) e R" xR" : = qoo(t, 2, \,w), £ = poo(t,z, \,w), 2 € Ay, t € R}.

Ce théoreme établit un lien entre I'opérateur de diffusion quantique et 'opérateur de diffusion
classique lorsque h — 0. L’objet de ma these était d’étendre ce résultat au cas ol certaines direc-
tions w seulement sont non-captives sur la surface d’énergie \. L'une des difficultés a surmonter
était d’obtenir des estimations polynomiales de la résolvante pour des géométries captives. Pour
cela, j’ai utilisé des informations venant de la théorie des résonances.

L’influence des résonances sur 'amplitude de diffusion peut aussi étre examiné de maniere
plus directe en étudiant le prolongement méromorphe de 'amplitude de diffusion.

Hypothése 2 Supposons qu’il existe R > 0, p > 1 et 6y €]0, 7| tels que V' se prolonge analyti-
quement au domaine

Drg, = {2 € C", |2[ > R, |Im(z)[ < tan(fo)| Re(2)|}

et.
3C, > 0, Vz € Drg,, |V (2)] < Cp(z)"".

On remarque qu’en vertu de la formule de Cauchy, tout potentiel vérifiant cette hypothese vérifie
I’hypothese 1. Ceci m’a permis de mettre en oeuvre dans ma these les techniques de Robert-
Tamura combinées avec des résultats sur les résonances. Sous I’hypothese 2, on déduit des travaux
de Gérard et Martinez [GMS89] que la fonction A\ — f(w,w’, A\, h) possede un prolongement
méromorphe a un voisinage conique de 1’axe réel, dont les poles sont les résonances de P(h). Si
2o(h) € C~ = {z € C,Im z < 0} est une résonance simple de P(h) alors I'amplitude de diffusion
s’écrit pres de zg(h)

Tres(w, w/, h)

T "2, h) =
((A),w 7z7 ) Z_Zo(h)

+ TN w, ', 2, h) (1.1.11)
avec z — T (w, W', 2, h) holomorphe pres de zo(h). Dans le cas d’un puits dans une ile, Lahmar-
Benbernou [LB99] et Lahmar-Benbernou- Martinez [LBM99], ont étudié précisément ce résidu.
Leur approche repose sur I'utilisation d’informations tres précises sur les états résonnants dans
ce contexte (cf [HS86]). Par la suite, Stefanov [Ste02] a obtenu une estimation a priori sur des
potentiels réguliers a support compact généraux. En utilisant des estimations de résolvantes

dues a Burq [Bur02] j’ai étendu le résultat de Stefanov au cas de potentiels de courte portée (cf
[Mic03] ).

Théoreme 1.1.3 Supposons que le potentiel V' vérifie I'hypothése 2. Fixons 0 < F; < FEs et
3n+5
soit zg(h) une résonance simple de P(h) telle que 0 < —Im zo(h) < h 2", By < Re 2o(h) < Es.

Supposons aussi que zy(h) est la seule résonance dans l’ensemble

3n+4

2 [Imzo(h)|,

Q(h) = {z € C; |Rez — Rezo(h)| < h™
0<—-Imz< h_"_2|Imz0(h)|}.

Soient (w,w') € S*1 x S qvec w' # w. Alors, il existe C > 0 et hg > 0 tels que pour tout
0 < h < hg, nous avons

T (w,w', h)| < Ch*nTil\Im z0(h)| et [T w, o, 2, h)| < C’h*nTil7 vz € Q(h),
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3n

2 [ Im 2o (),

Q(h) = {z € C; |[Rez — Rezy(h)| < 2—?:)h_
0<—Imz< 2]Imzo(h)\}.

Le premier travail que j’ai entrepris apres ma these visait a obtenir des informations micro-
locales sur le résidus T7%*(w,w’, h), via ’étude des états résonnants associés.

1.2 Estimations microlocales des états résonnants et applica-
tions

On décrit ici des résultats obtenus en collaboration avec J.-F. Bony [BM04]. Dans toute cette
partie, on supposera que le potentiel V vérifie I'hypothese 2. On a vu précédemment que le résidu
associé a une résonance simple zo(h) ne pouvait pas exploser plus vite que e | Tm(zp)|. On
peut se demander sous quelles hypotheses cette estimation est améliorable et de quelle maniere
les directions w,w’ entrent en jeu.

Supposons momentanément que le potentiel V' est a support compact. On a alors la formule
suivante pour I'amplitude de diffusion [PZ01] :

T(w,w', 2, h) :/ e hT VA [hQA,Xl]R(z,h)[hQA,Xg]eihil\ﬁ@’“)dx (1.2.1)

n

ou R(z,h) : ngmp — H? désigne le prolongement méromorphe de la résolvante de P(h) & un
voisinage conique de I’axe réel. De plus, si on note Py(h) 'opérateur obtenu & partir de P(h)

par dilatation analytique hors du support de V' (voir [SZ91]), on a

n

T(w, ', 2, h) = / e TIVEE) 2N 3 )(Py(h) — 2) M [R2A, xole? VRO 4 (1.2.2)

ol X1, x2 sont deux fonctions C*° a support compact, telles que V < x1 < x2. Supposons que
zp est une résonance simple et qu’il n’existe pas d’autre résonance dans le disque D centré en
zp, alors le résidu est donné par

T (w,w', h) = ([BA, 1| TIg[h2 A, yole™ ™ (#) e o)) (1.2.3)

ou Ily est le projecteur spectral associé a zy. De plus, comme Ily est un opérateur de rang
un, il existe ug,vg € L? tels que IIy = (.,vp)uy et on peut montrer que (Py — z9)ug = 0 et
(P_g — Zp)vg = 0. Par suite,

T (w, W, h) = ([h2A, x1]ug, efih*1<m,w’>><vej [hQA, XQ]eih*1<m,w>>_

Comme par ailleurs les fonctions [h2A, y,]e? ") sont microlocalisées pres de {(z,€); Ry <
|x| < Ra,&/|€| ~ w*}, on peut obtenir des informations sur le résidu 77¢* en montrant que pour
certaines directions, les états résonnants sont microlocalisés hors de cet ensemble.

Passons maintenant & une description précise des résultats démontrés dans [BMO04]. On
suppose désormais que P(h) est un opérateur h-différentiel sur R :

P(h) =Y aa(a; h)(hDy)%, (1.2.4)
|a|<2
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avec aq(r;h) € SY(1) et aq(x;h) indépendant de h pour |a| = 2. On suppose que P(h) est
formellement auto-adjoint sur L?(R™), i.e.

Yu,v € C§°(R™) /(P(h)u)ﬁdx = /u(P(h)v) dx. (1.2.5)
On suppose aussi que P(h) est elliptique, c’est a dire
D aa(@)E* > [¢)P/C. (1.2.6)
|| =2

Afin de définir les résonances, on suppose que les coefficients a, (x; h) se prolongent holomorphi-
quement en x a un domaine

I'={zeC" |[Imz| < J(Rex) and |z| > Ry}, (1.2.7)

avec Ry > 0, 8y €]0,1[. On suppose en outre que P converge vers —h?A & l'infini, au sens
suivant :
Z ao(z; h)E™ — &2, (1.2.8)

o <2

lorsque |z| — 400, x € T', uniformément par rapport a h. Sous ces hypotheses, il est clair que
P(h) est autoadjoint avec domaine H?(R") et on peut définir les résonances associées & P(h)
par la méthode des dilatations analytiques.

Soit F' : R™ — R™ un champ de vecteur régulier tel que F(x) = 0si |z| < Ry et F(z) =
pour |z| assez grand. Pour v € R petit, on considere I'opérateur unitaire U, on L?(R") défini
par :

Uyp(x) = det(1 + udF(x))*%go(x +vF(z)).

On déduit de I'’hypothese d’analyticité des coefficients a, que U,P(h)U, ! a des coefficients
analytiques par rapport a v pres de 0 et peut étre prolongé a des valeurs complexes de v. Pour
v =16, avec € > 0 on obtient ainsi un opérateur différentiel noté Py(h). Il est bien connu que le
spectre de Py(h) est discret dans le secteur Sy = {z € C; Rez > 0 and — 26 < argz < 0} (voir
[SZ91]) et par définition, les résonances de P(h) sont les valeurs propres de Py(h). On appelle

multiplicité d’une résonance zg(h) le rang du projecteur
1
Iy = — (z — Py(h)) " tdz (1.2.9)
27 Joy(20)

ou Y(zp) désigne le bord d'un disque D centré en z orienté positivement, suffisamment petit
pour que zg soit la seule résonance dans D .
1.2.1 Estimations microlocales des états résonnants

On note p(x,&;h) € S5 ((€)2) le symbole de Weyl de P(h) et po(z, &) = > a|<2 Ga,0(2)E”
son symbole principal. On note Hy,, = 0¢po.0r — 0po.0¢ le champ Hamiltonien associé a pg et
R > ¢ — exp(tH,,), t € R le flot Hamiltonien correspondant. On définit les zones entrantes et
sortantes a ’énergie £ > 0 par

TL(E) = {(2,€) € py (E); exp(tHy,)(z,€) + oo, t — Foo}.
Ainsi, 'ensemble des trajectoires captées d’énergie E est le compact de R?" :

T(F) =T (E)NT_(E) = {(z,€) € py ' (E); t ~ exp(tH,,)(z,£) est borné sur R}.
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En notant 7 ([a, b]) = Uge[qy 7 (£), on donne une preuve nouvelle d’un résultat de Stefanov
[Ste02] sur la localisation des états résonnants

Théoréme 1.2.1 (Stefanov) Soient Ey > 0 un niveau d’énergie fixé et C > 0. Soient € > 0
et ho > 0 assez petits. Soient h €]0,hg], 0 = h/C et z € C une résonance de P telle que
Rez € [Ey — €, By + €], [Im z| < 0. Soit ug € L*(R™) un état résonnant associé a z :

(Pyp — z)up = 0. (1.2.10)
Siw(x, &) € San(1) est supporté hors de T ([Ey — €, Eg + €]), alors

|Tm 2|

Op})(w)ug = O ( e + h°°> ||ugl|- (1.2.11)

Ce résultat ne fournit d’information réellement intéressante que pour des résonances tres proches
de I'axe réel. L’objet de notre travail a consisté a identifier une zone de I’espace des phases hors
de laquelle les états résonnants sont microlocalisés, ceci sous une hypothese ”raisonnable” sur la
taille des résonances. Pour R > 0, ¢ > 0 et o € [—1,1], on définit les cones entrant et sortant :

IFi(R,e,0) ={(z,8) € T"(R"); |x| > R, |po(x,&) — Ep| < e et £ (x,&) > +olx||£]|}.

Le théoreme suivant, principal résultat de [BM04], affirme que les états résonnants de P(h) sont
sortants. Un résultat analogue a été démontré par Nonenmacher et Zworski dans le langage des
mesures de défaut semiclassiques (c.f. Théoreme 4 de [NZ09]).

Théoreme 1.2.2 Soient Ey > 0 un niveau d’énergie fixé et C' > 0. Soient ¢ > 0 et hg > 0
assez petits. Soient h €]0, ho| et 0 €|h/C,Chln(1/h)[. Soit ug un état résonnant associé a une
résonance z telle que Rez € [Eg—e¢, Eg+¢], [Im 2| < €. Fizons w(z,£) € S(R?™, 1) et supposons
qu’il existe T > 0 tel que exp(—TH,,)(supp(w)) C I'_(R,€,0) avec R> 1 et 0 < 0. Alors, pour
h > 0 assez petit, on a

|lw(x, hDy)ug|| = O(h™)]|ugl|- (1.2.12)

On remarque en particulier que siw € C§°(T*(R™)) vérifie supp(w) C Upe(gy—c pyt T+(E)C,
alors il vérifie les hypotheses du Théoreme 1.2.2. Par ailleurs, on remarque la présence du terme
|lug|| dans le membre de droite de (1.2.12). Pour pouvoir affirmer que w(z, hD, )ug est réellement
petit on aura donc besoin d’estimations a priori de ||ug]|.

En combinant le théoréme ci-dessus et la formule (1.2.3), on verra par la suite comment
obtenir une estimation du résidu de 'amplitude de diffusion.

Donnons maintenant quelques idées des démonstrations.

Transformation FBI

On utilise la transformation de Fourier-Bros-lagolnitzer. Le résultat principal de cette section
est une légere modification de la Proposition 3.1 de Martinez [Mar02]. Pour v € S'(R"), la
transformée FBI de u est donnée par

Tu(z,& h) = an(h) / eV 2y () gy, (1.2.13)

avee ap(h) = 277/2(7h)=3/4. Alors, Tu € C®(R2") et e&”/"Tu(x,&; h) est une fonction holo-
morphe de la variable z = 2 — €. De plus, si u € L*(R™) alors || Tul|p2(r2n) = [ull p2(&n)-
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Soit A un opérateur h-différentiel de symbole de Weyl a(z, & h) ~ 32,50 a4(x, EhI € Sy(R?™, (£)9).
Comme a est polynomial en £ a coefficients dans S(R™, 1), on peut définir une extension presque
analytique a(z,&;h) € Sq(De x C*,(€)4) de a dans D, x C", avec D, = {z € C"; |Imz| < €},
qui vérifie

), =a (1.2.14)
dza = O(|Im z|>)(£)4. (1.2.15)
Théoréme 1.2.3 (Martinez) Soit f(z,£) € S(R?™,1) et G(z,£) € CO(R?™). Il existe un

symbole q(z,&;t,h) ~ Zj>0 qj(z, &R € Sy(R? (€)T) uniformément par rapport a t et un
opérateur R(t,h) tels que pour tout u, v € C§°(R"), on a

<feftG/h T Opy}) (a)u, e tG/h Tv> = <(q(m, & t,h) + R(t, h))eftG/h Tu, e tG/h Tv>

L2(R2n) L2(R2n)
(1.2.16)
ot supp q; C supp f pour tout j € N, et
qo(z,&t) =f(z,&)ao(z + 2t0.G(z,§), & — 2itd.G(z,§)), (1.2.17)
015, 61) =(Fon — 02,a0/4 — [OFan/4 — Oy [uao /2 — O [Ocan/2) (,)
+ 2 (9ca0def — Braodef ) (w,€) + O(1), (1.2.18)
(ici 0, = (Op +10¢)/2), et
607 B R)E) ™7 ey = O + /2o e G (1219

pour tout o € R, uniformément par rapport a t et h assez petits.

Preuve du Théoréme 1.2.2

Soient z € C, ug € H2(R™) tels que (Py — z)ug = 0 et w € S?"(1) comme dans le Théoréme
1.2.2. Pour simplifier on suppose ici que supp(w) C I'_(R,¢e,0) (c’est a dire T = 0). Pour
N € N, soient wj(z,&) € S(1), j =1,...,N,00 tels que w < wy < -+ < Wy < Weo, OU l'On
utilise la notation g1 < go pour signifier que go = 1 pres du support de g;. Prenons 6 tel que
h/C < 6 < Chln(1/h) et t = LO avec L >> 1. Pour G € C§°(R?"), on a

0= (wi(z,&)e "M T(Py — 2)ug, e 'Y T ug) 12 gen) (1.2.20)
et I'on déduit du Théoreme 1.2.3
((q0 — zw?)e G/ Ty, e 1G/N Tug) = O((h™ + {0 3n/2)gsup ‘G”t‘/h) He_tG/h TueHQ, (1.2.21)

ou
q@(x7 57 t? h) = q@,(](x7 57 t) + hq@,l(xa 57 0) + (h‘t‘ + hz)re(% 57 ta h)7 (1222)

qG,O('Ia 57 t) = w% (JT, 5)1/)9\,6 (,I + 2taZG(x’ 5)5 5 - QZtazG(x’ 5))
Q.1 (x, &) = (wipg,1 — wi02,po,0/4 — WIFepo,0/4 — 02 wi0epo,/2 — DewiOepp0/2) (x,€)

H,, ,wi(z,&) + O(t).
(1.2.23)
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et rg € S(1) uniformément par rapport a ¢, 6 et supprg C suppw;. En utilisant la formule de
Taylor, on montre facilement que

Imggo(x,&t) = —w%(m,g)Hpo (tG(x,&) +0F(x) - &) + w%(x,&)O(HQ + t2), (1.2.24)

et
i g1 (2, 0) = 5 Hyyud (2, €) + w(z,£)00). (1.2.25)

Notons ¥ (z,£) = F(z) - £&. En prenant la partie imaginaire de (1.2.21) et en utilisant (1.2.24),
(1.2.25), il vient

(W (Hyy (tG + 09) 4+ Tm(2))e ¢/ " Tug, e~/ Tuy)
= h{wy Hpywie /M Tug, e /M Tug) + O(0%)|Jwae ™/ M |2 (1.2.26)
+ O(h®en 0 |G| =1/ My |12

L’idée principale de la preuve consiste alors a construire w; et G tels que Hp, (tG + 0v) > C0
et Hy,w; <0.

Commengons par wy. Soit 0 €] — 1,0[ et a € C§°(R;[0,1]) une fonction décroissante telle
que a(s) =1si s <o et a(s) =0si s> 0/2. On définit w; par la formule suivante

z-&
wi(@,€) = plle)epo (e, ) o) (1.2:27)

ol p € CF°([Ey — €, Eyg +¢€]) et p € CP(R;[0,1]) est croissante et vérifie p(z) = 1 pour z > R et
p(xz) =0 pour x < R — 1. Il est évident que w; € S(1) et un calcul direct permet de monter le
lemme suivant :

Lemme 1.2.4 Pour o < 0 suffisamment proche de 0 et R > 0 assez grand, on a Hy wy < 0.

Evidemment, la méme construction peut se faire pour les w;, j = 2,..., N, oo.

Passons maintenant a la construction de la fonction G(x,§). La premiere étape consiste a
fabriquer une fonction de fuite sur un compact en dehors des trajectoires captées. Le lemme
suivant est di & C. Gérard et Sjostrand [GS87]

Lemme 1.2.5 Supposons que K C py*([Eo — ¢, Eg + €]) est un compact tel que K NT([Eo —
6, Eo +¢€]) = 0. Alors, il existe une fonction f(x,§) € C°(T*(R™)) telle que Hyyf > 0 sur
po ([Eo — ¢, Eo +¢€]) et Hy f > 1 sur K.

Comme z - £ est une fonction de fuite a l'infini et F'(x) = = pour x assez grand, alors pour
R > 0 assez grand, on a

c>0 for |x| > R,

(1.2.28)
- M for |z| < R,

Hy, (F () - €) 2{

sur py H([Eo — €, B + ¢]). Fixons maintenant K = supp ws, N B(0, Ry) C py ' ([Eo — ¢, Eo +¢]) N

T ([Eo — €, Ep + €])¢ et considérons x1 € C§°(R"™, [0;1]) telle que xi(x) =1 pour |[z| < R+ 1 et

X2 € C§°(R;[0,1]) telle que x2(£) =1 on [Ey — €, Ep + €]). On définit la fonction G par
G(z,€) = x1(x)x2(po(x,€)) f (2, €) € CF°(R™). (1.2.29)
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ou f est la fonction définie par le Lemme 1.2.5. Comme la fonction y; peut étre choisi arbitrai-
rement plate, la quantité

p = sup |x2(po(, §)) f (, E)Hpo x1 ()], (1.2.30)

peut étre rendue aussi petite que voulu. Comme ¢t = L, sur le support de wso, 0N a

—Lp+c for |x| > R,
H,, (tG(z,€) + 0F (z) - €) > 9{ Lo Tae M torlo] < By (1.2.31)

En prenant L > 2M et u assez petit, et en supposant —ef < Im(z) < 0 avec € assez petit, il
vient

H,, (tG(z,§) + 0F (z) - §) > 0c/2 < —Im(z)/2, (1.2.32)

SUr SUPP Weo-
Revenons maintenant a I’équation (1.2.26). En utilisant le Lemme 1.2.4, I’équation (1.2.32)
et comme G est a support compact, il vient

|wy et P Tug||? < COl|wae ™ M Tug||? + O(h™)||Tug)|? (1.2.33)

En itérant cet argument, on obtient facilement ||w;Tug|| = O(h*>)||ug||, puis I'estimation an-
noncée.
Preuve du Théoréme 1.2.1

La preuve utilise les mémes arguments que pour le Théoreme 1.2.2. Pour N € N, soient
w < wy < - < Wy < We € S(R*, 1) des fonctions telles que suppws, N T = () et soient
go < - < gN = goo € CF°([Ep — 3¢, Ep + 3¢]) telles que gg = 1 pres de [Ey — 2¢€ + Ey + 2¢]. En
appliquant le Théoréme 1.2.3 avec f = g3(po(z,€)) et t = Ch, il vient
0 =Im (g3 (po(x, &))" “/*T(Py — 2)ug, ="/ " Tuy)
:Im<(q9(az, & Ch, h) + O(h™) — z)e_tG/hTue, e_tG/hTu€>, (1.2.34)

avec

g0(z, & Ch,h) =Y qo j(x, & Ch)R.
=0

En travaillant comme pour la preuve de (1.2.24) et (1.2.25), on peut choisir la fonction G(z,§) €
C§°(supp wg) comme dans (1.2.29) telle que :

Im g,0(x,&; Ch) < g3 (po)wih + O(h?)gi (po)w. (1.2.35)
Commet Im g;(z,&;0) =0, on a aussi
Im gg (2, & Ch) = O(h*)gi (po)w?. (1.2.36)
pour j > 1. Combiné avec (1.2.34) , ceci implique
|Im 2|

190 (po)woe /M Tug||> = O(R)|| g1 (po)wie "/ " Tug||* + O (T + hoo) et/ M g,
(1.2.37)
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dont on déduit facilement par récurrence

|Im z|

g0 (po)woTug||? = O (T + h°°> [ Tugl|?, - (1.2.38)

En travaillant de maniere similaire sur la partie réelle et en utilisant 'ellipticité de Op(Re(py —
2)(1 = go)(po)), on démontre que

11 = g(po))woTug|* = O(h>) | Tus|*. (1.2.39)

Il reste alors tres peu de travail pour établir le théoreme.

1.2.2 Application a I’étude des résidus de amplitude de diffusion

On suppose dans cette section que P(h) est un opérateur de Schrodinger P(h) = —h?A+V ()
ou le potentiel V(x) vérifie 'hypotheése 2. En particulier, 'amplitude de diffusion f(w,w’'\,h)
est bien définie et possede un prolongement méromorphe a un voisinage conique de l'axe réel
dont les poles sont les résonances de P(h). De plus la multiplicité de chaque pole est exactement
la multiplicité de la résonance.

Dans cette section, nous supposerons que zg(h) est une résonance simple de P telle que
Rezp € [Eg—€,Eg+e€] et 0 < —Imzyg < Chln(1/h). L’amplitude de diffusion peut donc s’écrire
sous la forme (1.1.11).

Définition 1.2.6 On dit que w € S" ! est une direction entrante (resp. direction sortante)
pour lénergie By s’il existe e, R > 0 et W C S"~! woisinage de w, tels que pour tout (z,£) €
p Y[Eo — ¢, Eo +¢]),

|z| > R et £ eW = tlir_n exp(tHp, ) (z, &) = . (1.2.40)

€]

(resp. limexp(tH,,)(x, &) = oo lorsque t — +00)

Pour 6 > C|Im zy| avec C' > 0 assez grand, on rappelle que Iy désigne le projecteur spectral
associé a la résonance zp défini en (1.2.9).

Théoréme 1.2.7 Soient By > 0 et w, ' € 8" ! tels que w # W'. Siw est une direction sortante
ou st W' est une direction entrante, alors il existe €, C' > 0 tels que pour tout résonance simple

z0 € [Ep — €, By + €] —i[0,0/C"] avec h/C < 6 < Chln(1/h), C >0 on a
T (w,w', h) = O(h™>)|| ] (1.2.41)

La preuve de ce résultat est tres simple. Pour alléger les notations, on supposera que V €
C3°(R™). Dans ce cas, on a vu que le résidu 17 s’écrit

T (w, ', h) = ([h2A, x1]ug, e~ @D vy, [R2A, xo)eth™ @)y, (1.2.42)

ou vy est solution de (P_y — Zg)vg = 0.
Supposons que w’ est entrante. Soit W comme dans la définition 1.2.6 et soit Ry > 0 tel que
supp(x}) C {2Ro < |z| < 3Ro}. Soit w € Sa,(1) telle que suppw C p~([Eg — €, Eg +€]) N {% €

WIN{Ry < |z| < 4Rg} et w = 1 sur p~([Ey —€/2, Eg +¢/2)) ﬂ{‘% e WIN{2Ry < |z| < 3Ry}
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ouw € W' CcC W. Comme w’ est entrante et supp(w) est compact, alors il existe 7' > 0 tel que
exp(—THy, )(supp(w)) est contenu dans un cone rentrant I' (R, €,0), o < 0. Or,

T7(w,w's h) = (WA, x2] Opy (g, e ) (v, [P, xale™™ @) + O(h) Ty
(1.2.43)
et on déduit donc du Théoreme 1.2.2 que

T (w,w'; h) = O(h™) ||| (1.2.44)

Remarque 1.2.8 Dans le cas général ou V est a courte portée, la formule (1.2.42) n’est plus
valable et il faut utiliser une formule de représentation de la matrice de diffusion due a Isozaki
et Kitada.

1.2.3 Estimation des projecteurs spectraux

Pour étre completes, les estimations microlocales des états résonnants que nous avons données
nécessitent une estimation a priori des projecteurs spectraux Ily. En effet, contrairement au cas
d’un opérateur autoadjoint, les projecteurs spectraux ne sont pas nécessairement de norme 1.
Leur norme dépend donc de h et rien n’assure a priori qu’elle reste contrélée. On donne dans
cette partie quelques exemples ou c’est le cas.

Cas de résonances a distance h™M

On consideére ici le cas ou zy est une résonance de P(h) proche de l'axe réel et isolée des
autres résonances.

Proposition 1.2.9 Soient V € Cg°(R"), Eg > 0 et C > 0. Il existe M; > 0 assez grand et
ho > 0 tels que : si zg est une résonance simple de P(h) vérifiant Res(P) N D(Eg, hMt) = {2}
et [Im zg| < ChM2 avec My > My + 2n + 2, alors

Mgl = O(1)
uniformément par rapport a h €]0, hy] et h/C < 6 < Chlog(1/h).

Preuve. Partant de la définition (1.2.9), il s’agit d’obtenir des estimations convenables de la
résolvante tordue (Py — z)~! sur le contour 9D C C. Le point de départ est le principe du
maximum semiclassique (c.f. [TZ98, TZ00], [Ste01]) dont on rappelle une version ici :

Lemme 1.2.10 [Stefanov] Soient k,n* > firés. Pour h €]0,1], soient a(h) < b(h). Supposons
que F(z,h) est une fonction holomorphe de la variable z dans un voisinage de

Q(R) = [a(h) — 5w(h), b(h) + 5w(h)] + i[—S_(R), S4 (R)h~""=¢, (1.2.45)

avec 0 < S_(h) < Si(h) < w(h)h%"ﬁwe, e >0 et w(h) — 0 lorsque h — 0. Supposons en outre
qu’il existe une fonction h— M(h) telle que limj,_,o M (h) = 400 et telle que F(z,h) vérifie les
inégalités suivantes :

_nt
|F(z,h)] < CeCP " M) gy Q(h)

(1.2.46)
|F'(z,h)| < M(h) sur [a(h) — bw(h),b(h) + bw(h)] —iS_(h).

Alors, il existe hg > 0 tel que pour tout h €]0, hy|, on a

|F(z,h)] < 263M(h), Vz € [a(h) — w(h),b(h) + w(h)] +i[-S_(h), Sy (R)h"™ . (1.2.47)
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Afin d’appliquer ce lemme, on a besoin d’estimations exponentielles de la résolvante dans le
plan complexe. On utilise pour cela une légere modification d’un Lemme de Tang et Zworski
[TZ98, TZ00] au cas ou l'angle de la dilatation dépend de h.

Lemme 1.2.11 Soit C > 0. Supposons que h/C < § < Chlog(1/h) et soit & C C un domaine
simplement conneze et relativement compact. Pour E € [Ey — €, Ey + €], on note Qy = E + 64).
Soit g(h) une fonction strictement positive telle que g(h) < 0. Alors, il existe Co > 0 tel que

—n 2]
VzeQy\ U DGa), I(P—2)7 < O, " o8 5Ty
szReS(P)ﬂQG

Preuve. Voir [BM04] O

Considérons maintenant la fonction F(z,h) = z:zggz; (Pp — 2)~1 on Z9(h) = Zo(h) + 2ihMz.
C’est une fonction holomorphe sur

Q(h) = {z € C; |Rez — Rezy| < 2pM1 —pM171=2 < Im » < pM1},

De plus, en suivant la preuve de la Proposition 3.1 de [Ste03] avec 6y = hln(1/h), on peut

montrer que

2
P —2) Y < = 1.2.48
Iy =27l < 1 (1.2.48)

pour tout z vérifiant Imz > 2¢=*""*, ce qui implique |F(z,h)| < Ch~™1 sur Imz = R, Par

ailleurs, on déduit du Lemme 1.2.11 que ||F(z, h)| < CeCh M gy Q(h). En combinant ces
deux estimations et le Lemme 1.2.10, on obtient

| F(z,h)|| < Ch~ sur Q(h),

avec Q(h) = {z € C; |Rez—Re 29| < hM1, —2n™1 < Im z < hM1}. En particulier, (2h) =M1 ||TIy|| <
‘ZTlg()'HH@H = ||F(20,h)| < Ch~M1 ce qui acheve la preuve. O

Estimations en dimension 1

Supposons que V' est un potentiel de courte portée, holomorphe dans le domaine {z €
C, |[Imz| < ¢(Rez)}. Supposons en outre, qu’il existe z. € R tel que V' a un maximum non
dégénéré V(xz.) = Ey. Pour 6 > 0, notons Qp, 5 = D(Ejp, ). Il suit des travaux de Fujié-Ramond
[FRI8| que pour tout € > 0, les résonance de P(h) dans Qp,  sont de la forme

So — (2§ + 1)mh + ih In(2)

K In(h) +O(h/In(h)?), (1.2.49)

Zj:E0+

ol j € Z et Sy, K sont des constantes fixes. Pour j € Z, on note Ily ; le projecteur associé a la
résonance z;.

Proposition 1.2.12 Soit j € Z. 1l existe hg > 0 et No > 0 tels que pour tout N > Ny, il existe
M > 0 tel que
Yh €]0, hol, Mg ; = O(h™™M), (1.2.50)

avec § = Nh.
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Preuve. En utilisant la forme explicite des résonances, la preuve se ramene a montrer le lemme
général suivant :

Lemme 1.2.13 Supposons que P(h) est un opérateur différentiel sur R vérifiant les hypothéses
(1.2.4) a (1.2.8). Supposons que les points critiques de po(x,§) sur la surface d’énergie Ey sont
non-dégénérés. Alors, il existe Nog > 0, hg > 0 et €9 > 0 tels que pour tout N > Ny, € €]0, €], il
existe M > 0, tel que pour E € [Ey — €, Eg + €] et pour § = Nh on a

. _ 0
Vh €]0, ho, ||(Ps — 2) || = O(h™™) 11 L (1.2.51)
zj€Res(P)NQE 0 J
ol 2 € Qp g2 avec Qps = E + D(0,9).

Prewve du Lemme : 1l s’agit d’une adaptation du Lemme 1 de Tang et Zworski [TZ98] au
cas de domaines de taille variable avec h. On dilate ici d’'un angle 8§ = Nh avec N >> 1. En
utilisant les travaux de Bony [Bon01, Bon02], on construit un opérateur K tel que

n:=rang(K) = O(In(1/0))
K] =0(1) (1.2.52)
I(Py — 0K —2)~!| = O(1/6)

pour tout z tel que |Re(z) — E| < € et Im(z) > —ef, avec € > 0 petit. En posant un probléme
de Grushin convenable et en utilisant le fait que n = O(In(1/h)), on montre alors que

1Py — 2)7 1) = O(h=M)|det(E_ ()] (1.2.53)
ou E_(z) est une matrice nxn telle que les zéros de det(E_(z)) sont exactement les résonances

de P(h). On conclut alors en suivant les arguments de Sjostrand [Sjo97]. O

On conclut cette section en remarquant que les estimations du Lemme 1.2.13 ont de nom-
breuses applications. Par exemple, elles ont été utilisées par Bony et Héaffner [BHO8] dans I’étude
du propagateur pour ’équation des ondes en métrique de DeSitter-Schwartzchild. De telles es-
timations ont récemment été généralisées au cas de résonances engendrées par un maximum du
potentiel en dimension quelconque par Bony-Fujiié, Ramond et Zerzeri (c.f. [BFRZ], Théoreme
3.1).

1.3 Equation de Schrodinger avec champ magnétique

Nous décrivons ici les résultats obtenus dans [Mic05a] et [MicO5c] sur I’équation de Schrédin-
ger avec champ magnétique constant (voir aussi [MicO5b] pour une présentation synthétique).
Considérons I’équation de Schrodinger avec champ magnétique constant en dimension n > 3 :

ou H(b) = Hy(b) + b7V avec V € L>®(R™), v € {0,1} et

0 b\’ o b\’
Ho=(i—+= i— ——x | —A,.
Ici,r € R,y € R, z € R" 2 et A, est le I'opérateur de Laplace sur R?~2. On supposera que Une
partie des résultats présentés a été démontrée dans le cas plus général d’un champ magnétique
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de rang 2d avec d > 1 (c.f. [MicOba]), mais afin d’alléger I'exposé des résultats, on suppose ici
d = 1. Dans toute la suite, on notera X = (z,y,2) = (2/,2) € R" avec 2’ = (z,y) € R2. Si le
potentiel V' satisfait des hypotheses convenables, il est bien connu (c.f. [AHS78]) que I'opérateur
de Scattering S = S(b) : L?(R™) — L?(R™) associé & la paire (Hp, H) est bien défini. On cherche
ici & décrire le comportement de S(b) lorsque le parametre b tend vers l'infini. Selon la valeur de
v =0 ou 1, le régime considéré sera du type "hautes énergies” ou du type semiclassique. Dans
tous les cas, la premieére étape dans l’analyse de S(b), consiste & définir une notion d’amplitude
de diffusion et & en donner une formule en fonction de la résolvante (dans l'esprit de 1.2.1). Pour
a € R, on note

Lamg = {v:R" =R, ()% € L=(R")} (1.3.1)
et

L2, = {v:R" = R, ()% € L}R")} (1.3.2)
On notera [[u| g, = [[(2)*ul|peomn) et [lul[zz . = [(2)*ull2(mn) les normes naturelles sur ces

espaces. Dans toute la suite, on supposera que V satisfait I'hypothese suivante :

Hypothese 1 I existe a > 1, V™ € LS

a7mg

(R"=2) et W € L

a7mg

(R™) tels que

Viz,y,z) =V>=(z) + W(z,y,2)
V=20 (1.3.3)
limsup W(X) = 0.

| X |—o0

Sous cette hypothese, l'opérateur de multiplication par V est Hg-borné de borne relative
égale & 0. Par suite, H est autoadjoint avec domaine D(Hp) = {u € L?, Hyu € L?}( c.f. [RDO1],
[AHS78]). De plus l'opérateur de diffusion associé a la paire (Ho,Ho+V') est bien défini (c.f.
Théoreme 4.1 de [AHST78]) et la matrice de diffusion peut étre définie via la représentation
spectrale de Hy. Plus précisément, notons

- o b\ 9 b\’
Hy=(i—+ = — — — 1.3.4
0 <zax+2y> + <Z(9y 2x> ( )
Popérateur de Schrodinger avec champ magnétique constant sur L?(R?). 11 est bien connu que
le spectre de Hy est purement ponctuel (c.f. [AHS78], [RDO01]) et donné par la suite des niveaux

de Landau L = o(Hp) = app(ﬁo) = {bA;, ¢ € N*}, ou A; = 2¢ — 1, Vg € N*. On note
I, : L*(R?) — L*(R?) le projecteur sur le sous espace propre associé a bA,, et I'on définit

Ly(R2™%) = {f € D'(RI7?); (2)*f € L*(R17%)}

ot (z) = (14 |2*)'/2. On note H Pespace défini par H = C? sin =3 et H = L*(S"?%) sin > 4.
Pour E > 0, on introduit I'application Fo(E) : L2(R?~2) — ‘H définie par

Fo(E)p = Ez/_; < /]R e VEZ o(2)dz, /R ei\/ﬁzgp(z)dz>

sin=3et



sin > 4. Pour £ > bA; = b, on introduit
22 2 (Rr—2
®.7:0 — bAq)gp

|/\M

et en toute dimension, on définit
F: L*(R") — L*(Jb, +oc[, L*(R*, H), dE)

par Fo(E) = Fo(E)p. Pour ¢ € L?*(R"), Fo(FE)p a un sens en tant que fonction L? de la
variable E. L’opérateur F est un isomorphisme unitaire et

e FHyF* est I'opérateur de multiplication par E sur L?(]b, +oo[, L2(R2, H), dE)
e pour tout ¢t > 0, FS(b)F* et e HoF" commutent.

En invoquant a nouveau le Théoréeme XIII.84 de [RS78], on montre qu’il existe une fonction
E s S(E,b) appartenant & L>(]b, +ool, L(L?(R?), H)) telle que

Vo € LX(R"), (FS(b)p)(E) = S(E,b)(Fo)(E).

Pour E > 0, S(E,b) est appelée matrice de diffusion. Dans le cas n = 3 c’est effectivement une
matrice dont les coefficients sont des opérateurs bornés sur L2(R?). Sin > 4, c’est un opérateur
sur L?(R? x S"73).

Nous aimerions conclure cette section en soulignant qu’il y existe tres peu de travaux sur
I’amplitude de diffusion en présence de champ magnétique fort. Dans le cas ou le potentiel
magnétique A(x) est de longue portée, il existe des travaux de Nicoleau décrivant 'amplitude
de diffusion & haute énergie [Nic97].

Dans le cas d’'un champ magnétique constant, les seuls travaux sont a notre connaissance
ceux de Kostrykin-Kvitsinsky-Merkuriev [KKM95]. Dans cet article les auteurs étudient des
amplitudes de diffusion partielles prés des niveaux de Landau (b étant fixé) sous des hypotheses
de symétrie sur le potentiel V.

Enfin, nous aimerions mentionner les travaux récents travaux de Bony, Bruneau, Dimassi,
Petkov, Pusnhnitky, Raikov (c.f. [BBRO7|, [BPR04], [BR04] [BD07]) autour de la fonction de
décalage spectral et de la théorie des résonances.

1.3.1 Principe d’absorption limite et représentation de la matrice de diffusion

Le premier résultat démontré dans [MicO5a] donne une formule explicite de la matrice de
diffusion en terme de fonctions propres généralisées. Etant donnés deux espaces de Banach
B, Bs, on notera L(Bj, By) 'espace des opérateurs linéaires bornés de By dans Bs. Lorsque
B; = B on note simplement £(By).

Théoréme 1.3.1 Supposons que l'hypothése 1 est satisfaite et notons o,,(H) le spectre ponctuel
de H. Alors, pour tout E €]bAy, +oo[\(LU opy(H)), on a

S(E,b) — Id = =2ird" Fo(E)V(X)Fo(E)* + QinQVfO(E)V(X)R(E +i0)V(X)Fo(E)*, (1.3.5)
ou la limite

R(E +i0) = lim (H—FE — i)'
p—07F

existe dans l’espace L(L? . (R™), L? (R™)) pour o > 1/2.

a,mg —a,mg
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Remarque 1.3.2 Supposons qu’il existe R > 0 tel que pour tout z € R"~2 wérifiant |z| > R
on ait V(.,z) = 0. Soient x1,x2 € CS(R"2) égale a 1 sur B(0, R) et telles que x1 = 1 sur le
support de xs. En faisant quelques intégrations par parties, on déduit facilement du théoréme
1.3.1, la formule de représentation suivante :

S(E,b) = =2inFo(E)[A, x1]R(E + i0)[A., x2] Fo(E)* (1.3.6)
A partir de ces formules, un calcul direct permet d’obtenir le résultat suivant :
Corollaire 1.3.3 Pour E €]bAy, +oo[\(L U op,(H)), T(E,b) := S(E,b) — Id posséde un noyau
(w,w') € 8773 x §"3 = T(w,w', E,b) € L(L*(R?))

qui est régulier sur S™3 x S"73. On appellera ce noyau amplitude de diffusion de la paire
(Ho,H).

Donnons rapidement les idées de la preuve du Théoreme 1.3.1. Ici, le parametre b est fixé.
On le supposera donc égal a 1 afin d’alléger les notations. Notons aEO : LA (R"2) — L2(R"2) 1a

résolution spectrale du Laplacien —A, sur R”~2. Alors la resolutlon spectrale de Hy est donnée
par

E E
a 0 ZH ®a O(A—Ay) (1.3.7)

Par ailleurs, il est bien connu que a;;\o = .7?0()\)*.7-"0()\), de sorte que

% = Fo(\)* Fo(\) (1.3.8)

Pour A € C\ R, on note Ry(A\) = (Hg—A)"! et R(A) = (H—X)"1. On note 0,,(H) le spectre
ponctuel de H. Le point clef de la preuve est 'obtention d’un principe d’absorption limite (on
introduit & nouveau le parametre b afin de disposer d'un énoncé utilisable par la suite) :

Proposition 1.3.4 Les assertions suivantes sont vraies :

i) Supposons que X\ €]bA1,+oo[\L et soit « > 1/2 , alors la limite suivante existe dans
Vespace des opérateurs bornés L(L2 ,,(R"), L? (R™))

—a,mg

Ro(A£1i0) = hI(I]l Ro(X £ip) (1.3.9)
u—

ii) Supposons que U'hypothése 1 est vérifiée et que X €]bAy, +o00[\(L U (opp(H)), alors a limite
suivante existe dans lespace L(L2 . (R™), L? (R™)) pour tout o > 1/2

a,mg —a,mg
R(A£10) = 1im+ R(\ % ip) (1.3.10)
pu—0
Preuve de la proposition On prend b = 1. La preuve de i) est une conséquence directe de

propriétés similaires pour le Laplacien libre. Afin de démontrer ii), on introduit pour A, u € R,

w > 0 la résolvante
Roo(A+ip) = (Ho + V> — (A +ip)) "

Comme V> commute avec les projecteurs Il;, on a

Roo(Atip) = Y Ty @ (—A, + V> — (A ip— bAg)) ™
qeN*

= Z I, @ (—A. + V= — (A+ip—bAy)) "  + WA+ ip). (1.3.11)
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Comme V> >0, on a |[W(Axiu) — WA xip)||r2r2 < Clp — /| Par ailleurs, comme V'
est positif et de courte portée, alors op,(—A, + V) = () et 'on déduit du principe d’absorption
limite pour le Laplacien que

Roo(A£0) = lim Rc(X +ip) (1.3.12)
M—)

existe dans £(LZ, ,,,(R™), (L?,, ,,,(R™)) pour tout a > 1/2.

Pour Im A > 0 on écrit ensuite R(\) = Roo(A\)(Id + W R4 ()))~!. D’apres le Théoréme de
Fredholm analytique, il suffit de monter que pour tout ImA > 0,\ ¢ L, I'opérateur K(\) =
W R (X) est compact de L7 ,,,,(R") dans L2, (R") pour un certain a > 1/2.

On écrit, K(A\) = WRo(N)(Id + VOORO()\))*{ Or, le principe d’absorption limite pour R
montre que (Id + V> Ry(\))~! peut étre prolongé & {Im A > 0} U (JA1, co[\LL) en un opérateur
borné de Lavmg(]R") dans Li’mg(R"), pourvu que « soit proche de 1/2. Par suite, il reste juste
a montrer que 'opérateur W Ro(\) est compact de L7 ,,,(R") dans L2, (R"). Ceci découle
directement de l'inégalité diamagnétique (c.f. [AHS78]) et des injections de Sobolev. O
Revenons maintenant a la preuve du Théoreme.

Une fois établi le principe d’absorption limite, la formule (1.3.5) s’obtient de fagon quasi
automatique. On rappelle brievement les grandes lignes de la preuve. En utilisant & nouveau la

théorie spectrale du Laplacien libre, on montre que pour tout A €]bA1, 00[\L, on a
Ro()\ + iO) - RQ()\ — iO) = 2iﬂf0(A)*f0(A) (1.3.13)

Par ailleurs, si 'on note Wy les opérateurs d’onde pour la paire (Hp,H) et S la matrice de

diffusion, on a
+00

(8= 1d)f.g) == [ (Ve W g
L (1.3.14)
Wy —1Id=i / el Hye=iotHo gy
0

En combinant ces expressions avec l'identité eifo = [ Xf e Fo(N)* Fo(A)dA et en travaillant
comme dans [IK85], on obtient le résultat annoncé.

Nous allons maintenant étudier le comportement de la matrice de diffusion lorsque b tend
vers l'infini. Dans un premier temps on s’intéressera au cas ou le champ magnétique domine le
potentiel électrique et on supposera v = 0. On considérera ensuite le cas v = 1, qui décrit la
situation d’un champ magnétique et d’un potentiel électrique de méme intensité.

1.3.2 Asymptotiques lorsque le champ magnétique domine le potentiel électrique

Dans toute cette section, on suppose que v = 0. Pour V € S'(R"), on notera V7 la trans-
formée de Fourier partielle dans la variable z € R"~2 de V. On introduit deux nouvelles hy-
potheses sur le potentiel V.

o0

pomg(R™) pour un certain p > mn —2 et V* e

Hypotheése 2 On suppose que le potentiel V € L
LSS, (R™) pour un certain r > 0.

T7mg
Hypothése 3 On suppose que VZ € CY(R™) et que supycgn |[VxV*(X)| < 0.
Dans la suite, on notera L = b~ 'L = 2N + 1.

Théoreme 1.3.5 Supposons que les hypotheses 1 et 2 sont satisfaites.
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i) Soit ¢ € N* et X = A(b) €]bAy,,bAy4+1]. On note § = dist(\,L), B, = E4(\b) =
(A= bAq)% et on suppose que § > ||V||Lss, . Alors, il existe C > 0 tel que

. q1
sup  ||T(w,w', A\ b) + =——— E" 4H VE (x,y, Eq(w — WDy |22
wyw! €Sn—3 2(%)" ! Z ! (1.3.15)

n—4— mm(l T)

< (06

ii) On suppose en plus que I’hypothése 3 est vérifiée. Soit € €|Aq, oo[\]I: et A C R un intervalle
borné. Alors, il existe C' > 0 tel que pour b assez grand on ait
b n—4)/

sup | T(w,w’, Eb+ A\, b) + = PYE v By~ 4VZ (x,y, By(w —WI))ﬁqHL?HL?
w,w'eS"—3 AeA Ag<€

n—4—min(1,r)

<Cb 2

(1.3.16)
avec By = (€ — Aq)%.

On peut aussi utiliser la formule de représentation du Théoreme 1.3.1 pour étudier la phase
de diffusion s(\, b) associée a la paire (Hy, H). Rappelons brievement sa construction. Supposons
que lopérateur T'(A,b) = S(A,b) — Id est de classe trace. Alors, le déterminant det(I + T'(\,b))
est bien défini. De plus, S(A, b) étant unitaire, ¢’est un nombre complexe de module 1. La phase
de diffusion s(A,b) est le nombre réel défini modulo 1 par

det(S(A, b)) = e~ 2ims(A0) (1.3.17)

Supposons maintenant que pour b assez grand, on a ||T'(\,b)|| < ¢ < 1 uniformément par
rapport a A. Alors, la phase de diffusion peut étre définie de fagon unique par le procédé suivant.
Considérons la fonction f : [0,1] — C définie par

f(0) = det(Id + oT(\b)), Yo € [0, 1] (1.3.18)

Comme ||T|| < 1, alors Id + oT est inversible et la fonction f ne s’annule pas. Par suite, la
fonction In(f) telle que In(f)(0) = 0 est uniquement déterminée, de sorte que s(\,b) = In(f(1))
est bien définie. De plus, par construction, on a :

1 1
2irs(\,b) = /0 % In(det(Id + oT' (A, b))do = /0 tr(T(\,b)(Id + oT (N, b)) tdo.  (1.3.19)
Cette formule nous servira dans ’étude asymptotique b — oo de la phase de diffusion. Avant
d’énoncer notre résultat, rappelons le lien entre la phase de diffusion et la fonction de décalage
spectral £(A,b). Supposons que la différence (H + Ag)™7 — (Ho + Ao)~” est de classe trace pour
des Ag,7v0 > 0 assez grands. Alors, la fonction de décalage spectral peut étre définie comme
I'unique distribution (en A) telle que

(€(.0), fo,p = tr(f(H) — f(Ho)) (1.3.20)

et £&(A\,b) = 0 sous le spectre essentiel de H. De plus, on sait d’apres la théorie de Birman-
Krein que det(S(\, b)) = e 2D de sorte qu’il existe une fonction ¢(\,b) & valeurs dans 7Z
telle que £ = s + ¢. Dans [BPRO04|, Bruneau, Pushnitsky et Raikov ont étudié le comportement
asymptotique de la fonction de décalage spectral. Le théoreme suivant généralise leurs résultats.
De plus, la méthode employée est completement différente puisque nous passons par la matrice
de diffusion.
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Théoréme 1.3.6 Supposons que I’hypothése 1 est satisfaite et que V € L'(R™). Soient £ €

JA1,00[\L et A un intervalle borné de R. Pour b assez grand, on a supyea | T(Eb+ V)| < Ch 2

et
n—2 mes(S"3) n—3

sup [s(Eb+ A\, b)+b 2 ————2 ﬁ”—?’/ V(z)dz|=00b ). 1.3.21
AeA| ( ) 2(2m) A;g ¢ (z)dz| (bz) ( )

Si l'on fait des hypotheses supplémentaires sur le potentiel V', on peut montrer que la phase
de diffusion possede un développement asymptotique complet. Dans le théoreme suivant, on se
limite au cas de la dimension n = 3 et 'on suppose que le potentiel V' est a décroissance rapide
ainsi que ses dérivées.

Théoréme 1.3.7 Supposons que V € S(R?). Soit £ €]Ay,00[\LL et A un intervalle borné de R.

Il existe une suite de coefficients (a;(X, E,b))jen telle que pour b assez grand, on ait :

sup [s(Eb+ A,b) — b2 Y aj(A,E,0)b 77| = O(b™). (1.3.22)
AEA -
7=0

De plus, les coefficients a; peuvent étre calculés. Si l'on pose v;(E) = ZAqgg(g - Aq)féfj, on
a:
&
wo(n£0) = -2 [ v
471'2 R3

ar(\, E,b) = 7116(7‘:“‘2) (2)\ /RS V(x)de —/RS V@)%)

(1.3.23)

Estimation de la résolvante

Le point clef des démonstrations des théoremes précédents est 'estimation des résolvantes

Ry et R.

Proposition 1.3.8 Soit a > % 1l existe des constantes Co,Cy > 0 telles que 'on ait les asser-
tions suivantes :

i) Supposons que X €]bA1,00[\LL, alors

Co

IRo £ 0Mlsz 12,0, < Gisrin, D172

(1.3.24)

i1) Supposons que U'hypothése 1 est vérifiée et que « 6]%, 2] . Soient A €]bAy, 00[\IL tel que
dist(A\, L) > Co||V||ree , alors X\ & opp(H) et

2a,mg

Cq

1RO+ Ozz, 12, 0y < Giariv )12

(1.3.25)

Preuve. Le point i) est une conséquence immédiate des estimations haute énergie bien connues
pour le Laplacien. Pour le point ii), il suffit d’écrire

R(\=£i0) = Ro(\ +40)(Id + V Ro(A +i0)) ! (1.3.26)

et d’utiliser I'estimation de Ry pour montrer que Id + V Ro(\ 4 i0) est inversible sur L2 U

a7mg
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Preuve du Théoréme 1.3.5

Soient q; € N* et A €]bAg,,bAg, +1[. En combinant le Théoreme 1.3.1 et ’hypothese 2, pour b
assez grand on peut écrire amplitude de diffusion T'(w,w’, A, b) sous la forme T = T} + Ty avec

Ty A B) = = s Z (B, E,) Y/, ( /. v<mf,z>eiEq<z,w'>z‘Ep<z,w>dz> i,
=1

(1.3.27)
et

, ] (n—4)/27 I N Eg (2 T v\ T
To(w,w' A\, b) = (277)" v Zl (EqEp) 1T, </R"2 V(' z)e'e uy(x ,z)dz> 11,

(1.3.28)
ot la fonction wu,, est donnée par u, = R(\ +i0)(VeFrt#)) et B, = (A — bAq)%. La Proposition
1.3.8 permet de montrer facilement que

1T (w0, &', A\ 0) 22y — 22y < CAV 750, 0718722 < 6=/ (1.3.29)
Par ailleurs, si p # ¢, 'hypothese VZe Ly,s permet de montrer facilement que
/R ) V(2! z)e a0 dy < OV e, 677/ (1.3.30)

En combinant ces deux estimations on obtient 'asymptotique (1.3.15).
Pour prouver (1.3.16), il suffit de remplacer A par £b+\ dans (1.3.15) et d’utiliser I’estimation
suivante due & Bruneau-Pusnitski-Raikov (Lemme 9.1 de [BPR04]) :

(1= TLg) V(. b2 By (w — )Ty [ 22y 2y < Cgb™ l/z;ulg (10: V()| +10,VZ(X)]) (1.3.31)
E n

Preuve des Théorémes 1.3.6 et 1.3.7

On commence par montrer que pour & ¢ L, Popérateur T(Eb+ A) est de classe trace et
satisfait des estimations convenables. On note S' I'espace des opérateurs de classe trace sur
R? x $"3 et ||.||; la norme trace correspondante. Comme & ¢ L, alors pour tout intervalle borné
A C R pour tout @ > 1/2 et pour b assez grand, on déduit de la Proposition 1.3.8 que

sup [|[R(Eb+ A+ i0)|| 2 g2 < Ch1/2 (1.3.32)

YN Tema

En utilisant I'identité (1.3.26), on peut développer la résolvante R en puissance de V Ry pour b
grand. En combinant ce développement avec le Théoreme 1.3.1, on montre que pour tout L € N,

T(Eb+ Ab) = Z > Tu(€b+ Ab) + O(|| Ty 11 (Eb + Ab)|1) (1.3.33)
1=0 AG<E

Ty 1(Eb+AD) = (—1)2in F, o(Eb + AD)(V(X)Ro(Eb + Ab)'V (X)Fy0(Eb+ Ab)*  (1.3.34)

et
Foo(E) =T, @ Fo(E —bA,), VE > bA, (1.3.35)

En utilisant la Proposition 1.3.8 et la forme explicite du noyau des opérateurs 11, on montre
le lemme suivant :
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Lemme 1.3.9 Supposons que V satisfait Uhypothése 1. Soit € €]Ay,00[\L et A C R un inter-
valle borné. Pour b assez grand, on a les estimations suivantes :

i) Pour tout e > 0

Sup || Ty (Eb + M) 12(R2 xs%) L2(R2x53) < Cb 477 (1.3.36)
AEA

ii) Supposons en plus que V € L*(R™). Pour b assez grand, T(Eb+ \b) et T, ;(Eb+ Ab) sont
de classe trace et

n—2—1

sup || T, (Eb+ Ab)|1 < Cb , sup [|[T(Eb+ Ab)|1 < ch'T (1.3.37)
AEA AEA

En combinant ce lemme, la formule (1.3.19) et 'orthogonalité des projecteurs ﬁq, on obtient

Ag<E k=0 k+1

N k+1
1) n—3— N3
2ims(Eb+ Ab) = ZZ( tr(Z l€b+)\b> FOMBTET b ) (1.3.38)

T

La fin de la preuve consiste a calculer directement la trace de produits T, ;, T, a,l, & partir

d’une formule explicite pour le noyau des opérateurs Ty ;.

,l2..

1.3.3 Asymptotiques lorsque le champ magnétique et le potentiel électrique
sont de méme ordre de grandeur

Les résultats présentés ici ont été publiés dans [MicO5b]. On s’intéresse au cas ou le champ
magnétique et le potentiel électrique sont d’intensité comparable. On suppose donc que v =1
de sorte que I'Hamiltonien H (b) est donné par H(b) = Hy(b) + bV avec

9 b\ 9 b\

Dans toute la suite, on supposera que V peut s’écrire sous la forme
V(z,y,z) = V() + W(z,y,w), Yo,y € R, z € R"2 (1.3.39)

avec V> € CP(R"2), W € C§°(R™) et Vo, W > 0.
Sous ces hypothéses, on a vu que 'opérateur de diffusion S(E,b) est défini pour tout F €
1A, 00[\(L U opp(H(b))). De plus, d’apres le Théoreme 1.3.1, pour de telles énergies, on a

T(E, b) = S(E, b) —Id = —Qiﬂfo(E)[Az,Xl]R(E + iO)[AZ, XQ]]:()(E)* (1.3.40)

ou x1,x2 € C§° (R™=2) vérifient V' < x1 < x2. Dans le cas n = 3 c’est effectivement une matrice
dont les coefficients sont des opérateurs bornés sur L2(R?). Si n > 4, c’est un opérateur sur
L?(R? x S"73) qui posséde un noyau

(w, ) € 8" 3 x §"3 s T(w,w', E,b) € E(LQ(R%y))

qui est régulier par rapport a (w,w’).

Le but de notre étude est de décrire le comportement de T'(w,w’, Ab, b) lorsque b — oo, le
niveau d’énergie \ étant fixé dans JA1, oo[\LL. En particulier la distance entre le niveau d’énergie
Ab et les niveaux de Landau bA, tend vers 'infini. Cependant, en raison du facteur b devant le
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potentiel V| 'opérateur bV Ry(A\b,b) n’est pas petit lorsque b tend vers 'infini. On n’est donc
plus dans un régime "haute énergie” mais dans un régime ”semiclassique” comme on le verra
plus loin.

Il est tres instructif de commencer par examiner le cas élémentaire suivant. Supposons que
le potentiel V' ne dépend que de z (i.e. W = 0). Alors 'opérateur de multiplication par V et les
projecteurs ﬁq commutent. Dans ce cas, en posant h = b~ /2, on déduit de la formule (1.3.40)
et de la définition de Fy(FE) que

V(z,y,z) = Vo(2) + W(z,y,w), Yo,y € R, z € R" 2 (1.3.41)
avec V € Cg°(R"™2),W € C§°(R") et V=, W > 0.

V(z,y,2z) = V(2) + W(z,y,w), Yo,y € R, z € R"2 (1.3.42)
avec V € Cg°(R"™2), W € C§°(R") et V=, W > 0.

T(w,w' Ab,b) = Y Tp(w,w', A= Ag, W),
Ag<A

ot Tr(w,w', E, h) est Pamplitude de diffusion pour la paire (—h?A,, —h2A, + V(2)) & 'énergie
E.

Par ailleurs, il est bien connu depuis les travaux de Vainberg [Vai77] et Robert-Tamura [RT89]
que le comportement de 'amplitude de diffusion au niveau d’énergie E' dépend (dans la limite
semiclassique h — 0) de la nature des trajectoires classiques du flot Hamiltonien associé sur la
surface d’énergie E. Lorsque I’énergie E est non-captive, le comportement de T (w,w’, E, h) est
décrit par le Théoreme 1.1.2. Lorsqu’il existe des trajectoires captées sur la surface d’énergie
E, la description de 'amplitude de diffusion est possible (c.f. par exemple [Mic05a], [ABROS],
[LBM99]) mais plus compliquée. Ceci nous conduira donc & faire une hypothese de non capture
pour les niveaux d’énergie A — A,.

Revenons au cas général out W n’est pas nécessairement nul. A partir de maintenant, on sup-
pose que A €]Ay,, Ag+1] pour un certain gy € N*. Pour (z,y) € R?, on introduit le symbole (en
la variable (z,€)) psy(2,8) = E+V(z,y,2), V(2,£) € T*R" % et I'on note t — exp(tHp, ,)(z,&)
la solution du systeme Hamiltonien

Z =27 7*=-V.V(z,y,2) (1.3.43)

avec donnée initiale (z,£) en t = 0. Dans toute la suite, on note A\; = A —A,. On fera I'hypothese
de non-capture suivante :

Hypothése 4 Pour tout g =1,...,qo et pour tout (z,y) € R?,

hm |exp(thz,y)(Z’£)| = +OO

[t| =00
quelgue soit (z,€) € T*R"™2 vérifiant €2 + V (z,y,2) = A — A,.

Il est important de remarquer que siles Ay, ¢ = 1,.. ., go sont non captifs pour le symbole § 24
V(z) au sens de [RT89] et si W, VW sont suffisamment petits en norme C° alors I'hypothese 4
est vérifiée. D’autre part, si I'on suppose que V> est identiquement nul, c’est a dire V- € Cg°(R"),
alors I'hypothese 4 ne peut étre satisfaite que si supgn |V] < Ag. C'est pour éviter ce genre
de restrictions que nous étudions des perturbations de potentiels dépendant uniquement de la
variable z.
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Commencons par regarder la dimension n = 3. Dans ce cas la structure des trajectoires
classiques est assez simple et I’hypothése précédente est suffisante pour énoncer un théoreme.

Notons
[ Si(E.b) Si(E,b)
s = outnn sy )

la matrice de diffusion en dimension 3, avec S;;(E,b) € L(L*(R)). Il est bien connu que
S11(E,b) = Saa(E,b) de sorte qu'il suffit d’étudier Sq1, Stz et Sa1. Les niveaux d’énergie captifs
en dimension 1 sont décrits dans les travaux de Knauf [Kna99], et 'on déduit de I’hypothese 4,
qu’il existe g1 € {1,...,q0 + 1} tel que :

e pour tout ¢ € {1,...,q1 — 1} et pour tout (z,y) € R% \; > sup,cp V(z,y, 2)

e pour tout q € {q1,...,q0} et pour tout (z,y) € R?, I'équation V(z,y, z) = A\, a exactement
deux solutions ag(x,y) < By(x,y) et ces solutions ne sont pas des points critiques.

On remarquera que les fonctions a4 et 8, dépendent de maniere réguliere de la variable (z,y)
et sont indépendantes de (x,y) lorsque |(x,y)| >> 1 (les supports de V>°, W étant compact.)

Théoreme 1.3.10 Supposons que n = 3 et que l’hypothese 4 est vérifiée. Il existe des symboles
Sd.q>Td,qs Sa,q> Ta,q» Se,q> Te,q appartenant a la classe Si1 (R%,b~1) tels que :
2

— les coefficients diagonauz de S(Ab,b) vérifient les asymptotiques suivantes :

q—1
S11(Ab,b) = > 8§ (A y/2—b ' Dy, x/2 — b7 D), + O(b~)
q=1

dans L(L*(R?)), avec
+00
saq(\ys1) = exp(ib'/? / A=V (n,9,2) = /Agd2) + 07 Pra g (A y,m).
— les coefficients anti-diagonauz vérifient

q0
So1(Ab,b) = > st (A y/2 = b Dy, /2 — b7 Dy)TT, + O(b~)

q9=q1

dans L(L*(R?)), avec

aq(n,y)
Saq( Ny ) = i exp(2ib' /% (/Ngaq(n,y) + / VA= V(g 2) = /Ad2))

+ b_l/zra,q()‘, Y, 77)

et
q0

S12(Ab,b) = Y ¥ (A, y/2 = b Dy, w/2 — b D), + O(b™)

q=q1

dans L(L*(R?)), avec
+oo
Seahvym) = Texp(2ib (/X8 (n.0) - [ VPO - )
q\"Y
+ bil/27°e,q()‘7 Y, 77)
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Les résultats précédents sont valables sous I’hypothese que les A, sont non-captifs. Une
généralisation au cas d’énergies captive devrait étre possible en utilisant les travaux de Ramond
[Ram96].

Passons maintenant au cas de la dimension n > 4. Nous avons besoin d’une hypothese
supplémentaire sur le flot classique qui joue le rdle de ’hypothese 7w’ réguliere pour (\,w)” dans
le théoreme 1.1.2. Soient w et ' fixés dans S" 3 et tels que w # «’. On note Y, I'’hyperplan
de R"~2 orthogonal & w. On note Z = (21,...,2,_3) un systéme de coordonnées dans Y, et
2 = Z+ 0w € R" 2. Comme le potentiel V est & support compact dans la variable z, il existe un
compact hors duquel les solutions de (1.3.43) sont des droites. De plus, on voit facilement que
pour tout ¢ = 1,...,qo, Z € Ty, il existe une unique solution (Z, « (t, 2, ¥, Z,w), Z; _(t,7,y,%,w))
de (1.3.43) telle que pour —t > 0 assez grand, on ait

Zq,OO(t, Y, Z,w) =/ Agwt + 2.

On remarque au passage que Z; « et Z, ,, dépendent de (r,y). En absence d’ambiguité, on ne
notera pas cette dépendance afin d’alléger les notations.

Sous I'hypothese 4, on peut préciser le comportement de ces particules lorsque ¢t — +o0.
En effet, le support de V' étant compact par rapport a z, il existe 6, o (x,y,2,w) € 873 et
Tq.00(T,y, Z,w) € R"™2 tels que pour ¢ > 0 assez grand

Zgoo(t,z,y,Z,w) = 2\/)\_,19(1’00(1', Y, Z,w)t + rgo0(T,y, Z,w) (1.3.44)
Z ooty ,y,2,w) = \/Agfg 00 (2, Y, 2, w). (1.3.45)

Pour z € T, on définit la densité angulaire par
0q(x,y,Z) = | det(0g,00, 0z, 09,00, - - - Oz_30g,00)| (1.3.46)
On introduit 'hypothése suivante :

Hypothése 5 On suppose que pour tout ¢ € {1,...,q0}, (x,y) € R? et 2 € Y, vérifiant
Ogoo(x,y,2) =W, on a d4(x,y,2) # 0.

Lorsque cette hypotheése est vérifiée, on dit que w’ est réguliere par rapport a (\,w).

On remarque a nouveau que si W et VW sont assez petits (en nome L), 'hypothese 5 est
satisfaite des lors que ¢ € {1,...,qo}, w’ est régulier (au sens de la définition 1.1.1) pour tous
les couples (A, w) et pour le symbole £2 + V°(z).

Supposons que la direction w’ est réguliere par rapport & w. Pour tout ¢ € {1,...,q9} et
(z,y) € R? fixés, on déduit du théoreme des fonctions implicites qu'il existe I, = I,(z,y) € N et
Za (2, y)s - Zqu, (2,y) € Ty tels que

Ogoo(®,y,2) =0 <= 2z € {Z,1,... s Zqlg -

Comme W est a support compact, on peut utiliser le théoreme d’inversion local comme dans
la Proposition A.1 de [Mic02], pour montrer que la fonction (z,y) +— l4(x,y) est constante
sur R2. De plus, en utilisant le théoreme d’inversion locale et en choisissant convenablement
la numérotation, on montre que les fonctions (z,y) — Z,;(z,y) sont de classe C°°. Enfin,
comme W est a support compact, ces fonctions sont constantes a 'infini et par conséquent elles
appartiennent a la classe S°(R?).
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Théoréme 1.3.11 Supposons que n > 4 et que les directions (w,w') € S 3 x S"3 avec w # W'
vérifient les hypothéses 4 et 5. Alors A\b ¢ o,,(H(b)) et il existe une suite Ty ;(w,w’, A\, b,.,.),q =
1,...,q0, j € N de symboles appartenant a la classe S1(R? b~1) telle que pour tout N € N,

2

T(w,w', Ab,b) = b"T" iA”T_ST (w,w', Ab, b)TT, + O(B"T )
) ’ ) - q q\* ’ ’ q
q=1

dans L(L*(R?)), avec
N .
Tq(wyw,, )\b, b) = Z b_]/QTq’u’}](w’ w/’ )\, b’ y/2 _ b—le’ 37/2 + b_lDy)
7=0
De plus,
lq
o Z - ib'/? —iflg | T
Tyo(w,w', A b,y.m) = e(n) Y 54(n,y, Zga(n,y)) /2 Sarlwm=ikain/2
=1
ol e(n) = Leln=3m/4 (o)~ (n=3)/2]

—+00 9
Sq1(y,1) = / (122 (11, Zga (0, ),)|

= V(0,4 Zgoo(t,1,y, Zq0 (10, 9), w)) — A+ Ng)dt
- rq700(777 Y, Z~q,l(777 y), w)

et gy est lindice de Maslov de la trajectoire (Zy o0, Zy 5)(t:1,Y; Zq1(0,y),w) sur la variété
Lagrangienne

{(Zﬁg) € T*Rn72 | z = Zq,OO(t?naya Z,W),f = Z;,oo(t?naya Za(“)))2 € TQ? te R}

En outre, g ne dépend pas de (y,n).

On remarque qu’en vertu de la forme spéciale des symboles, les opérateurs 7Ty et ﬁq ci-dessus
commutent. Ce sera encore plus évident au cours de la démonstration, quand apres transforma-
tions unitaires, ils agiront sur des variables séparées.

Ce résultat doit étre comparé aux résultats obtenus par Vainberg [Vai77] et Robert-Tamura
[RT89] sur I’équation de Schrodinger sans champ magnétique dans la limite semiclassique. Dans
leur situation, la seule variable est z et 'amplitude de diffusion est une fonction dont le terme
principal (quand h — 0) est donné par la dynamique Hamiltonienne (cf Théoreme 1.1.2) . Ici, on
montre que I'amplitude de diffusion est un opérateur pseudo-différentiel dans la variable (z,y)
dont le terme principal est donné par la quantification magnétique (dans la variable (z,y))
du terme dominant de Vainberg, Robert-Tamura pour le potentiel z — V(z,y, z). Dans le cas
V = V>(z), ceci est en accord avec la discussion précédent le Théoreme 1.3.10.

Passons maintenant a la démonstration des théoréemes 1.3.10 et 1.3.11.
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Réduction 4 un Hamiltonien effectif

On rappelle que A est fixé dans un intervalle JAg,, Agy41], pour un certain gy € N*. Dans
cette section, on élimine la partie de I'opérateur correspondant a des énergies trop hautes en
considérant un probleme de Grushin convenable. On commence par rappeler que ﬁo est conjugué
a un oscillateur harmonique agissant dans la seule variable x. Ceci suggere une conjugaison
naturelle de 'opérateur H(b). Plus précisément, pour f € L?(R"), on définit

b3/4 ] .,
Uf(y,2) = o | e@us's) p(of o )daldy,
2 R2
avec op(z,y,2',y') = %xy +bY2(y —y)a' — bay'. Alors U est unitaire de L?(R") dans lui méme
et
UH(b) U* = —A, +bN, + bV (b D, + b~ V2D,,y — b~ %2, 2), (1.3.47)

ou N, = —% + 22 désigne l'oscillateur harmonique dans la variable z. De plus, U est en fait un
opérateur métaplectique associé a une transformation canonique x dont on calcule facilement
Iinverse.

Si on introduit le parametre semiclassique h = b~
I'infini, I’équation (1.3.47) s’écrit

1/2 > 0 qui tend vers 0 lorsque b tend vers

UH(®) U* = b(—h*A, + N, + V¥ (h®Dy + hD,,y — hz, 2)). (1.3.48)

et on note par ailleurs que cet opérateur a pour domaine D = D(N,) @ L*(R,) @ H?(R?~?),0l1
D(N,) désigne le domaine de l'oscillateur harmonique. Pour j € N, on note ¢; € L*(R,) la
j-eme fonction propre de l'oscillateur harmonique N.¢; = A;¢; telle que [¢;ll2m) = 1. On
définit R_ de LQ(RZ’zl)QO dans L%(R") par

R—((,Ol, . 7()0q0)(x7y7 Z) = Z ‘Pq(% z)qjq(x),
q=1

et R, de L?(R") sur L2(RZ;1)(]O par
R"'(b = (<¢7 ¢1>L2(Rx), ceey <¢, ¢QO>L2(R;C))-

On note I, = U* ﬁq ®1d, U le projecteur sur Vect(¢,) ®L2(]RZ;1), Im= 3021 I1, et II=1d-IL
On a alors
R.R_=1d and R_R, =1I (1.3.49)

Introduisons maintenant Fy, = {s € C,Ims > 0 et Res = A} et pour s € F,,, I'opérateur
P(s) : D x L2 (R 1% — L2(R") x D® défini par

P(s) = ( ﬁ(%_s Rof ) : (1.3.50)

avec P(h) = —h2A, + N, + V@ (h®Dy + hDy,y — hx, z) et D= L*(Ry, H*(R?~2)). Pour u € D

et v € D on pose

2 2

lullo = I Nzull L2@ny + Y 1(AD: Y ull 2ny et [lollg = D I (hD2) 0l o gp-)-
j=0 =0

On a alors la proposition suivante, dont la preuve est classique.
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Proposition 1.3.12 Pours € F,,, l'opérateur P(s) est inversible et son inverse £(s) : L*(R™)x
D® — D x L*(Ry 1% vérifie HE(s)HLQ(Rn)XﬁqO DxL2®RIZ )0 = O(1) uniformément par rapport
ase Fy ethel0,1].

On va utiliser ce probleme de Grushin pour étudier la résolvante de 15(h) Pour s € Fy,, on

introduit la notation
£ B )
E(s) = .
o= 5
Pour s € F,yNn{Ims > 0}, on a les relations usuelles Ry Ey(s) = Id, E_R_ = Id, IIE,(s) = R_
et

(B(h) — )7! = E(s) + By () Ex(s) " B (s), (1.3.51)
olt Ey(s) = Ry(P(h) — s)E4 est inversible pour s € Fyo N {Ims > 0}.
A nouveau, on a la proposition suivante dont la preuve est quasiment algébrique.

Proposition 1.3.13 Supposons que s € Fyy N {Ims > 0}, alors on a

~

E(s) = (P(h) — s)"'II

et
Ei(s) = Ry (P(h) — s)R_ — Ry P(R)II(P(h) — s) 'TIP(h)R_. (1.3.52)

Pour s € F;y N {Ims > 0}, on peut multiplier (1.3.51) par R, & gauche et par R_ & droite.
On obtient N
Ry (P(h) —s)"'R_ = E4(s)"". (1.3.53)

La proposition suivante fournit une description précise de I'hamiltonien effectif F(s). L’en-
semble S(R?"2, (£)F, £(C%)) y désigne les symboles sur R?"~2 pour la fonction d’ordre (€)*, et
a valeur dans 'ensemble des matrices £(C%).

Proposition 1.3.14 Supposons que s € F, . Alors, il existe une suite de symboles matriciels
(E;i(y,m, 2,£,8))jen telle que By € S(R*™2(£)?, L(C®)), E; € S(R*™ 21, L(CP)),Vj > 1 et

pour tout N € N*,
N

Ei(s) = Z WEY (y,h*Dy, z,hD.,s) + Ry(h, s),
=0
avec |Ry (h, S)HL2(RZ,§1),L2(RZ;1) = O(hY) uniformément par rapport a s € Fy,. De plus, on a

EO(yana 2757 8) = dlag((§2 + V(777y7 Z) + Aj - S)jzl,---,qo)7

les coefficients diagonaux de Ey sont nuls et pour tout j > 1 les semi-normes des E; sont bornées
uniformément par rapport a s € Fy,.

Preuve. La preuve est basée sur un développement de Taylor de
<Ww(h2Dy +hDy,y — h, 2)dp, Gq) 12(R,)
les propriétés d’orthogonalité des fonctions ¢, et la construction d'une paramétrixe de (ﬁ(h) —

5)~1. On renvoie & [Mic05c] pour les détails. O
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Estimations de la résolvante

La seconde étape de la preuve consiste a obtenir de bonnes estimations de la résolvante. Le
point clef est la construction d'une fonction de fuite globale pour le symbole p, , "uniforme en

(@,y).”
Lemme 1.3.15 Supposons que X vérifie 'hypothése 4 et soit q € {1,...,qo}. Soit K un compact
de U(x,y)eRgp;z([Aq —€,\g +€]). Alors, il existe une fonction Gy(z,y, z,£) € Cf°(R* x T*R"2)
telle que Hy, G4 > 0 et

V(z,y) € R2V(z,€) € K, H

Pzx,y

Gy > 1

Preuve. La preuve repose sur 'existence d’une fonction de fuite globale pour 'opérateur
de Schrodinger pour des énergies non captives [GMS88], [GS87]. Il s’agit ici de controler la
dépendance par rapport a (z,y) en reprenant la construction de [GMS8S] . O
Comme corollaire immédiat de cette construction, on déduit I'absence de valeurs propres de
H(b) loin des niveaux de Landau pour b grand.

Corollaire 1.3.16 Supposons que X vérifie l’hypotheése 4, alors pour b assez grand, \b ¢ op,,(H(D)).

Le résultat principal de cette section affirme qu’a I'instar du cas ou le champ magnétique est
nul, 'hypothese de non capture conduit & une estimation de la résolvante en O(h™1).

Proposition 1.3.17 Supposons que l’hypothese 4 est vérifiée, alors
HE:E()‘) HL%(RZ;l)qoLga(RZ;I)qO = O(h )
pour tout o > 1/2.

Preuve. En utilisant ’existence d’une fonction de fuite globale, on construit un opérateur conjugué
exact pour Popérateur E4(\). On peut alors suivre les travaux de Mourre [Mou81] (voir aussi
[Gér90] pour une version semiclassique) pour obtenir ’estimation annoncée. O

Diagonalisation du probléeme

D’apres le corollaire précédent, on sait que pour b suffisamment grand Ab n’est pas valeur
propre de H(b). On déduit donc de la discussion suivant le Théoreme 1.3.1 que la matrice de
diffusion a I’énergie \b est bien définie et peut s’écrire sous la forme suivante

S(Ab, b) — Id = =21 Fo(Ab)[AL, x1]R(Ab +i0)[A,, x2] Fo(Ab)*. (1.3.54)
Par ailleurs, on déduit de (1.3.48) que
R(Ab +i0) = h2 U*(P(h) — A —i0)"' U

ot (P(h) — X —i0)"t = limﬂﬁm(ﬁ(h) — A —ip)~! existe dans £(L?, L% ,) pour tout a > 1/2.
En reportant cette expression dans (1.3.54) et en utilisant le fait que U agit seulement dans la
variable (z,y) et que Fy(\) projette sur les niveaux de Landau bA, < A, on obtient

T(X\b,b) = —2iwh? U* Fi,(N)[AL, x1]E+(A) AL, xo] Fr(M)* U, (1.3.55)

ot B+ (A\)~! = lim,, o+ E+(X + ip) ! existe dans L((L2)%, (L?,)®) pour o > 1/2 et Fp(A) :
LZ(Ry- 1% — L2(R2 ) est définie par Fp,(X) = Fo(h 2\ R_.

Afin d’analyser finement la résolvante E.(\)~!, on a besoin de diagonaliser 1'opérateur

E+(N).
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Proposition 1.3.18 Pour tout Ny € N* il existe une transformation unitaire Uy, on LQ(RZ;l)
telle que

T(Ab,b) = —2irh 2U*Un, Fr(N[h* A, xa]Pro (A) T R2A L, x2) F (V) Uno U + O(hM°) (1.3.56)

avec
7DNO ()‘) = dlag((p;”(’ya Z, hQDy, th,NO) - )‘q)q=1,...,q0)
No
et pg(-, No) € S(T*R™1,(&)?). De plus, pa(y, 21,6, No) = > W pgm(y, 2,1,€) avec pgo =
m=0

E+V(n,y,2), pgm € S(T*R"™1) pour m > 1 et pgm @ support compact en z.

Preuve. Montrons juste comment éliminer les coefficients non-diagonaux d’ordre h. On part de
la formule (1.3.55) et on cherche Uy, telle que

UnoE+ (MU, = Py () + Y0 Ry, (h).
On cherche Uy, sous la forme
Un, = exp(hu®(y, z, hQDy, hD.))
avec u = (U j)ij=1,..q, tel que u;; € S(T*R™ 1) est & valeurs réelles et uj; = —u;,; pour tout

i,j. Dans ces conditions, Uy, est clairement unitaire et Uy, = exp(—hu®(y, z, h?’Dy, hD,)). En
notant

Cny = UngE£(N)UR,,

et en écrivant le développement de Taylor de la fonction exponentielle, on

ON=FEY(.)+h(EL(..)+u"(. )EY(..) = EY(.)u“(...) + O(h?), (1.3.57)
ou (...) = (y,z,h?*Dy, hD,). Il s’agit donc de trouver u telle que

EY(.)=EY(.)u"(...) —u”(...)EX(...) + O(h?).
Un simple calcul matriciel combiné & du calcul symbolique montre qu’on doit résoudre
Eoiiwij —wijEoj; = Enij

pour tout i < j =1,...,¢qy, ou 'on note (Elc,z‘,j)i,j les coefficients de la matrice Ej. En prenant

1

ui,j (y’ 2,1, 5) = ﬁEl,i,j (ya z, 1, E)
g J

pour ¢ # j et u;; = 0 pour ¢ = 1,...,qo, on obtient le résultat dans le cas Ny = 2. Pour I'obtenir
a tout ordre, il suffit d’itérer le procédé. O
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Localisation en temps fini

L’idée principale pour achever la preuve est d’écrire la résolvante Py, (\) !

pagateur :

a l'aide du pro-

T
Pro(A) Tt =in! / e PN N gt - Py (A) e T TP (1.3.58)
0

On montre ensuite que le second terme du membre de droite est O(h*°) puis on conclut en

approchant le propagateur e~ th™ PNy (V) par la théorie de Maslov sur des intervalles de temps

fini. La premiere étape consiste donc a mongrer que pour T assez grand et pour toute fonction
X € C°(R272), Topérateur xPn,(A)~Le ™ TPno(Ny est O(h>) dans L2.
Pour cela, on commence par démontrer un Lemme d’Egorov adapté a notre situation. On
note ¢; : T*R"1 — T*R"~! I'application définie par
¢t (y’ 2,1, 5) = eXp(thn’y)(Z, 5)

Lemme 1.3.19 Soit wy,wy € S(T*R"™ 1) tels que suppws N ¢¢(supp(wy)) = 0 et wy a support
compact, alors

[ (g, 2 1* Dy, hD)e™ " PN (y, 2, B Dy, hD:) | a0 = O(h™),
pour tout o > 1/2.
Preuve. Comme e~h™ tPng(Y) — diag(e*ih_lt(Pq(h)*A), qg=1,...,q), il suffit de montrer que
WY (y, 2, h? Dy, hD,)e " taMw(y = n2Dy hD,) = O(h™).

On construit pour cela une paramétrixe de e*ih_ltpq(h)w}”(y,z,hQDy,th)eih_lth(h) et l'on
cherche F(t) = f¥(t,y,z,h?Dy, hD,) solution

ihoF(t) = [Pq(h),F(t)] et f|t:0 = wi. (1.3.59)

En écrivant f sous la forme f = > >0 hi fj et en faisant un peu de calcul symbolique (grace a
la Proposition 1.3.18), on réduit le probleme a la résolution de

iatfo == inn,ny et f0|t:0 = w1 (1360)
dont on déduit fy = wi o ¢y et pour n > 1,
10 fn = iHp, , fn + an(t) et fojmo =0

pour un certain a,, construit a partir des f,,, m < n. En particulier, a,(s) est supporté dans
¢_s(suppwy) de sorte que f,(t) = %fg an(s) o ¢r—sds est supporté dans ¢_;(suppwy ). O

En combinant la Proposition 1.3.18 et le Lemme précédent, on montre facilement qu’il existe
T > 0 assez grand tel que

T
T(Ab,b) = 27h™3 /0 U U Fr(N)[B2A,, xa]e ™™ PN MNR2A, yo Fi (V) Uno Udt + O (1)
(1.3.61)
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Fin de la preuve

On note co(h) = (1/2)h~ =1 (2m)~ (=3 Py(h) = p(y, 2, 2Dy, hD,) et
Cat(z, A w, h) = (Ag) T eXh ™ Valew),

En partant de (1.3.61), on montre que

q0
T(w,w', Ab,b) = co(h) Y U* fy(w,w', A\, h) @ I, U+O(hN0~2), (1.3.62)
q=1
avec
q0 To
folw, ;N h) = / / eq—(z, N, w' h)a%(y, 2, h>D,, hD.)
' ;; 0 Jen2" " ! (1.3.63)

e~ HP =N ((y, 2 B2D,, hD, e (2, A, w, h)dzdt

oll Gy, biq sont des symboles dans la classe S (T*R™1). De plus, en utilisant & nouveau le Lemme
d’Egorov, on peut supposer que ces symboles sont supportés (dans la variable z) pres des points
d’un compact qui sont situés sur des trajectoires Zy (5,1, Y, Z4:1(n,y),w) avec s << —1.

La fin de la preuve consiste a construire a z fixé, une approximation de I'opérateur

eih*Ith(h) ;uk(y’ z, h2Dy7 hDZ)eq’_i_(Z, )\,w7 h)

agissant sur L? (Ry) par un opérateur pseudodifférentiel 7, 4 ,(t, v, 2, h? D,) dont le symbole appar-
tient & la classe limite S% (R;n, h?). Pour ¢ € C§°(R,) on cherche une solution (t) € L*(Ry_1)
de I'équation
{ (ihdy — Pu(h))ib = 0
¢\t=0 = b}guq(ya Z, hQDya hDZ)qur(Za )" w, h)SD(y)

sous la forme T;“‘jw(t, Yy, z,h? Dy, h)p avec

Tka,l(t’ Y,z,1, h) = Z thQ,k,l,j(ta Y, z, n)eih_lsq&l(t,y,z,n)
Jj=0

et Tt ), Sqri(t,.) € S(RZ,ZWW). En faisant un peu de calcul symbolique dans la classe
S(RZ,, L(L*(R2™%)), k%) x S1 (R, L(L*(R2~?)), h?), on calcule les symboles 7 1,;-
) 2 ’ AR RS
On reporte ensuite l'expression de Tk7q,l(t,y,z,h2Dy) dans (1.3.63) et on conclut par une

méthode de phase stationnaire assez proche de celle de [RT89].
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Chapitre 2

Sur I’équation de Schrodinger
non-linéaire avec champ magnétique

Dans cette partie on décrit les résultats obtenus dans [Mic0O8| sur le probléme de Cauchy
pour l'équation de Schrodinger non-linéaire avec champ magnétique. On se place sur R” avec
n > 1 et on considere I’'équation

i0pu = Hp gy u— b7 f(z,u) (2.0.1)

avec conditions initiales
Ulp=ty = P- (2.0.2)
Ici

Hyy = Y (i0y, — bA;(t,2))* t €R, 2 €R"

est opérateur de Schrodinger dépendant du temps associé au potentiel magnétique A(t,z) =
(Ay(t,z),..., Ap(t,x)), b €]0,+00[ est un parametre quantifiant I'intensité du champ magnétique
et v > 0. Les hypothéses faites sur le champ magnétique sont les suivantes.

Hypothése 1 On suppose que la fonction (t,xz) — A(t,z) est réguliére et qu’elle satisfait les
estimations sutvantes :
Vae N*  sup |050:A| < C,
(t,z)eERxR™

Via] =1, sup  [924] < Ca
() ER xR (2.0.3)

Je > 0,V]ja| >1, sup |09B| < Cyufz) 7€
(t,x)eRxR™

ot B(t,x) désigne la matrice définie par Bj, = Op; Ax — O, A;

On remarque que les perturbations a support compact de potentiels magnétiques linéaires
par rapport a z satisfont ces hypotheses.

Sous I'hypothese 1, le domaine de Hy ) est D(Hy ) = {u € L*(R}),Hyyu € L*(R})}. En
particulier, il ne dépend pas de t. En effet pour tout ¢, € R on a

Hy ) = Ha) +0W (£,1)(iV4 = bA(t)) + b(iV, — bA(L))W (L, ¢) + b*W (¢, 1')? (2.0.4)
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avec W (t,t',x) = ftt 0sA(s, z)ds. Pour t et t’ fixés, cette fonction de la variable x est bornée ainsi
que ses dérivées et le controle de ces quantités est uniforme par rapport a t et ¢’ appartenant &
un compact. En fait I'identité précédente montre que ’espace

Hpy(R") = {u € L*(R"), (1 + Hy(y))"?u € L*(R")}

ne dépend pas de t € R. Puisque D(H () = H,?,Lg(R"), il suit immédiatement que le domaine de
Ha(t) est indépendant du temps. De plus, les normes naturelles sur cet espace sont équivalentes
et on controle la dépendance des constantes par rapport aux parametres. Plus précisément,
introduisons la quantité ma = sup( z)erxrn |0+ A(t, z)| et supposons que 3 > 0 et 7" > 0 sont

fixés. Pour tout ¢, € R vérifiant |t — /| < b~ 1T et pour tout u € Hﬂg, il découle de I’équation
(2.0.4) et de 'hypothese 1 que

I(Haqey +1)7ull g2 < (14 2maT +mAT?)7||(Hag +1)7ul| 2. (2.0.5)

Pour 8 € N, on pose
lellzrs | = 1V = bA(1)) ul g2 + |[ull 2. (2.0.6)
Cette norme est équivalente (uniformément par rapport a b) a ||(1+ H A(t))ﬁ/ 2u|| 2. Au regard
de (2.0.5) on définit la norme de Sobolev magnétique par
Jull g, = el
Sous 'hypothese 1 il est bien connu (voir [Paz83], Th 4.6, p.143 ou [Yaj91l]) que pour ¢ €

H,},Lg, I’équation de Schrodinger linéaire

10 = Hp) uy, upy—s = ¢ (2.0.7)

possede une unique solution Uy(t, s)p. L’opérateur Up(t,s) envoie H,lng dans lui méme, il est
continu de L? dans L? et de H}ng dans H%Ig. De plus Up(t, s) est unitaire sur L?.

Le principal résultat obtenu dans [Mic08| concerne la résolution du probléme de Cauchy dans
I’espace d’énergie pour I’équation de Schrédinger non-linéaire associée. Les hypotheses faites sur
la non-linéarité sont les suivantes :

Hypothése 2 On suppose que f : R" x C — C est une fonction mesurable telle que f(x,0) =0
presque partout et qu’il existe M > 0,a € [0, =25 [, (v € [0, 00[ si n = 1,2) tels que

' m—2

VzeC, fz,2) = (2/]2])f (, |2])

2.0.8
Vz1,20 € C, |f(m,21) — f(2,22)[< M(1 4 |21]|" 4 |22]Y)|21 — 22 ( )

pour presque tout r € R™.

On remarque au passage que ces hypotheses sont fréquentes dans le cas A = 0. En particulier
la seconde hypothese correspond & une non linéarité sous-critique par rapport a H'.
Introduisons maintenant la fonctionnelle d’énergie associée a cette non linéarité. On définit
|2
F(z,2) = f(z,s)ds, G(u) :/ F(z,u(z))dx

0

et pourt € Retu e H}ng on définit I'énergie
1
E(b,t,u) = / 5[(2V$ — bA(t, z))u(x)*dz — b G(u).
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On voit facilement que ’énergie de toute solution réguliere de (2.0.1), (2.0.2), satisfait la loi
d’évolution suivante

E(b,t,u) = E(b,0,) — Re /0 (O, A(s)u(), (iV — A(s))u(s)) 2ds.

Par suite, 'espace naturel pour résoudre (2.0.1), (2.0.2) semble étre H%Ig.

2.1 Sur le probleme de Cauchy

Théoreme 2.1.1 Supposons que les hypothéses 1 et 2 sont satisfaites et que ¢ € H,lng. Alors,
il existe Ty, T® > 0 et un unique u € C(] — Ty, T"], H},) N CY] — T, T, H,.4) solution de
(2.0.1). De plus, ou bien Ty, = oo (resp. T® = 00), ou bien lim;_ 7, Hu(t)HH}ng = oo (resp.
limy o [|u(t)[| s, = o0) et on a

lu(®)llz2 = ll@ll L2, (2.1.1)
E(b,t,u) = E(b,0,¢) — Re/0 (0sA(s)u(x), 1V — A(s))u(s))r2ds, (2.1.2)

pour tout t €] — Ty, T®[. Enfin, il existe § > 0 ne dépendant que de o,y et n tel que pour tout
C > 0, il existe e > 0 tel que pour tout b > 1 et ¢ € H,  vérifiant H‘PHH}W < Cb, on a

Ty, T? > eb0.

Le probleme de Cauchy pour I’équation de Schrodinger non-linéaire a une longue histoire.
En l'absence de champ magnétique, les résultats sont nombreux : voir par exemple [GVT79,
GV85] et [CW8S|. En présence d'un champ magnétique autonome, le comportement du potentiel
magnétique A(z) lorsque = devient grand joue un réle important. Lorsque la fonction z — A(x)
est bornée, les espaces H%lg et H! coincident et le probleme de Cauchy peut étre résolu dans
H' en utilisant les techniques de point fixe usuelles. Lorsque le potentiel A n’est pas borné,
I'opérateur de multiplication par A n’est pas continu de H' dans L? et il est impossible de
résoudre le probleme de Cauchy dans H'.

Pour contourner cette difficulté, certains auteurs travaillent dans ’espace de Sobolev a poids

Y ={ueH' R, 1+|z))uel?}

et montrent que le probleme de Cauchy y est bien posé (voir par exemple [DB91], [NS05]). En
particulier ils requiérent de la décroissance des données initiales a l'infini. Dans [DB91], cette
décroissance est requise car 'auteur utilise des propriétés dispersives du Laplacien plutot que
celle de Hy. Dans [NSO05], auteur utilise bien une estimée de Strichartz magnétique mais il
procede par une méthode de point fixe qui n’est pas compatible avec le contexte magnétique et
nécessite de travailler dans des espaces de fonctions décroissantes a I'infini.

Par ailleurs, il existe un résultat de Cazenave et Esteban [CE88]| traitant le cas d’un champ
magnétique constant ( c’est a dire A linéaire en = et indépendant du temps). Ce papier est plus
satisfaisant puisqu’il considere le cas de données initiales dans 'espace d’énergie. Néanmoins
leur résultat n’est valable que pour des champs magnétiques constants.

On remarquera que lorsque A n’est pas borné, les espaces H', H%Ig et X sont différents. Tout
d’abord, il est évident que ¥ est inclus dans H' N H,}ﬂg. Par ailleurs, il est facile de construire
des exemples ou Y est strictement inclus dans H,lng. Supposons pour cela qu’on est en dimension
n = 2 et que le potentiel magnétique est donné par A(z,y) = (y,z). Considérons une fonction
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g € H'Y(R?) telle que |z|g ¢ L?. Alors un simple calcul montre que f(z,y) = g(x,y)e
appartient a Hy, '\ 3.

Une fois le probleme de Cauchy résolu localement, il est naturel de se demander si les solutions
obtenues sont globales. Dans le cas d'une non-linéarité défocalisante, le Lemme de Gronwall et
la loi d’évolution d’énergie (2.1.2) conduisent au résultat suivant.

Corollaire 2.1.2 Supposons que F(z,z) < 0 pour tout x, z, alors Ty, T? = 4o0.

Si 'on ne suppose pas que la non linéarité a un signe, on peut étudier Iexistence globale
de solutions a données initiales petites. Dans [Mic|, on étudie le cas d’une non linéarité de type
puissance : f(z,u) = f(u) = |u[**u, b = 1. On a alors le résultat suivant :

Théoreme 2.1.3 Supposons que 0 < o < %, alors l’équation (2.0.1) posséde une unique solu-
tion u dans C°(R, Hy,,) N C1(R, L?).

Supposons maintenant que o = % et que la fonction g(t) = sup,cpra |0;A(t, )| appartient a
LY(Ry). Alors, il existe rg > 0 tel que pour tout ¢ € H,}ﬂg vérifiant |||l 2 < ro, U'équation (2.0.1)
posséde une unique solution u dans CO(R, H,lng) NCYR, L?).

2.2 Esquisse de démonstration

Afin d’alléger les notations, on suppose ici b =1 et on prouve le théoreme pour ty = 0.

2.2.1 Quelques Lemmes préliminaires

On commence par rappeler I'inégalité diamagnétique

Lemme 2.2.1 Soient A € L2, (R™,R") et A,y > 0. Alors, pour tout u € L*(R™) et pour presque
tout x € R", on a
[(Ha+X)u()] < (A +A) 7 ul)(z) (2.2.1)

En combinant le Lemme précédent avec les injections de Sobolev usuelles, on montre les injections
de Sobolev magnétiques suivantes :

Lemme 2.2.2 Soient 0 < s < 5 et ps = %, alors HY s’injecte continiment dans LP(R™)

pour tout p € [2,ps] et il existe C > 0 indépendant de A tel que
ullzr < Cllullmg, (2.2.2)

Sin =2 alors, pour tout ¢ > 2, l'injection de H,}ﬂg dans L1 est continue.

1 1
Sin =1 alors H},, s’injecte contindment dans L et |Jul|p~ < CllullZ, [lul%.
mg

2.2.2 Preuve du Théoréme 2.1.1
Estimation de Strichartz

La preuve du Théoreme 2.1.1 repose sur les estimations de Strichartz prouvées par Yajima
[Yajol] pour le probleme
10w = Hp ) u+ 9(t), Ut=s = ¢ (2:2.3)
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Théoreme 2.2.3 (Yajima) Soit I un intervalle réel fini, (q,7) et (v;,p5),5 = 1,2 des réels
tels que r,p; € [2, 2%], % =n(s—1) et % =n(3 — %) Soit gj € L"(I,L"(RY)),j = 1,2,
ot 7},;); sont les exposants conjugués de v;, p;j. Alors, la solution u de (2.2.3) avec g = g1 + g2

vérifie
HuHLq(I,LT(RQ)) S C(Hglulﬂi (I,Lp/l (Rg)) + HgQHLWé(I,LPIQ(Rg)) + “@“LQ(Rn)) (224)

avec une constante C' dépendant uniquement de la longueur de I et des constantes C,, de I’hy-
potheése 1.

Preuve. Dans le cas g = 0, c’est exactement le Théoréeme 1 de [Yaj91]. Dans la cas général, il
suffit de travailler comme dans la Proposition 2.15 de [BGT04] en utilisant le célebre Lemme
de Christ et Kiselev [CKO1]. Le fait que la constante C' dépend seulement des C, provient des
constructions de Yajima [Yaj9l]. O

Il est important de remarquer que le Théoreme 2.1.1 n’est pas une conséquence immédiate
des estimations de Strichartz précédentes. En effet, si on essaye d’appliquer une méthode de point
fixe a ’équation (2.0.1), on est confronté a une difficulté majeure lorsqu’on tente de controler la
norme de la non linéarité dans l'espace H,,,. Considérons par exemple le cas ot f(u) = |ul*u,
alors

(Ve = AW)(Jul*u) = [u*(iVe — A(t))(u) + uiVa(|u?]).

Le premier terme du membre de droite est controlé par ||ul|g: ,- Pour ce qui est du second
terme, comme A(t, z) n’est pas borné par rapport a x, il est impossible d’obtenir un controle de
iVa(|u?[) par (iVy — bA(L))(Ju?]).

Pour surmonter cette difficulté, nous avons travaillé comme dans [CW88], [CE88] en appro-
chant la solution de (2.0.1) par les solutions d’une suite d’équations de Schrédinger non-linéaire
dont la non-linéarité est linéaire a I'infini. Le principal outil utilisé par Cazenave et Weissler pour
justifier leur approximation est une loi de conservation de I’énergie. Ici, le potentiel magnétique
dépendant du temps, I’énergie n’est pas conservée. Cependant elle satisfait certaines estimations
qui permettent d’appliquer la méme stratégie.

Introduisons maintenant les non-linéarités approchées que nous utiliserons par la suite. On
pose

fm(x7u) = ]1|u\<m f(x,u) + H\u|>m f(xam)%

Comme dans [CW88], on peut décomposer f = f; + fo avec

fi(z, 2) = Npp<ay flz,2) + Loy f2,1)2 (2.2.5)

et

fa(z,2) = H{\z\Zl}(f(x7 z) — f(z,1)z). (2.2.6)

On a alors fn, = f1 + fg,m avec

Fon(@,2) = Wypojmy (@, 2) + josm) fz(w,m)% (2.2.7)

On remarque que toutes ces fonctions satisfont ’hypothese 2. Les fonctionnelles d’énergie as-
sociées a ces non-linéarités sont les suivantes :

||

(2, 2) = ; fm(x,5)ds, Gm(u)/nFm(m,u(x))dm (2.2.8)
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etpourtERetuEH,}ﬂg

E,(b,t,u) = / %|(zvx — bA(t, z))u(z)Pdz — G (u). (2.2.9)

n

Le lemme suivant est crucial pour la démonstration. Sa preuve est tres proche de celle de
[CW8S|.

Lemme 2.2.4 Soient T > 0 et pg, Ve, k= 1,2 définis par p1 =2, po = a+2 et % = n(% — pik)
Pour M > 0 il existe une constante C (M) indépendante du potentiel magnétique A, telle que

pour tout u,v € HY vérifiant ||uHHi1 <M et ||v||H}l < M on ait

G(u) = GV)| +[Gm(u) = Grn(v)| < C(M)([lv = ull 2 +[Jo = ull72),

avec % =5 — 35 et pour tout u,v € L>([0,T1HY),

”f~1(7u) - f~1('7v)HLWi ([O,T],Lp/l(]R")) < C(M)T”u - UHL'U([O,T},L”(R”))'

”]?Q,m(vu) - fZ,m(-aU)”Lvé([O,T]’Lpé(Rn)) + Hf2(7u) - fZ(-aU)”Lwé([O,T]’Lpé(Rn))

y2—

1
S CM)T 2 lu — vl L (0,177,172 (R

De plus, G, — G lorsque m — oo uniformément sur les ensembles bornés de H}‘.

A l’aide de ce Lemme et des estimations de Strichartz, il est assez facile de prouver la partie
unicité du Théoreme.

Proposition 2.2.5 Soient T >0 et u,v € C([0,T[, Hy},,)NCH([0,T[, H,,}) solutions de (2.0.1).
Alors u = v.

Preuve. Soient u,v € C(]0,T7, H}ng)ﬂCl([O, 1], H;L;) solutions de (2.0.1), et posons w = v—u.
Alors w(0) =0 et
10w — Hapy w = fi(u) — f1(v) + fo(u) — fa(v).
Soit r € [2,-25] et ¢ > 2 tel que % = n(3 —1). On déduit du Théoreme 2.2.3 et du Lemme
2.2.4, que
[wll paqo,rr,Lry < C(T +T7) (1wl Lo o z2) + 1wz 0,71 £e2))

ou vy = g—i; et 722 =n(3 - é) On choisit alternativement (g, r) égal a (2,00) et (y2,p2). En
sommant les inégalités obtenues, on peut conclure w = 0 en prenant 1" > 0 assez petit. ]

Le cas d’'un champ magnétique autonome

On traite dans cette section le cas ou le potentiel magnétique A est indépendant du temps.
Dans ces conditions, 'énergie est formellement conservée E(u(t)) = E(p) et les normes ||.|[ g1 .
et ||| my, coincident. En suivant la preuve de [CW8S], on montre 'existence locale de solutions
dans ce cas.
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Proposition 2.2.6 Soient M > 0 et A un potentiel magnétique indépendant du temps et
vérifiant Uhypothése 1 avec des constantes (Cgy)aenn. Alors, il existe T > 0 dépendant seule-
ment de M et des constantes (Cy) tel que pour tout ¢ € HY vérifiant HapHH}‘ < M, il existe une

unique w € CO((0,T[, Hy) N CY([0,T[, H,") solution mazimale de
i0u = Hau+ f(x,u)

avec condition initiale uj;—o = . De plus, pour tout t € 0,7 on a

et st T < 0o alors limg_,7 HuHH}‘ = 0.

Preuve. On suit le schéma de preuve de [CW88], en insistant sur les points ou le caractere
autonome de A joue un role.
On commence par regarder le probleme de Cauchy

i0iu = Hp u+ frnl(x, 1), w—o=¢ c H (2.2.10)

ou fy, est définie par (2.2.5), (2.2.6), (2.2.7). En approchant ¢ par une suite de données initiales
appartenant a Hfl et en passant a la limite, on montre que pour tout ¢ € H}l, il existe un temps
d’existence Ty, 4 et une fonction wy, € C([0, Ty al, HY) NCY([0, 7 a, H ') solution de (2.2.10).
De plus, pour tout t € [0, 7y, 4[, on a

B (um(t)) = En(e) (2.2.11)

et
[um @)l 2 = llellLz- (2.2.12)

Le point clef de la preuve est la résolution du probleme de Cauchy dans Hi et le passage a la
limite. Ceci utilise fortement le fait que A est indépendant du temps.

On montre ensuite que le temps d’existence 7,, 4 peut étre minoré uniformément des lors
que la donnée initiale est dans un ensemble borné de H}‘. Plus précisément, pour tout M > 0,
il existe 77 > 0 dépendant seulement de M et des constantes C,, de 'hypothese 1 tel que pour
tout ¢ € HY vérifiant ||g0||H}l < M, on ait

HumHLOO([QTILH;‘) < QHQPHH% (2.2.13)

Ici, le point crucial de la preuve est la conservation de I’énergie.

En utilisant les estimations de Strichartz et le Lemme 2.2.4, on montre ensuite qu’il existe
Ty > 0 tel que la suite (U, )men est de Cauchy dans C([0, 73], L?). On note u la limite de u,,.
En utilisant l'estimation (2.2.13) et la conservation de I’énergie, on montre facilement que u
appartient a C([0, T3], H}) N C'([0, T3], H;') et qu'elle est solution de (2.0.1). O

Le cas général

On considere maintenant le cas ou le potentiel magnétique peut dépendre du temps. A
nouveau, on considére le probleme de Cauchy approché

10w = Hp o) u+ fin(2, 1), w=o0 = ¢. (2.2.14)
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Formellement, 1’énergie des solutions de cette équation vérifie la loi d’évolution suivante :

En(t,u) = Ep(0,p) — Re/O (0sA(s)u(s), (1Vy — A(s))u(s))ds. (2.2.15)

Cette loi remplacera la conservation de ’énergie dans notre approche. Le probleme principal
que 'on rencontre est le suivant. On a vu que la résolution du probleme de Cauchy approché
dans Hi était cruciale dans le cas autonome. Or les arguments utilisés ne s’appliquent pas au
cas dépendant du temps. En effet, le point clef dans 'approche de [CW88] est que pour tout
g € C([0,T], H') Lipschitz par rapport au temps, la fonction v(t) = fg Up(t,s)g(s)ds est aussi
de classe Lipschitz (ici Up(t,s)¢ désigne la solution u de i0,u = H 4 u(t) telle que u(s) = ¢).
Ceci se montre facilement en utilisant 'identité Uy(t + h,s) = Uy(t,s — h) qui permet d’utiliser
les hypotheses faites sur g. Lorsque A dépend du temps, cette approche ne fonctionne plus et
I’on prouve 'existence de solution dans H,}ﬂg directement.

Proposition 2.2.7 Soit p € HY, _, alors il existe T > 0 et u,, € C([0,T], H}ng)ﬁCl([O,T[, H..b)

mg’

solution de (2.2.14). De plus, pour tout t € [O,T[, on a

En(t,um) = En(t, @) — Re/0 (0sA(s)u(s), (1Vy — A(s))u(s))ds. (2.2.16)

et
[wm (@)]l2 = llellL2- (2.2.17)

Preuve. La preuve consiste a approcher le potentiel magnétique A(t, x) par une suite de potentiels
A, (t, ) qui sont constants par morceaux par rapport au temps. Au regard de ’hypothese 1 et de
la proposition 2.2.6, quelque soit M > 0, il existe Th = To(M) > 0 tel que pour tout ¢y € [0, T3]
le probleme de Cauchy

i0iu = Hp(t) u(t) + fm(u(t)), U=ty = ¢
peut étre résolu dans C([to, to + T3], H}l(to)) pour toute donnée initiale telle que HcpHHil( < M.

to)
On se donne une donnée initiale ¢ € H,,, telle que ”(‘O”H};(o) < Y et T €]0,T3]. Pour

n € N*, k€ {0,...,n} on pose tk = % on définit
Ap(tz) = Ly g (D) A(th, ), VE € [0,T]
k=0

On définit alors 'Hamiltonien H, = (iV, — An)2 et I'on cherche des solutions wu, ,, de
i0pu = Hpu + frm(u), ujp—o = @ (2.2.18)

En utilisant ’analyse menée dans le cas autonome, on montre qu’une telle solution est donnée
par

n—1
U (t, ) = Z Ly g (8 On,m (t, @), (2.2.19)
k=0

ot les fonctions vy, ,, 1, (t, ) sont définies de la maniere suivante. On choisit vy, m comme étant
la solution de

{ Z'athO,n,m = (ZVJB - A(tgp x))QfUO,n,m + fm(v(],n,m) (2220)

UO,n,m(tgax) = (p(.%')
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et pour k > 1, vg nm(t, ) est la solution de

{ iatvk,n,m - (va - A(tf:” x))2vk:,n,m + fm(vk,n,m)

2.2.21
vk,n,m(tﬁax) = Uk—l,n,m(t]fzax)' ( )

Pour w € H,lng(R") on définit I'énergie

Epom(t, ) = % / iV — An(t, 2))w(@)|2dz + Gn(w).

En écrivant la conservation de I’énergie sur chaque intervalle [tfl, tfﬁl[ et en utilisant le fait que

0y A(x,t) est borné uniformément, on montre que pour tout ¢ € [tFo, tkot1]

En m(t unm )) - Enm(o ()0)

/t Re((iVs — AGE™) (1), 0, A(s, @)t (1)) (2.2.22)

+0(5Hs0\|%2)-

En utilisant cette loi d’évolution de I’énergie et le Lemme 2.2.4, on montre que la suite de
fonctions (up m)nen est bornée dans H,}ﬂg uniformément par rapport a m. En utilisant cette
borne et les estimations de Strichartz, on montre que la suite (uy m)nen est de Cauchy dans
L([0,T], L*(R™)) et que sa limite u,, est solution de (2.2.14). En passant a la limite dans
(2.2.22) et en utilisant la semicontinuité inférieure de la norme de Sobolev magnétique, on
montre que u,, est dans H%Ig et qu’elle vérifie

En(t,um) < En(0,0) — Re/0 (0sA(s)u(s), (iVy — A(s))u(s))ds. (2.2.23)

En inversant le sens du temps et en refaisant le méme raisonnement, on montre I'inégalité inverse
de (2.2.23). O

Une fois que I'on dispose de solutions H,lng du probleme (2.2.14), on peut appliquer la stratégie
générale de [CW88| et faire tendre le parametre m vers U'infini pour obtenir une solution de
(2.0.1).

2.2.3 Preuve du Théoréme 2.1.3

On détaille ici la preuve dans le cas n > 3. Sin = 1 ou 2, la preuve est similaire. Il suffit
d’utiliser les injections de Sobolev magnétiques ad hoc (cf Lemme 2.2.2).
Supposons donc que n > 3, alors s =1 < g et on déduit du Lemme 2.2.2 que H}ng s’'injecte

continument dans L% :
ull | 20, < Cllullay,,- (2.2.24)

Supposons par 'absurde que T est fini. Alors, la solution u de (2.0.1) vérifie lim; 7« [[ul| g1, , =

+00. Par ailleurs, sa norme L? est constante ||u(t)||z2 = ||¢||z2 := do et son énergie vérifie la loi
d’évolution suivante :

t
E(t,w)| < Eo + / 9 All[ul 21V Al 2ds (2:2.25)
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Comme E(t,u(t)) = %HVA(t)uH%Q — G(u) on en déduit que
_HVA(t ullf: < Bo+ Gu / |0s Alllull L2 IV asyull L2ds (2.2.26)
Par ailleurs, on déduit de I'inégalité de Holder et de (2.2.24) que pour o < m, on a

G(u) < Cllulli, [[ull75%7™7 < CT) IV agyullfs +do) = dy "7 (2.2.27)

En combinant les inégalités (2.2.26) et (2.2.27), il vient
1 * no —n)o ¢
SV amullte < OV agule +d)"2dg ™ 4 dy | |Vagulleds) — (2:2.28)
2 0

Sio < %, ceci implique que ||V 4¢ul| 12 reste borné lorsque ¢ tend vers T ce qui est absurde.

Supposons maintenant que o = % et que la fonction g(t) = sup,cpa |0;A(t, z)| appartient
a LY'(Ry). Il est facile de voir qu’il existe des constantes Cp,Cy > 0 dépendant seulement de
lgllz: () telles que pour tout ¢, € R, on ait

Cull(Ha) +1)%ull 2 < [ (Haw +1)%ull 2 < Coll(Hage) +1)%ull (2.2.29)

Par suite, I'inégalité (2.2.28) est satisfaite avec une constante Cy = C'(T™) indépendante de T™.

Comme o = %, ceci entraine

1 4 4
(5 = Codg) IV aqyullfa < Codg + dol|V ayull 1) (2:2.30)

_n
4

En prenant rog = (2Cy)~ 4 et en supposant dy := |||z < 79, 'inégalité ci-dessus montre que

IV a@yul| 2 reste borné pour tout temps, ce qui est absurde.

2.3 Approximation WKB dans la limite b — oo

On g’intéresse ici aux solutions de I’équation

{ i0su = HA(S) U+ b2u9(’u‘2))

Ujs=0 = ag(x)e®S@) (2.3.1)

avec une non-linéarité ¢ indépendante de x. Avec les notations de la section précédente, ceci
correspond & f = ug(|u|?). On suppose & nouveau que f vérifie I'hypothese 2 et on demande en
plus que 'hypothese suivante soit vérifiée

Hypothése 3 g € C*°(R,R) et ¢’ > 0.

Sous ’hypothese que ag € H' et VS+A(0) € L?, la donnée initiale vérifie ||ag(z)e®S* HHl =
O(b). Par conséquent, sous les hypotheses 1, 2 et 3 on déduit du Théoreme 2.1.1 qu’il existe une
unique solution de (2.3.1) dans C’(—Tb,Tb],H,}ﬂg) avec Ty, T > Cb=%,5 > 0.

Le principal résultat de cette section est le suivant.

Théoréme 2.3.1 Soit o > 4§ + 2. Supposons que les hypothéses 1, 2 et 3 sont satisfaites.
Supposons aussi que OpA appartient ¢ H°~L(R™) pour tout t € R et soit ag € H°(R") et S
tel que VS + A(t = 0) appartient o H°~Y(R™). Alors, il eviste T > 0 et cp,¢p appartenant
a Hy = C([0,T), H° (R™)) n CY([0,T), H*~Y(R™)) tels que u(t,z) = op(bt, z)ePS@)+eubt2)) egt
solution de (2.3.1) sur [0,b=T). De plus, ay, ¢y sont bornées dans H, uniformément par rapport
ab.
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Preuve. Posons h = b~ > 0 et u(s) = v(bs). Alors, I'’équation (2.3.1) est équivalente &

ihdy = (ihV, — A(ht))?v + vg(|v(t)|?)
{ Ujt=0 = ao(x)eih_ls(x) (2.3.2)

Suivant une idée de Grenier [Gre98], on cherche v sous la forme v(t,z) = ay(t, z)e ¢n(t),
L’équation (2.3.2) devient

{ Odn + 1Gadnl® + g(lon])? = 0

. . 2.3.
O, + Gadp NVay + div(Gadp)ap = ithAay, (2.3.3)

ou Gap = (Vi + A(ht)). En posant ¢y (t,2) = Gadp(t,x) € R™ et en séparant partie réelle et
partie imaginaire ay, = aq , + i j, on abouti au systeme

n
Oywp + Y Aj(wp) e wy = hLwy + vy (2.3.4)
j=1
avec
OCl,h 0
0127}1 0
w, = | eun | vy = | hOAL(ht,x) (2.3.5)
gomh h@tAn(ht, ,I)
0 -A 0
L= A 0 0 (2.3.6)
0 0 Opxn
et
SDj,h 0 a1 ... (05]
0 Pj.h Qo ... (%)
Aj(w)=| 2901 2d'aa v; 0 0 (2.3.7)
: : 0 0

21 2¢O 0 pjn

Le point clef de I'analyse est alors I'existence (grace a ’hypothese 3) d’un symétriseur

I, 0
S:<02 51”) (2.3.8)

qui est symétrique et positif. Ceci permet de prouver 'existence de ¢, et o, € H? solutions de
(2.3.3). On renvoie a [Mic08] pour les détails.
O

Comme corollaire quasi-immédiat de ce théoréme on démontre aussi dans [Mic08], le résultat
d’instabilité suivant :
Proposition 2.3.2 Soit 0 > § +2 et A vérifiant les hypotheses du Théoréme 2.5.1. Supposons
que S est telle que VS + A(t = 0) appartient a H°~*(R™). Alors, il existe ag et aop appartenant
a HO(R™) et 0 < t, < Cb~ 1 tels que

llao — @opllz2 — 0 quand b — oo
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et les solutions wy (resp. ) associées o (2.3.1) avec donnée initiale age™3®) (resp. ape®®))
vérifient
[[up = bl oo (jo,8,),22) = 1-
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Troisieme partie

Sur les opérateurs de marche
aléatoire
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Le calcul numérique effectif est un probleme qui se pose fréquemment dans divers do-
maines des sciences (Physique, Biologie, Médecine, etc.). Dans bien des situations, les méthodes
déterministes de calcul sont mises en défaut et on a recours & des méthodes probabilistes dites
de Monte-Carlo. Supposons par exemple que f est une fonction continue sur un intervalle borné
[a,b] et que 0 < f < 1. Si la fonction f varie trés vite, les méthodes de discrétisation de I'inter-
valle [a, b] pour calculer numériquement l'intégrale de f demanderont un tres grand nombre de
pas. Si ce nombre est trop grand, la méthode devient inopérante pour des raisons de temps de
calcul. Une approche probabiliste (qui est le fondement de la théorie de la mesure) consiste a
découper [0,1] en petits morceaux [ag, ari1] et & approcher l'intégrale de f par

N
> prar,
k=0

ou pr/(b — a) est la probabilité que f(z) appartienne a [ag,ars1]. Le nombre d’intervalles
nécessaires pour une bonne approximation étant raisonnable, la méthode est efficace, a condition
que l'on soit capable de calculer les probabilités pi. En d’autres termes, le probleme initial du
calcul numérique de l'intégrale de f se ramene au probleme suivant : déterminer un algorithme
qui permette de tirer au hasard pour la densité f lorsque celle ci n’est pas facilement calculable.
L’algorithme de Metropolis, du nom de N. Metropolis, appartient a cette famille et c’est sans
doute 'un des algorithmes les plus utilisés. P. Diaconis rapporte souvent I’exemple suivant pour
illustrer son efficacité (voir par exemple [Dia09]) . Un de ses collegues lui propose de décoder
un texte 7 écrit avec des symboles puisés dans un ensemble 5. Si 'on note A ’alphabet latin
augmenté des symboles usuels (point, virgule, espace, etc.), il s’agit de déterminer la fonction

f:B—A

qui donnera un sens au message. Une approche tres naive consisterait a tester successivement
toutes les fonctions d’encodage f. Or, en pratique, ces ensembles ont un cardinal élevé (de I'ordre
de 40 symboles pour écrire en francais). Par conséquent, ’ensemble des fonctions d’encodage
contient 40! éléments (en supposant pour simplifier que A et B ont méme cardinal). La simple
énumération de tous ces éléments est donc inaccessible aux ordinateurs.

Il faut donc trouver un algorithme qui en un certain sens favorise les fonctions d’encodage
plausibles. Une hypothese raisonnable, consiste a penser que la fonction f établit une correspon-
dance entre les ensembles B et A qui respecte la répartition des lettres dans la langue frangaise.
Pour obtenir ces statistiques, on peut partir d’'un texte classique et enregistrer pour chaque
symboles z et y, la proportion M (z,y) de chaines zy dans le texte (si 'on utilise par exemple les
2500 pages d’ ” A la recherche du temps perdu”, a raison de 4000 caracteres par page, la collecte
des occurrences M (x, ) nécessitera de I'ordre de 107 opérations, nombre négligeable par rapport
a 40!). Si on note (t;);cq1,.., Ny la suite des symboles apparaissant dans le message codé 7, on
introduit alors la plausibilité de f :

PIU(f) = TIL M (f(t:), f(ti+1))- (2.3.9)

Plus le nombre PI(f), est grand plus le décodeur f respecte les statistiques de la langue frangaise.
On cherche donc une fonction f qui maximise la plausibilité. Pour cela, on part d’une fonction de
codage arbitraire f; que I’on va modifier en une fonction f; de maniere a augmenter sa plausibilité
et on itere le procédé. Le choix retenu pour passer de f; a fs, est donné par 'algorithme de
Metropolis qui suit :

— On commence par calculer p; = PI(f1).
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— A partir de f; on fabrique une fonction f{ en effectuant une transposition aléatoire des
valeurs que fi attribue a deux symboles.
— On calcule pj = PI(fT). Sip] > p1, on pose fa = fi.
— Si p} < p1, on joue a pile ou face avec probabilité pf/p;. Si le résultat est pile, on pose
f2 = f{ et si c’est face on pose fo = fi.
On itere ensuite le procédé a partir de fs.
Bien que 'ensemble de toutes les fonctions possibles soit tres grand, cet algorithme converge
tres rapidement. C’est du moins, ce qu’on peut observer sur des simulations. On renvoie a [Dia09]
pour plus de détails.

Un autre exemple tres connu est celui du probleme des spheres dures. C’est pour traiter ce
probléme que Metropolis et al [MRR 53] ont élaboré leur algorithme. Etant donnés un entier
N > 1 et un réel € > 0 fixés, on cherche a disposer aléatoirement N disques de rayon e dans une
boite B =] — A — ¢, A+ €[’ de maniére & ce que les disques ne se recouvrent pas. Ce probléeme
est posé par I’étude de phénomenes de transitions de phases en physique statistique. Dans ce
modele, les disques représentent des atomes et le nombre N est donc tres grand (on renvoie a
[Uhl68] pour une description du modele).

Si on numérote les disques et qu’on note x1,...,xy la position de leurs centres respectifs,
on cherche donc a tirer au hasard un point X = (z1,...,2y) dans l'espace de configuration

One={X € BY, Vi #j, |v; — x| > ¢}, (2.3.10)

oit B =] — A, A[%. Ici, le terme "hasard” signifie "uniformément par rapport & la mesure de
Lebesque sur Op,”. Or, la géométrie de cet ouvert étant tres compliquée (par exemple, le
volume de Op ¢ est inconnu), la mesure de Lebesgue associée n’est pas directement accessible.
Pour dépasser ces difficultés, Metropolis et al [MRR"53] ont élaboré un algorithme de type
Monte-Carlo. Nous décrivons ici une version semiclassique de cet algorithme qui nécessite la
donnée d'un parametre h > 0. On part d’une configuration arbitraire X! = (z1,... ,x]l\,) € One
et on itere le procédé suivant :

— On choisit un des N disques au hasard, disons le kieme et on déplace son centre x,lﬁ au

hasard uniformément dans une boule de rayon h. On note xi’* sa nouvelle position et

X* = (x%,,x,lg*,,a:}v) € R?V la nouvelle configuration. Si X1* € On,e, on pose
X? =X

— Si Xb* ¢ Op, on pose X2 = X1 (i.e. on reste au point précédent).

On fabrique ainsi une suite de points X', ..., X" et lorsque n devient grand la répartition

des X™ dans l'ouvert Oy est uniforme par rapport a la mesure de Lebesgue.

En pratique, le nombre d’étapes nécessaires pour atteindre I'uniformité est raisonnable (au
regard du nombre de disques N) et cet algorithme est treés efficace pour simuler un échantillon
représentatif de configurations. On peut alors utiliser cet échantillon pour calculer des quantités
physiques (des intégrales) par une méthode de Monte-Carlo.

Dans une série de travaux, nous avons obtenu un contréle théorique a priori sur le nombre
d’étapes nécessaires avant d’atteindre 'uniformité. Tous ces résultats ont été obtenus dans un
cadre semiclassique, c’est a dire lorsque le déplacement élémentaire est controlé par un petit
parametre h. On renvoie aux articles [LDO7|, [DL09], [LM10], [DLMO08], [GM10], [CGM10] pour
des résultats complets et & [Leb| pour une synthese dans le cas d’un espace borné. Il existe aussi
une tres large littérature lorsque 'espace d’état est un ensemble fini de cardinal N. Dans ce
cas, il tres intéressant de relier la vitesse de convergence de I’algorithme & N (par exemple dans
le cas du message codé, N = fA!). Pour une introduction a cette problématique ainsi que des
références completes, nous référons a [Dia09], [SCI7][DSCIS].
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Chapitre 3

Généralités sur les noyaux de
Markov et ’algorithme de
Metropolis

3.1 Chaines de Markov sur un espace fini

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires sur un espace de probabilités (02, F, P) a
valeurs dans un espace X. On dit que (X,,),en est une chaine de Markov si la connaissance de la
chalne au temps n ne dépend que de sa valeur au temps n — 1. Autrement dit, pour tout n € N
et pour tout x1,...,z, € X, on demande que

P(Xn = xn‘Xn—l =Tp-1,--., X1 = 1’1) = P(Xn = wn’Xn—l = xn—l) (311)

ou P(A|B) désigne la probabilité conditionnelle de A sachant B. On supposera ici que les chaines
de Markov considérées sont homogenes, c’est a dire que pour tout x,y € X la probabilité
P(X,, = y|X,,—1 = x) est indépendante de n. On notera K (z,y) cette quantité.

Si on suppose que I'ensemble X est fini de cardinal m, les probabilités de transitions (K (x,y))zyex
définissent une matrice m x m a coefficients réels , positifs et tels que pour tout z € X

> K(z,y) =1 (3.1.2)

yeX

On notera K cette matrice.
Supposons donnée une probabilité 7(x) sur X. On dit que 7 est stationnaire pour K si
quelque soit y € X on a
> w(@) K (x,y) = 7(y) (3.1.3)
zeX
Autrement dit, on demande que le vecteur (m(y))yex soit un vecteur propre de la matrice K*
pour la valeur propre 1.

Le théoreme fondamental de chaines de Markov (simple corollaire du théoréeme de Perron-
Frobenius) affirme que sous une simple hypotheése de connectivité, il existe une unique mesure
stationnaire et que les itérées K" de la matrice de transition convergent vers la distribution
stationnaire.

Théoréme 3.1.1 Supposons qu’il existe ng € N tel que K™ (x,y) > 0 pour tout x,y € X. Alors,
K posséde une unique distribution stationnaire 7 et pour tout x,y € X, on alim,_,,~ K"(z,y) =

m(y).
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Autrement dit, quelque soit le point de départ x, au bout de n étapes la chaine a une proba-
bilité tres proche de 7(y) d’étre en y, pourvu que n soit grand. Si I'on cherche & échantillonner
7 (i.e. a tirer des points au hasard par rapport a m) et que I'on ne connait pas 7, le théoreme
précédent affirme qu’une chaine de Markov pour laquelle 7 est stationnaire fera l’affaire pourvu
qu’on l'ait itérée suffisamment. Un probléeme naturel consiste donc & trouver une chaine de Mar-
kov calculable pour laquelle 7 est stationnaire. L’estimation du nombre d’itérations nécessaire
pour atteindre I'uniformité est aussi d’un grand intérét.

3.2 Algorithme de Metropolis sur un ensemble fini

On suppose toujours que X est un ensemble fini et on se donne une probabilité 7 sur X. On
suppose en outre que la probabilité m n’est connue qu’a une constante multiplicative
prés (en pratique si 'ensemble X a beaucoup d’éléments le calcul effectif de cette constante
peut s’avérer impossible). On cherche & construire une matrice de Markov M pour laquelle 7 est
stationnaire. Une réponse évidente consiste a prendre M (x,y) = 7(y) quelque soit z. Autrement
dit, on choisit une probabilité de transition de x & y uniforme et égale & w(y). En pratique ce
choix n’a aucun intérét : la probabilité 7w étant inconnue, la matrice M ’est aussi.

Supposons maintenant qu’on dispose d’une matrice de Markov K(z,y) (n’ayant a priori
aucun lien avec ), qui soit connue et qui vérifie K(z,y) = 0 ssi K(y,z) = 0. On va fabriquer
a partir de K une matrice M pour laquelle 7 est stationnaire. Pour cela on introduit le taux
d’acceptation défini par A(x,y) = 7(y)K(y,z)/m(z)K(z,y) si K(x,y) # 0 et A(xz,y) = 0 si
K(z,y) =0, et on pose :

K(z,y) siz#yet A(z,y) > 1
M(z,y) = K(x,y)A(z,y) six#yet A(z,y) <1 (3.2.1)
K(2,y) + 22 Az, <1 K (2, 2)(1 — Az, 2)) siz=uy

Cette formule a une interprétation simple en terme de chaines de Markov. Supposons que la
chaine est en x. Pour déterminer sa position a I’étape suivante, on choisit y au hasard a ’aide
du noyau K. Si A(z,y) > 1, on bouge en y. Si A(z,y) < 1, on accepte ce mouvement avec
probabilité A(z,y) et on reste sur place avec probabilité 1 — A(z,y). Contrairement a l’exemple
trivial discuté au début de ce paragraphe, les coefficients de la matrice M sont calculables,
puisqu’ils ne font intervenir que des quotients 7(x)/7(y), quantité dans laquelle la constante de
renormalisation inconnue a disparu.

Il est assez facile de voir que la chaine M vérifie w(x) M (z,y) = 7(y) M (y, x) et par conséquent

Y w@)M(z,y) =Y wy)M(y,z) =7(y) > M(y,z) = 7(y). (3.2.2)
x x €T
Autrement dit, 7 est stationnaire pour M.
Revenons maintenant a I’exemple de cryptographie discuté précédemment. Dans ce cas, X est
I’ensemble des bijections de B dans A. Si ces ensembles ont disons 40 éléments, alors §X = 40!.
La probabilité 7w est donnée par

w(f) = 2 "L M(f(t:), f(tig1)) (3.2.3)
ou z est une constante de renormalisation et 7 = (ti)i:17___7 n est le texte codé. En pratique, pour
calculer z, on doit sommer la définition précédente sur toutes les fonctions f € X. Or, X contient
tant d’éléments que ce calcul est impossible. Par contre, il est tres facile de définir la chaine de
Markov K qui consiste a fabriquer une fonction f* & partir de f en transposant aléatoirement
les valeurs que f associe a deux symboles. On applique ensuite le procédé de Metropolis a K et
I’on s’apercoit que le probleme du calcul de la constante z disparait.
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3.3 Généralités sur les noyaux de Markov

Soit (X, d) un espace métrique et B la tribu des Boréliens de X. On note L*°(X) I'espace
des fonctions bornées sur X, muni de la norme || f||o = sup,ex |f(2)].

Définition 3.3.1 Un noyau de Markov K (z,dy) sur X est une application de X a valeurs dans
les mesures Boréliennes sur X telle que :

— pour tout x € X, K(x,dy) est une mesure de probabilité

- pour tout A € B, x — K(x,A) = [, K(x,dy) est une fonction mesurable.

Pour f € L*°(X) on définit K (f) par

/ fW) K (z,dy). (3.3.1)

Puisque K (z,dy) est une mesure de probabilité, la fonction K(f) appartient a L°°(X) et on a

K1) =1
f>0= K(f)>0 (3.3.2)
1K (f)lloo < 1 flloo

Pour n € N* et € X, on définit le noyau K" (x, dy) par la formule de récurrence
Ko, A) = [ K"y K o dy) (3.33)
X

pour tout ensemble A mesurable. On vérifie facilement que K" (z,dy) est un noyau de Markov.
De plus la formule (3.3.3), montre que K™(x,dy) est bien le noyau de l'opérateur K.

Notons M (X)) I'espace des probabilités sur X. M(X) s’injecte dans le dual des fonctions
continues bornées CP(X) par

n.f) = [ fadra) (33.4)
Par suite, K! opere sur M(X) par
(K'(m), f) = {m, K(f)) (3.3.5)

Définition 3.3.2 Une probabilité 7 est dite invariante pour K si K'(r) = 7.
Le théoreéme suivant est le pendant du théoreme 3.1.1 dans le cas continu.

Théoréeme 3.3.3 Supposons que X est un intervalle compact de R. Supposons que le noyau K
vérifie les hypothéses suivantes :
- dng € NVz € X, VA ouvert , K™ (x,A) >0
— Pour toute fonction f uniformément continue sur X, la famille (K™ (f))nen est équicontinue
sur X.
Alors, pour tout x € X et A € B, on alim,_. K" (x,A) = w(A).

On renvoie a [Fel71]| pour la preuve de ce théoréme et une exposition générale sur les noyaux de
Markov.

Evidemment ce résultat est loin d’étre optimal puisqu’il affirme seulement une convergence
ponctuelle sans préciser la vitesse a laquelle la convergence a lieu. Par la suite, on travaillera
avec la distance de variation totale.
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Définition 3.3.4 Soient i et v deur mesures de probabilité sur X. Leur distance en variation
totale est définie par

1
= vlay =sup () v =5 swp | [sau- [a] (330
AeB FEL™, | flle<1

Revenons au cas ou K (z,dy) est un noyau de Markov sur X admettant une mesure station-
naire 7. Notons Il le projecteur sur les fonctions constantes Ilo(f) = [y f(x)dn(x). La distance
de variation totale entre K" (x,dy) et la mesure stationnaire est une quantité qui dépend du
point de départ x. Il est donc naturel d’essayer d’estimer cette quantité indépendamment de .
11 vient de la définition précédente que

1
sup || K" (z,dy) — 7||lrv = = || K™ — Hp|| oo 100 (3.3.7)
reX 2

Nous verrons par la suite, comment des techniques spectrales permettent d’estimer cette quan-
tité. Une difficulté notable vient du fait qu’on doit estimer un opérateur dans L°°, un espace
fonctionnel qui n’est pas naturellement associé a la décomposition spectrale des opérateurs.

3.4 Opérateurs de marche aléatoire et de Metropolis dans le cas
continu

Dans cette section, nous définissons dans un cadre général, la classe d’algorithmes que nous
étudions. Ces algorithmes ont été introduits en 1953 par Metropolis et al [MRR 53] pour mettre
en oeuvre des procédés d’échantillonnage pour des problemes de transitions de phase modélisés a
travers le probleme des spheres dures. De nombreuses généralisations ont été développées depuis.
Nous décrivons ici un algorithme de Metropolis semiclassique associé & une mesure de densité
sur un ouvert d’une variété Riemannienne.

On se donne une variété Riemannienne, lisse, sans bord (M, g). On note dy(x,y) la distance
géodésique entre deux points de la variété et dya la forme volume induite par la métrique. On se
donne une fonction @ sur M. On suppose que @ est strictement positive, bornée et que la mesure
dm = 0(z)dyx est finie sur M. Pour h €]0,1], on note By,(z) la boule riemannienne centrée en z
et de rayon h et on note |By(z)| son volume.

Soit 2 un ouvert de M et #(x) une fonction strictement positive et bornée sur Q telle que
dr(xz) = 0(x)dgx est une probabilité sur Q2. On considere I'opérateur 7}, défini sur les fonctions
continues sur ) par

1

(Tif) (@) = un(@)f(2) + s

41&@@V@Mﬂw (3.4.1)

avec up(z) =1— _”7(;(3%(}193()8?) On remarque que la fonction uy, est a valeurs dans [0, 1[. On note
tn le noyau de Ty, qui est donné par
Ldy(z.9)<n}
th(z,dy) = up(2)0y—p + —2=d7(y), Vo € Q 3.4.2
h( y) h( ) Y W(Bh(x)) (y) ( )

oll dy—, est la mesure de Dirac centrée en z : [ f(y)dy— = f(z) pour toute fonction continue

f.
Par définition, quelque soit z € Q, t;(x,dy) est une mesure de probabilité sur , et par
conséquent tj est un noyau de Markov. Dans le cas ou 6 = 1, c’est le noyau associé a la marche
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aléatoire naturelle dans 'ouvert {2 définie de la maniere suivante : si la marche est au point z,
elle se déplace en un point y € M choisi uniformément dans la boule géodésique centrée en x et
de rayon h. Si le point fabriqué ainsi est encore dans 'ouvert €2, on effectue le mouvement, si
par contre il sort de €2, on reste au point x.

Soit T}, l'opérateur transposé de T}, agissant sur les mesures de Borel sur €, défini par
CTh(p), f) = {u, Th(f)). Soit dvy la mesure de probabilité sur Q définie par :

7(Bp(v))

7. (@) (3.4.3)

dl/h =

ou Zj, est une constante de normalisation telle que dvy(§2) = 1.

On vérifie facilement que T}, est auto-adjoint sur L?(€,dvy) et admet dvj, pour mesure
invariante. Le fait que Zj, est incalculable en pratique pose a priori un probleme. De plus, la
mesure que ’on désire réellement échantillonner est dr plutét que dvy,.

La stratégie de Metropolis consiste & modifier le noyau t;, de sorte qu’il admette dn(x) =

9(z)

0(z)dgx comme mesure stationnaire. On note p(x) = 3() POUT tout = € (1 et on remarque que

les mesures vy, et 7w sont reliées de la maniere suivante :
dm(x) = p(z)dvp(x) (3.4.4)

avec p(x) = f?gi ((i))) (on omet la dépendance de p par rapport a h afin d’alléger les notations).

On définit le taux d’acceptation A(z,y) associé a la fonction p(z) par

A(z,y) == min(1, 22) = min(1, ). (3.4.5)

On remarque au passage que la constante Z; inconnue a disparu. Le noyau de Metropolis est
alors défini par

Mh(x> dy) = wh(x)6y=:v + A(CE, y)th(x’ dy) (346)

avec wy(x) = 1 — [ A(z,y)tp(x,dy). En terme de marche aléatoire, le noyau précédent se
comprend de la maniére suivante. Si la marche est au point x, elle se déplace en un point y
construit grace au noyau t;(x, dy). Si le point obtenu vérifie p(y) > p(x), on garde le déplacement.
Dans la cas contraire, on effectue le mouvement avec probabilité A(x,y) et on reste sur place
avec probabilité 1 — A(x,y).

Si on utilise la définition de ¢, un simple calcul montre que

My (z,dy) = mp(2)0y= + Kp(z, dy) (3.4.7)

avec
1 1

Knlesdy) =100 e B ) o)) s 1)

(3.4.8)

et mp(x) =1 — [, Kp(z,dy).

Nous allons consacrer les prochaines sections a 1’étude de ces opérateurs. Commencons par
énumérer certaines notations qui seront utilisées par la suite. On notera

vp(z) = T(By(z)) (3.4.9)
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le volume de la boule géodésique centrée en x et de rayon h pour la densité dm(z) = 0(x)dy(z).
On introduit aussi 'opérateur |AlV| défini par

h2

1-Tp=—
" 2(d+2)

N (3.4.10)

C’est clairement un opérateur borné, positif et autoajoint sur L?(€2, dvy). De méme, on définit
|AY'| par
1—Mh:h72]AM] (3.4.11)
2d+2) """ o
On obtient ainsi un opérateur autoadjoint sur L?(€2, p(x)dz).

On notera H*(2) les espaces de Sobolev définis par l'opérateur de Laplace-Beltrami —A,
sur €.

Dans tous les cas que nous considérerons, 1 ne sera pas dans le spectre essentiel de Tj,.
Par suite, le spectre de T}, pres de 1 sera discret. On notera 1 = po(h) < pi(h) < po(h) <
... < pug(h) < ... la suite décroissante des valeurs propres de T}, au dessus du spectre essentiel.
Dans certains cas, la suite de ces valeurs propres constitue le spectre de T}, ; dans d’autres cas il
existera seulement un nombre fini de valeurs propres au dessus du spectre essentiel. On discutera
ces questions par la suite. Par ailleurs, le fait que pg(h) = 1 soit valeur propre simple n’est pas
évident a priori. Dans tous les cas que nous regarderons ce sera cependant le cas. On définit
donc le trou spectral par g(h) = dist(1, Spec(Ty) \ {1}) =1 — p1(h).

Dans certaines situations, il sera utile d’adopter une caractérisation variationelle du trou
spectral. Pour cela on introduit les fonctionnelles suivantes. La forme de Dirichlet associée a T},

En(f) = (A =Th)f, ) r2@,dv) (3.4.12)

et la variance

Vn(f) = HfH%Q(Q,dyh) — (/. 1>%2(Q’dyh)- (3.4.13)

Le trou spectral est alors la meilleure constante telle que pour tout f € L?(Q,dvy,), on ait

Vilf) < ﬁa’h(f) (3.4.14)

On remarque enfin qu’un calcul élémentaire utilisant (3.4.2) et (3.4.3) montre que :

&)= 37 | Banenlf @) = 1) dn(a)dr(y) (3.4.15)
et
W =3 [ (@) = 1) @i (3.416)

Nous allons décrire le spectre de T}, au moyen d’un opérateur limite que nous introduisons
maintenant. Soit

L,=-A+ %. (3.4.17)

C’est un opérateur autoadjoint sur L?(§2) avec domaine
D(L,) = H*(M) (3.4.18)
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siQ=M et
D(L,) = {u € H' (M), Au € L*(M) et dujpq = 0} (3.4.19)

si Q est un ouvert relativement compact de R%. Dans tous les cas, on notera 0 = \g < A\ <
A2 < ... < A < ..., la suite croissante des valeurs propres de L,. Dans certains cas, I’opérateur
L, sera a résolvante compacte et ses valeurs propres constitueront son spectre. Dans d’autres
cas, 'opérateur L, aura du spectre essentiel et certaines de ses valeurs propres seront plongées.
On remarque que L, est en fait un Laplacien de Witten sur les formes de degré 0. L’étude de
son spectre a donné lieu a de nombreuses publications en particulier dans le cadre semiclassique
p = e /" (voir par exemple [HKNO4], [HN06], [LPa], [LPb] pour des résultats récents et [Hel02]
pour une vue d’ensemble). L’étude d’opérateurs de marche aléatoire pour une densité p de la
forme e~/ pourrait constituer une piste de recherche intéressante et permettre de fabriquer
des exemples de densité pour lesquelles le trou spectral est exponentiellement petit.
Pour A € [0,1] et A > 0, on introduit la fonction de comptage

N(X\ h) = 8Spec(Ty) N [1 — A 1]. (3.4.20)

Le volume euclidien de la boule unité dans R? apparaitra & de nombreuses reprises dans la
suite. On le notera ay. Un simple calcul en coordonnées polaires montre que

2 Qg
zidz = 3.4.21
/zeBRd(O,l) ! d+2 ( )

Enfin, dans toute la suite apparait la fonction Gy : R* — R définie par

Gd(g):i / e dy (3.4.22)
Qd J]y|<1

Au facteur o%d pres, la fonction Gy est la transformée de Fourier de la fonction caractéristique

de la boule unité dans R%. C’est une fonction radiale et ’on introduit la fonction T'y définie sur
[0, 0o par
Ga(€) = Ta(l¢). (3.4.23)

On rassemble dans le lemme suivant quelques propriétés élémentaires des fonctions G4 et I'y que
nous utiliserons dans toute la suite.

Lemme 3.4.1 La fonction G4 appartient a la classe de symboles S(<§>_ma"(1’%)).
La fonction Ty est analytique et il existe vo < 1 tel que T'4(s) € [—0, 1] quelque soit s. De

plus, on a lims_Lg(s) =0, Tg(s) =1 ssi s =0, et prés de s =0

S

~WaTD + O(s%) (3.4.24)

La(s) =1
Enfin, il existe une fonction analytique Fy : R — R telle que
1 —Ty(s) = sFy(s) (3.4.25)

avec Fy(s) > 0 pour tout s € R.

Selon que la variété M est bornée ou ne l'est pas, la nature du spectre de T} change sub-
stantiellement. Cependant, la stratégie générale d’étude de ces opérateurs reste la méme. Nous
en esquissons maintenant les grandes lignes.
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1) On commence par montrer 'existence d'un trou spectral g(h) en O(h?). Autrement dit,
on doit montrer que 1 est valeur propre simple de T}, et que la seconde valeur propre p;(h)
vérifie c;h? < 1—p1(h) < co h?. On procede différemment selon la "régularité du probleme”.
Dans les cas peu réguliers, on utilise des méthodes variationnelles qui fournissent une esti-
mation assez grossiere de g(h) (voir les résultats obtenus sur un ouvert Lipschitz [DLMO8]
ou sur une variété a pointes [CGM10]). Si les données du probleme sont suffisamment
régulieres et permettent I’emploi de méthodes microlocales, on prouve directement une
approximation du spectre de T} par celui de 1 — hQLP, pour ce qui concerne les valeurs
propres proches de 1. Dans ce cas, la démonstration passe par I'obtention d’estimations de
régularité des fonctions propres de 7T}, afin d’obtenir suffisamment de compacité.

2) Lorsque le spectre essentiel de T}, est suffisamment loin de 1, disons o.s5(Ty) C [—1 +
30,1 — dol, il est légitime et utile pour la suite d’étudier la fonction de comptage N (A, h)
lorsque A varie dans [1 — dp, 1]. Dans certains cas, on obtient une asymptotique précise (au
premier ordre) de cette fonction. De maniére générale, la propriété fondamentale que nous
établissons sur cette fonction est I'existence de constantes C, g > 0 telles que

N(\h) <C(1+Ah2)

pour tout A € [1 — dp, 1] et h > 0 assez petit.

3) Armés des résultats précédents sur le spectre de T}, et les fonctions propres associées, on
peut attaquer le probleme de la convergence vers la mesure stationnaire. On commence
par remarquer que l'existence d’un trou spectral combinée au théoreme spectral montre
que

1T = Mo ull dn — 22y < (1 — g(R)" (3.4.26)
ou Iy j, est le projecteur orthogonal sur les fonctions constantes dans L?(2,dvy,). Combiné
avec le fait que g(h) ~ Ch?, ceci montre immédiatement que pour la norme L2, la conver-
gence vers la mesure stationnaire est en e~Cnh* Gi I'on veut obtenir un résultat similaire
pour la distance de variation totale, il faut travailler un peu plus. En effet, il s’agit alors
d’estimer l'opérateur T}' — Il 5 sur L°°. La principale difficulté vient du fait que la borne
sur lopérateur 7T}, de L? dans L™ est assez mauvaise. L’idée générale consiste alors & uti-
liser les estimations des fonctions propres ainsi que celle de la fonction de comptage des
valeurs propres.

Avant de passer a la description précise de nos résultats, nous aimerions faire quelques
commentaires généraux.

Dans presque toutes les situations, la description du trou spectral se fait au moyen de
I'opérateur limite L,. Grosso modo, on montre que g(h) ~ h?Ai, oil A\ est la premicre va-
leur propre non nulle de L,. Ce résultat établit un lien entre deux objets importants, mais en
pratique il reporte la difficulté du calcul de g(h) sur le calcul de A;. Si le domaine € n’est pas
élémentaire, le calcul explicite de \; est impossible. Pour ce qui est du calcul numérique, des
que louvert 2 est compliqué, il devient tres difficile de calculer A;, en particulier en grande
dimension. Il serait donc tres intéressant de montrer des bornes a priori sur la constante Aq, en
fonction de la géométrie de I'ouvert et de la dimension de I’espace ambiant.

Pour ce qui concerne la convergence vers ’équilibre, on montrera des estimations du type

[0 (z, dy) — dvp ||y < Ce™ ™M)

pour une certaine constante C' indépendante de h. En plus de la difficulté du calcul de A\; évoquée
ci-dessus, il apparait que la constante C' dépend elle aussi fortement des parametres du probleme.
Des estimations précises sur cette constante seraient elle aussi d'un grand intérét.
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Nous allons maintenant détailler les résultats que nous avons obtenus. Dans la prochaine
section nous considérons le cas ou M est une variété compacte. On considérera ensuite le cas
d’une variété non compacte munie d’une mesure de probabilité.
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Chapitre 4

Cas d’un espace d’état borné

On décrit dans cette partie des résultats portant sur 'analyse d’opérateurs de type Metropolis
lorsque €2 est un ouvert d’'une variété Riemannienne compacte sans bord. On commence par
décrire les résultats obtenus avec G. Lebeau dans le cas ou Q = M, [LM10].

4.1 Marche aléatoire sur une variété compacte sans bord

Dans cette section, on suppose que Q = M et § =0 = W Pour simplifier les notations

on supposera que Vol(M) = 1. L’opérateur de marche aléatoire est donc défini par

1
Tif@) = [ fwd
vh(x) dg(z,y)<h 7
ou vp(z) = |Bp(z)| désigne le volume Riemannien de la boule de rayon h centrée en z . Il a

gz . . .
pour noyau tp,(z,dy) = dey qui est markovien. La norme de T}, agissant sur L?(M, dvy,)

est égale a 1 et pour tout A > 0 fixé, la variété M étant compacte, 'opérateur T}, est compact.
Par conséquent son spectre Spec(T}) est un sous ensemble fermé de [—1, 1] qui est discret dans
[—1,1] \ {0}, avec 0 comme point d’accumulation.

Avant de décrire les résultats obtenus dans [LM10], considérons 'exemple ou la variété est
le tore plat de dimension d muni de la métrique euclidienne : M = (R/27Z)%. Dans ce cas,
l'opérateur T} et le Laplacien sont tres étroitement reliés puisque T}, = Fd(—thg). En effet
sur le tore, le spectre du Laplacien est décrit par la théorie des séries de Fourier. A chaque

k € Z¢ correspond une fonction propre frlz) = (275 a7 eilk:1) de —A, associée a la valeur propre

k| := Z;‘l:1 k:]2 De plus, les fonctions fy, k € Z¢ forment une base hilbertienne de L?(M). Par
conséquent, il suffit de vérifier que T} fr = Fd(—hQAg) fi pour tout k € Z?. Comme la métrique
est plate, on calcule facilement :

1 . ei<kvm> .
2m) 2Ty, fr(z) = / eHkY) o) — / oihk,u) g0,
o) T fr(@) = 3 B Y=o Lo )
= Da(h*[k[*)e" ™) = (2m) 2T y(~h2Ag) fi ()

Par suite, le spectre de T}, est entierement décrit par la fonction I'y. Par exemple, on voit tres
facilement en utilisant le développement limité de I'y en 0 que le trou spectral est donné par

h? 4
g(Th) = 2(d+2) + O(h )

Dans le cas ou la variété n’est pas un espace symétrique et lorsque la métrique n’est pas
plate, lopérateur T} n’est plus une fonction du Laplacien. Cependant, il subsiste quelque chose

de 'approximation de T}, par I'y(—h?A,).
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4.1.1 Etude de I’opérateur de marche aléatoire

Théoréme 4.1.1 [l existe v < 1 tel que pour tout h > 0 assez petit, on a Spec(Ty) C [—~,1]
et 1 est valeur propre simple de T},. De plus pour tout L > 0, il existe hg > 0 et C' > 0 tels que
pour tout h €]0, hg| et pour tout k < L, on a

1 — px(h) Ak

- < Ch? 1.
=2 2(d+2)|—0h (4.12)

Pour tout § €]0,1], il existe des constantes Cs; > 0 indépendantes de h €]0, hg)], telles qu’on
ait les estimations suivantes : pour tout T € [0,(1 — 0)], la fonction de comptage N(7,h) =
#Spec(Ty) N [1 — 7,1] satisfait la loi de Weyl
IN(7,h) — (27rh)d/ drd¢| < Cs1(1+ hi27’)%
Ta(l¢2)e1—m.1]
ot dzd§ est la forme volume canonique sur la variété symplectique T*M , et |£], est la longueur
Riemannienne du co-vecteur & au point x. En particulier, on a

(4.1.3)

N(1,h) < Csa(1+7h™2)%/? (4.1.4)

De plus toute fonction propre ez de Ty associée a une valeur propre pr(h) € [9,1] satisfait
estimation suivante avec Ti(h) = h=2(1 — ug(h))

lellzee < Coa(1+ 7 () lefl] 2 (4.1.5)

D’aprés (4.1.2), les opérateurs |[AV| = 2(d + 2) 1712Th et —A, ont des valeurs propres tres
proches dans tout intervalle [0, L] indépendant de h, pour h assez petit. Le résultat suivant
donne une information plus précise sur la différence de leurs résolvantes lorsque h est petit.
Dans le cas présent d'une variété compacte, les espaces L*(M,dvy,) et L?(M, dyx) sont égaux et
leurs normes naturelles respectives sont équivalentes, uniformément par rapport a h.

Considérons les deux ensembles Fy et Fy définis par Fy = {z € C, dist(z, Spec(—Ay)) < €},
Fy ={z € C,Re(z) > A, |[Im(2)| < eRe(z)}, avec £ > 0 petit et A > 0 grand. Soient F' = FyUF
et U=C\ F. On a le théoreme suivant :

Théoréme 4.1.2 [l existe C,hg > 0 tels que pour tout h €)0, hy], et pour tout z € U
I(z = AR )" = (2 + Ag)H2mp2 < OB (4.1.6)

Les résultats précédents fournissent des informations assez précises sur I'opérateur Tj,. Toutes
ces informations seront utilisées pour étudier la convergence des itérés vers I’équilibre. L’asymp-
totique de Weyl (4.1.3) et l'estimation de Sobolev (4.1.5) sont a rapprocher des estimations
classiques similaires pour le Laplacien sur M. Pour ce qui est de 'estimation de Weyl, on verra
d’ailleurs qu’elle repose sur 'estimation de Weyl classique.

La mesure duy, étant réversible pour cet opérateur, on peut utiliser le Théoréeme 4.1.1 pour
démontrer la convergence de du noyau t}(z,dy) vers la mesure stationnaire dvy,. Dun point
de vue pratique, la mesure que l'on désire vraiment approcher n’est pas vy (qui a par exemple
le mauvais goit de dépendre de h). Afin d’obtenir un noyau de Markov pour lequel la forme
volume canonique est stationnaire, on modifie t,(z,dy) en suivant la stratégie de Metropolis.
Les résultats que nous avons obtenus sont présentés dans la partie suivante.
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4.1.2 Etude de Popérateur de Metropolis
On considere le noyau ”Metropolisé” de ty, :
My (z,dy) = mp(2)0y—g + kn(z,y)dgy (4.1.7)

ou les fonctions my, et kj, sont définies par

1 1
kn(z,y) = mm( ; ) D, (2.y)<n dgy
vn(y) vn(z) (4.18)
mae) =1~ [ k(o)
M
Ainsi défini My (z,dy) est aussi un noyau de Markov. En outre 'opérateur
M(F)@) = [ £ My (4.19)

est auto-adjoint sur I'espace L?(M, dgx), et par conséquent, on ch(dgx) = dgx pour tout h.
Autrement dit, la mesure de probabilité djuy = dga/Vol(M) est invariante par Mp,.
On peut alors obtenir une description du spectre de M}, analogue a celle du Théoreme 4.1.1.

Théoréme 4.1.3 [l existe v < 1 tels que le spectre de My, est contenu dans [—v,1], 1 est valeur
propre simple de My, et le spectre essentiel de M), est contenu dans [0, Ch3] pour h assez petit.

De plus, si l’'on note
Ch® < ... < Jipg1(h) < fie(h) < .ir(h) < fig(h) =1 (4.1.10)

la suite décroissante des valeurs propres situées au dessus du spectre essentiel de My, alors
quelque soit L > 0, il existe hg > 0 et C' > 0 tel que pour tout h €]0, hy| et pour tout k < L, on

ait _
h? 2(d+2)

Pour 6 €]0,1] et 7 €]0,1 — 4], le nombre de valeurs propres N(7,h) de My, dans Uintervalle
[1 — 7, 1] vérifie l’estimation de Weyl :

| < Ch (4.1.11)

|N(r,h) — (2wh)~? / dwde| < Cs1(1+h~27) "2
Ta(€12)ell—m1]
Enfin, il existe Cy tel que toute fonction propre 'éz de My, associée a une valeur propre
ﬁk(h) € [53 1]’ vérifie

(4.1.12)

1€l < Cs(1 + Fa(h) |} 2. (4.1.13)
avec Tx(h) = h=2(1 — fig(h)) .
La preuve de ce théoreme repose sur le fait que M), est une petite perturbation de T},. Ceci
explique que l'asymptotique spectrale (4.1.11) soit moins bonne que dans le Théoreme 4.1.1.

A Tl’aide de ces résultats on peut donner un théoreme précisant la vitesse de convergence du
noyau M} (z,dy), itéré n fois de My, vers la mesure stationnaire dpips.

Théoréme 4.1.4 [l existe A > 0 et hg > 0 tels que pour tout h €0, hg] on ait les inégalités
suvantes :

ek < 9 b 1M} (2, dy) — duadllry < AP pour tout n (4.1.14)
xX
Iciy(h) et o' (h) sont deux fonctions positives telles que y(h) ~ ~'(h) ~ 2(3i2) quand b = 0.
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4.1.3 Esquisses de preuves

L’objet de cette section est de donner quelques idées des preuves des Théoremes 4.1.1 a 4.1.4.
Pour les détails, nous renvoyons & [LM10]. Commencons par ’analyse spectrale de I'opérateur
T},. La premiere étape de la démonstration consiste a établir une bonne approximation de T,
par un opérateur pseudo-différentiel.

Structure de opérateur

Soit U € M une carte munie de coordonnées locales © = (1, ...,x4) € RL Pour z € U et
r > 0 petit, la boule géodésique de centre x et de rayon r est donnée par

B(z,r) ={z +u, Z ki j (2, w)ujuy < r?} (4.1.15)

ot (k;j(x,u));; est une matrice symétrique réguliere en la variable (z,u) et telle que k; j(x,0) =
gi,j(). Pour toute fonction f a support compact dans U et pour h assez petit, T}, f est supportée
dans U et dans les coordonnées locales, on a

Thf(z) = —— Fz+ w)/det(g(z + u))du (4.1.16)
|B(£C, h)| tuk(z,u)u<h?

En faisant un changement de variable hv = w = kY/2(x, u)u dans 4.1.16, il vient

hd

Thf(zx) = [B(z,h)] Jjuj<1

f(x 4+ hm(z, hv)v)p(z, hv)dv (4.1.17)
ou m(z,w) est la matrice symétrique définie positive et réguliere en (z,w) telle que pres de

w=0onaw=k"?(z,u)u < u = m(z,w)w. En particulier, m(z,0) = ¢~ /%(z) et p(z,w) =

Vdet(g(x + u))|detg—$| est réguliere en (z,w) et p(x,0) = 1.

En utilisant la transformée de Fourier semiclassique, on obtient

T f(x) = Ch™* / e v b (€, h) f(y)dy (4.1.18)
avec
hd ‘h—l
- ih™ (m(z,hv)v,€)
b(x,&, h) B )] S e plx, hv)dv. (4.1.19)

En utilisant la méthode de la phase stationnaire, on donne une approximation du symbole
b(x,&,h) :

b(w,&,h) = P+ TEN T (2, € h) 4+ -0 (2.6 h) + (2, €, h) (4.1.20)
oun € S™% 74 sont deux symboles de degré —(d + 1)/2 et les phases ¢4 satisfont
O (2,8, h) =[Sl + O(h) (4.1.21)

Ainsi, T}, est localement la somme de deux transformations canoniques quantifiées avec des
symboles de degré —(d+1)/2 < —1 et des phases proches de (z —y)¢ + h|{|,. En particulier, ces
opérateurs ”"gagnent une dérivée semiclassique”. On en déduit le premier résultat intermédiaire
important :
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Lemme 4.1.5 Soit x € C°(R) égale a 1 prés de 0. 1l existe hg > 0,Cp > 0 tels que pour tout
p € [1,00], h €]0,ho] et s > 1, on ait

—h2A C
Do < 72 (4.1.22)

175 (1 = x)(

Au regard du lemme précédent, on peut maintenant se concentrer sur I’étude de I'opérateur
a basse fréquence. Des calculs en coordonnées locales permettent de montrer le résultat fonda-
mental suivant :

Lemme 4.1.6 Soit hy suffisamment petit et &g € C°([0,00]) . Pour h €]0, ho), les opérateurs
Th<I>0(h2Ag) et <I>0(h2Ag)Th sont dans la classe Egl. De plus, l'opérateur A;, = h_Q(Th—I’dﬁ)‘I)O(—thg)
appartient a E((§)~°°). Son symbole principal, oo(Ap,), vérifie prés de & =0

_(S(®) 2 M2 w . 2 3
o0(A) () = (52 ERTH0) ~ T4(0)?) + ~L Ric(r) (€,€) ) Bo(IE) + OEY)  (4.1.23)
ot Ric(z) et S(x) sont respectivement le tenseur de Ricci et la courbure scalaire au point x. De
plus, étant donnée une carte locale U et a(x,&,h) ~ > (h/i)*ay(x, &) € S, un symbole tel que
dans cette carte locale A, = Op(a) + Ry, avec Ry, régularisant, alors pour tout k € N et pour
tout x € U, on a ag(z,0) = 0.

Preuve. La preuve de ce Lemme est un peu technique mais sans surprise. On calcule séparément
les symboles des opérateurs T, ®o(h?A,) et de Ty(—h?A,)®o(h?A,). Pour le premier, on se place
en coordonnées exponentielles en un point x et on calcule le symbole a l'origine. Le calcul du
second est classique via la formule d’Helffer-Sjostrand.

Enfin, pour établir les identités ax(x,0) = 0 pour tout k € N, on utilise le fait que T} est
Markovien. Par suite, T, ®o(h2A,)(1) = Tp(1) = 1 et Tg(—h2A ) @o(h?A,)(1) = T(0) = 1 et
a(z,0,h) = O(h™). O

Estimées des fonctions propres

Un point crucial dans ’étude des opérateurs de marche aléatoire est I’obtention d’estimations
a priori des fonctions propres de T}. Ces estimations sont utilisées a diverses étapes de 'analyse :
développement asymptotique des valeurs propres, preuve des estimations de variations totales,
etc. En utilisant les résultats précédents, on montre dans un premier temps des estimations de
régularité semiclassique :

Lemme 4.1.7 Quelque soit 6 > 0 et pour tout j € N, il existe une constante Cs; > 0 telle que
pour toute fonction propre ez de Ty, associée a une valeur propre pi(h) € [0,1], on a

J
11 = W22 )3 bl araye) < Cogllelllz2ar iy, (4.1.24)

De plus, il existe ss > 1 tel que |T'g(s)| < g pour tout s > ss — 1 et quelque soit x € C§°(Ry)
égale a 1 sur [0, ss] et O sur [ss + 1,00[, on ait

(1= ) (~h?Ag)el: = O (h™) (4.1.25)
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Preuve. La preuve de (4.1.24) est une conséquence assez directe du fait que T}, est une transfor-
mation canonique quantifiée avec symbole d’ordre plus petit que —1.

Pour démontrer (4.1.25), on commence par montrer que si ¢ € Cj°(R) est supportée dans
(s, +0c[ alors Y(—h2A,)el = O(h™). Pour cela, on part de 'équation (T}, — g (h))ef = 0, dont
on déduit aisément a l’aide du Lemme 4.1.6

(Ca(=h2Ag) = pe(W)(~h>Ag)el = O(h?) (4.1.26)

Avec le choix de troncatures que nous avons fait, 'opérateur apparaissant dans le membre de
gauche est elliptique et on obtient I'estimée annoncée. Pour traiter les hautes fréquences, on
utilise le Lemme 4.1.5. O

On démontre ensuite des estimations de régularité sans perte de puissance de h. ces estima-
tions sont & comparer aux estimations de Sobolev des fonctions propres du Laplacien sur une
variété compacte.

Lemme 4.1.8 Quelque soit 6 > 0 et pour tout j € N, il existe une constante Cs; > 0 telle que
pour toute fonction propre eZ de Ty, associée a une valeur propre pp(h) € [6,1], on a

z 1—pi(h)\ 2
11— AQ)QeZ“LQ(M,dgx) < Cs5;(1+ T) ? HGZHLQ(M7dg$)' (4.1.27)

Preuve. Soit eZ comme ci dessus. D’apres le Lemme 4.1.7 (et en interpolant un peu), il existe une
fonction de troncature x € C§°(R) telle que el —y(—h?A,)ell € Oceo (h*°). Il reste donc a estimer
e = x(—h*Ay)e. On déduit de ce qui précede que (T}, — 1)x(=h%A,) + h2m,)El € Oceo (h)
et on déduit du Lemme 4.1.6 que

((Tq — 1)(=h*A,) + W2 Ay, + h?7,)Er € Ocso (B™°) (4.1.28)

avec Ay, € £,°°. Le point clef de la preuve consiste a observer que (I'q — 1)(s) = —sFy(s) avec
F}; satisfaisant les conclusions du Lemme 3.4.1. On obtient alors

— AgFy(—h%A el = (Ap + )El + Ogee (h™) (4.1.29)

Puisque Ay est borné uniformément par rapport & h sur tous les espaces de Sobolev H7 (M), on
déduit de (4.1.29) que pour tout j € N,

1Fa(=h*Ag)efll v ary < C(L+ )1} s (ar) (4.1.30)

Pour conclure, il suffit de remarquer que F, étant strictement positive, elle est minorée uni-
formément par une constante strictement positive indépendante de h sur le support de x. [

Analyse du spectre

Nous sommes maintenant en position de prouver les résultats du Théoreme 4.1.1

Le fait que le spectre de T}, soit situé au dessus d’une certaine constante v9 > —1 est une
conséquence immédiate des Lemmes 4.1.6, 4.1.5, 3.4.1 et de I'inégalité de Garding.

Commencons la preuve de (4.1.2). Pour k£ € N, notons my, = dim(Ker(Ag + A)) la mul-
tiplicité de Ag. Soit py € CG°(R) égale a 1 pres de zéro. Alors, il existe hg > 0 tel que pour
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tout h €]0, ho), on a e = po(—h?A,)e quelque soit e € Ker(A, + Ag) avec k < L. On déduit du
Lemme 4.1.6 que

I(Th = Ta(=h*Ag)) ()l 2 (M) | = 1(Th = Tal(=h>Ag))p(h* Ag)(e)ll 2 (11,

_ 210 — O(MIA (4.1.31)
10pn(a)el| 2 (as,dvy) () geHL2(M,dgx)

Par ailleurs, on a I'g(—h?Ay)e = Tg(h*Mi)e = (1+h?T7(0)A\x + O(h?))e. En combinant cela avec
(4.1.31) on obtient ||(JA}Y] = Ae)ell L2 (v = O(h?) pour tout e € Ker(Ay+ Ag). Comme |A]Y|
est auto-adjoint sur L%(M, dvy,), ceci prouve qu'il existe Cp > 0 tel que

Vh €]0, ho,¥0 < k < L, card<spec(|A,ZV|) A [k — Coh2, A, + Coh2]> > my,. (4.1.32)
Réciproquement, si e est une fonction propre normalisée ]AhW], ]AhW]eh = el, avec 7,
borné, on déduit du Lemme 4.1.7 que € — po(—h%A,)e" € Oce(h*). En utilisant le Lemme

4.1.8 avec 75, borné, on obtient |le"|z; (M) < C; pour tout j, avec C; indépendant de h. Le
méme argument que ci-dessus montre qu’il existe C' > 0 indépendant de h tel que

1 + Ag) ()l r2(arau) < OB (4.1.33)

et I'on déduit du théoréme spectral que dist(7y,, Spec(—A,)) < Ch?.

Il reste & monter que pour h assez petit , on égalité dans le membre de droite de (4.1.32).
Soit p > my, et ui(h),...,up(h) une famille de vecteurs propres de |A}V| associés a la valeur
propre 7;(h) € [Ax — Coh?, A\ + Coh?], orthonormale pour le produit scalaire (., VL2 (M,dvy)-
D’apres le Lemme 4.1.8, il existe une sous-suite (hy) tendant vers 0 lorsque n — oo et telle
que u;(hy,) converge dans H?. D’apres (4.1.33), sa limite f; est solution de —Ayf; = Agf pour
tout I =1,...,p et les fonctions f; sont orthogonales pour le produit scalaire (.,.) L2(M,dgz)- Ceci
prouve que my > p, et achéve la preuve de (4.1.2). Ceci montre aussi que 1 est valeur propre
simple de T},.

L’estimation (4.1.5) est une réécriture du Lemme 4.1.8. Il reste donc a prouver l'estimation
de Weyl. Notons Ny(A, k) le nombre de valeurs propres de I'y(—h?A,) dans lintervalle [1— A, 1].
En utilisant le Lemme 4.1.6 et le principe du min-max, on montre qu’il existe des constantes
Cy,C_ > 0 telles que pour 7 > 0 assez grand, on a

N((r — C1)h?,h) < No(th?,h) < N((1 + C_)h%, h) (4.1.34)
Il suffit donc de montrer que Ny vérifie I'estimation suivante :

No(h2, ) — (2mh)~ / dedé| < C(1+7)"7.
PRIl —rh2, 1]

(4.1.35)

Celle ci s’obtient en combinant I'estimation de Weyl avec reste optimal pour le Laplacien sur
une variété compacte, combinée avec la structure de la fonction I'y.

Convergence des résolvantes

Le Théoreme 4.1.2 se démontre a partir de la description du spectre obtenue dans le Théoreme
4.1.1. On commence par introduire I'opérateur
1 —T4(—=h%Ay)
2

IAY = 2(d + 2) (4.1.36)
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En utilisant le Lemme 3.4.1, on montre que
Iz = [ARD ™ = (2 + Ag) 72 < O (4.1.37)
uniformément par rapport a z € U. La preuve se réduit donc a montrer que
Iz = 1A )™ = (= = 1ARD) e < OR%. (4.1.38)
Cette estimation s’obtient a nouveau a partir des Lemmes 4.1.6 et 4.1.7 et de 'identité de la
résolvante.
Analyse de 'opérateur metropolisé

L’objet de cette section est de donner les ingrédients de démonstration du Théoreme 4.1.3.
Partant des définitions (4.1.7), on peut écrire My = T}, + Rj, avec

1 1
min <|B(y, T |B(m,h)|’0)f(y)dgy (4.1.39)

En écrivant un développement limité du volume des boules, on voit facilement que la fonction

Ru(f) () = ma (@) f () + /

dg ({L’,y)<

a(z,,y,h) = h%=2 min (IB(;vh)I - \B(;:,h)| , 0) vérifie les estimations suivantes :
la(z,y,h)| < Cdy(z,y), [Vealz,y,h)|+|Vya(z,y,h)| < C (4.1.40)
On en déduit aisément les estimations suivantes sur Ry, :
IRl 212 = O®), || Rl = O(h?). (4.1.41)

A Taide de cette estimation, il est assez facile de démontrer (4.1.11) et (4.1.12). Pour ce qui est
de l'estimation des fonctions propres (4.1.13), elle demande un peu plus de travail. En effet, le
noyau de M, étant seulement Lipschitz, les techniques d’analyse microlocale ne s’appliquent pas
et 'on ne peut pas démontrer d’estimation de Sobolev pour les fonctions propres de Mj,. Pour
contourner ce probleme, on démontre de la régularité WP et on utilise une injection de WP
dans L*°. On renvoie a la section 4 de [LM10] pour les détails.

Convergence vers la mesure stationnaire

Nous esquissons ici la preuve du Théoreme 4.1.4. Partant de la formule (3.3.7), on doit

montrer qu’il existe A, hg > 0 et y(h) ~+'(h) ~ ﬁ tels que

— (R < M~ | poe e < AT (RIRRT, (4.1.42)

oi1 Iy est le projecteur orthogonal dans L?(M, duyy) sur Iespace des fonctions constantes

h(7)(w) = iy . T (4143

La borne inférieure s’obtient facilement en remarquant que (M —1IIo)(e?) = (1—h27h)"el, avec

~h
|7 — d+2 | < Ch d’apres (4.1.11).

Passons maintenant a la preuve de la borne supérieure. Comme nous l'avons remarqué
précédemment, I'existence d’un trou spectral fourni seulement une estimation L?. Si 'on vise &
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obtenir des estimations en variation totale, on doit estimer des opérateurs dans L™ et ’on perd
Porthogonalité des projecteurs. On doit donc utiliser des informations plus fines sur le spectre.

L’opérateur M;' étant Markovien, il est borné par 1 sur L* (de méme que Ilp). Afin de
prouver (4.1.42), on peut donc supposer n > Coh~2. Soit & €]0, 1] tel que le spectre de M, est
contenu dans [—d, 1]. On décompose alors My, — Ilg = M} 1 + My, 2 avec

Mua(z,y) = Y (1= W*7(h)ek (@) (y)
6<fi (h)<1 (4.1.44)

My o = My — 1o — Mp 1
oit 1 — h27,(h) = fig(h) . D’apres (4.1.44) et (4.1.13), il existe a > 0 tel que

M7 || oo oo < > (1 — h2T(R)™ (1 + 75 (R))™ (4.1.45)
71 (h)<Fy (h)<(1—6)h—2

En utilisant I'inégalité 1 —z < e~ et 'estimation de Weyl (4.1.12) , on obtient

S ~
1M | oo < C e "1 4 2)de < ClemPT) - yn > Coh 2 (4.1.46)
71(h)

et il reste a estimer M ,. En utilisant l'estimation ||[M} |12 < [[M}y|lp2—2 < 0™, on
montre qu’il existe C, u > 0 tels que

Mol Loemspoe < Ce™™ ¥n > 1/h. (4.1.47)

Par suite la contribution de M;!, est négligeable devant la borne que nous avons a démontrer
(4.1.42).

4.1.4 Convergence vers le mouvement brownien

Dans 'appendice de [LM10], nous utilisons l’analyse spectrale précédente pour donner une
nouvelle construction du mouvement brownien sur une variété compacte sans bord (M, g). Etant
donné z¢ € M, il s’agit de construire un espace de probabilité (2, F, P) et une famille de variables
aléatoires (By)ic(0,00[ tels que

(P1) On a By = x( presque strement et quels que soient p € N, 0 =ty < t; < ... < t), des réels
et Ay,..., Ay des Boreliens, la probabilité pour que By, € Aj; pour tout j = 1,...,p est
donnée par

/ Pty—ty1 (Tps Tp_1) - Pty —t (1, T0)dgTp . . . dgy (4.1.48)
21€AL,..., xpEAp

ou p¢(z,y) désigne le noyau de la chaleur au temps ¢ pour I'opérateur de Laplace-Beltrami
sur M.

(P2) Pour tout w € €, la fonction t — By(w) est continue.

Une maniere de construire de telles variables aléatoires consiste a définir la mesure de Wiener
sur l'espace des chemins issue de zy sur M. Notons X, I’ensemble des fonction continues w de
[0, 00] & valeurs dans M, telles que w(0) = zp. On munit X, de la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts de [0, 0o et de la tribu des Boreliens associée B. La mesure de Wiener
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est I'unique mesure de probabilité sur X, telle que pour tout 0 < ¢; < 5 < ... <t et quels que
soient A1, ..., A, des Boreliens de M, on a

Wmo(w(tl) S Al,w(tg) S A2, ...,w(tk) S Ak) =

(4.1.49)
/ Pt—t 1 (Ths Th—1) Pty —t; (T2, 1) Pty (71, 20)dgr1dg 0. dg ),
A X Aax... XAy

Une fois la mesure de Wiener construite, il est facile de définir les variables aléatoires (By).
11 suffit en effet de poser 2 = X,,, F =B, P = Wy, et

Bi(w) = w(t) (4.1.50)

pour tout w € Q et t > 0.

L’existence de la mesure de Wiener sur une variété compacte est connue depuis longtemps.
On renvoie a [EM89] et [Hsu03]. Nous allons montrer comment la retrouver & partir des marches
aléatoires que nous avons étudiées précédemment.

Pour tout h €]0, 1], considérons le sous ensemble fermé Mﬁmo de 'espace produit MY, défini
par

My, oy = {2 = (21,22, ., T, ..), Vi > 0,dg(x5,3541) < h} (4.1.51)
On munit MY de la topologie produit, ce qui en fait un espace compact métrisable. La chaine
de Metropolis issue de xy permet de définir une mesure de probabilité P, sur M N telle
que meh(MN ) = 1. Il suffit de poser pour tout & € N et pour tout k-uple de boreliens

hleO

Ay, Ay C M,

P:vo,h(xl € Al,.%'z c AQ, T € Ak) = / Mh(xk,l,dxk)...Mh(xl,dxg)Mh(mo,dml)

ApxXAaX...XAg
(4.1.52)
ou My, (z,dy) est le noyau de Metropolis défini en (4.1.7).
On construit ensuite une application jg, 5 de ngo dans X, en reliant les points x; par
des géodésiques :
jh? (G +1)h?
d+2" d+2 ]
w(t) est la courbe géodésique reliant x; & ;41 & la vitesse h % (d + 2)d, (7, 7j41).
(4.1.53)
Pourvu que h > 0 soit plus petit que le rayon d’injectivité de la variété M, I'application jg,
est bien définie et continue. Cette application nous permet de définir une mesure de probabilité
Py, n sur X, comme étant la mesure image de P, 5 par 'application j,, 5. Nous avons montré

dans [LM10] que la mesure P, converge faiblement vers la mesure de Wiener Wy, lorsque
h — 0.

Jron(z) =w == Vi >0 w(ih®/(d+2)) =xj, et Vte]

Théoréme 4.1.9 Pour toute fonction continue bornée w — f(w) sur Xz, on a

lim / fdPyy = / FdW,, (4.1.54)

La stratégie de démonstration de ce théoreéme est la suivante. Dans un premier temps, on montre
que la famille de probabilités (Pyyn)nejo,1] est compacte. On utilise pour cela un critere de
Prohorov. On démontre ensuite que toute suite extraite converge nécessairement vers la mesure
de Wiener.

Commencons par quelques rappels de probabilités (voir [KS88], [Bil68] et [Par67] pour plus
de détails).
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Définition 4.1.10 Soit (X,d) un espace métrique, B la tribu des boreliens associée et I1 une
famille de probabilités sur (X, B). On dit que 7 est relativement compact si toute suite d’éléments
de 11 contient une sous suite faiblement convergente. On dit que 11 est tendue si pour tout € > 0
il existe un compact K C X tel que P(K) > 1 — e pour tout P € II.

Le théoreme suivant fournit un critere de compacité.

Théoréme 4.1.11 ( Prohorov (1956)) Soit II une famille de probabilités sur un espace
métrique, complet, séparable (X, d). Alors, cette famille est relativement compacte si et seulement
si elle est tendue.

Revenons a la preuve du Théoreme 4.1.9. On veut appliquer le théoréeme de Prohorov a
la famille (Pyy n)nejo,1) sur lespace Xy, Pour 7,6 > 0 et w € Xy, introduisons le module
de continuité m’ (w, §) := MaX|s_y| <5 0<s,t<T dg(W(8), w(t)). Le théoréme d’Arzela-Ascoli suivant
fournit une caractérisation des ensembles compacts de X, .

Théoréeme 4.1.12 Soit A C X, un ensemble fermé. Alors A est compact si et seulement si
lims_o sup,,eq m? (w,8) = 0 pour tout T > 0.

A l’aide de ce théoreme on démontre le critere suivant qui assure qu’une famille de probabilité
est tendue :

Théoréme 4.1.13 Une suite (P,)nen de probabilités sur X, est tendue si et seulement si

lim sup P, ({w € Xy, m? (w,8) > €}) =0
0—=0neN

pour tout T, e > 0.

Considérons la famille de probabilités (Py, n)neo,1)- Pour €, 7,6 > 0, on note T = % et

)
5——d+2.0na

P n({w e Xm,mT(w,é) > 8e}) =

Pron({X € MY, 3t,5 < Tt — 5| < 8, dg(Jug.n(X)(1), o0 (X)(5)) > 8e})
< Poon({X € MY, Xg =g et 3j <1 < h72T,(1 — H)h? <5, dy(X;, X)) > 4e})

2C
< = sup Pon({X € MY, X =z et dg(Xn,z0) > €})
20€EM,n<h—2§
(4.1.55)
Or, par définition, on a
Paon({X € MY, Xo = 29 et dg(Xn,20) > €}) = Mj' (1, (y.0)¢) (20) (4.1.56)

En utilisant les informations précédentes sur l'opérateur M}, on montre ensuite ’estimation
fondamentale suivante :

Proposition 4.1.14 I existe des constantes C, A, a,co,hy > 0 telles que pour tout € €]0, €],
pour tout § €]0,coe?] et pour tout h €]0, hol, linégalité suivante est vraie :

SUP  Pug,n(dg(Xn, 10) > €) < CeAe™ /0 (4.1.57)
roEM,nh2<§
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Preuve. La preuve est assez technique. On se contente de donner ici les idées générales.
Soir ¢(r) € C*°(]0, co[) une fonction croissante égale & 0 si r < 3/4 et égale a 1 sir > 1. Le
point de départ consiste a remarquer que

Pagh(dg(Xn, o) > €) = /d . My (wo, dy) = My (14,(y,20)>¢) (20) < My (@) (w0)
g(Y,T0)>€

Ol Pgg.e(z) = w(@) Il s’agit donc d’estimer M ¢, (xo). En utilisant & nouveau I’approxi-
mation de M), par un opérateur pseudo-differentiel, on se ramene a montrer qu’il existe des
constantes ¢g, c; > 0 telles que pour nh? < cpe?, on a

a2 2
[ My (0,6) | 2 (B(zo,e/2)) < Ce /nh (4.1.58)
_ a2 2
| M} (0,6)l| Lo (B(zo,e/4)) < Ch d/2¢=as”/nh (4.1.59)
Pour cela, on écrit
1
M = % /. 2"(z — My) tdz,

ou o est un contour (& choisir convenablement) dans C entourant le spectre de M},. On décompose
o en o1 U oy oll 09 est contenu dans |z| < rg < 1.

Grace au facteur 2", I'intégrale sur oo s’estime facilement.

Pour estimer I'intégrale sur o, on choisit un contour sur lequel 2™ n’est pas trop grand et
f(x) = Hdg(x,xo)<§(z — Mp,) Yz, déeroit exponentiellement. L’obtention d’estimations de f,
s’obtient en considérant 1'opérateur conjugué

Mh@ = €¢/th6_¢/h,

ot ¢(x) est une phase complexe égale a 0 sur B(zg, 5). On montre alors qu’on peut choisir oy
de sorte que la résolvante (Mp, 4 — z)~! soit uniformément bornée pour z € oy (ici on utilise
fortement que l'opérateur M) propage a vitesse au plus h).

On peut alors controler ||f,||z2 par |[€?/"¢., |l 12, ce qui permet (en choisissant bien o) de
récupérer la décroissance perdue par z". On renvoie a [LM10] pour les détails. U

De cette proposition et de (4.1.55), on déduit que

li 3 P d t =0. 4.1.
6%(h§]101§0] ol s dg(w(s),w(t) > €)) =0 (4.1.60)

En invoquant le théoreme 4.1.13, on en déduit que la famille de probabilités (Pyy.n)hejo,n] €St
tendue. On peut donc en extraire une sous suite convergente vers une limite P, .

Il reste alors a montrer que toute limite P, , , hy — 0, est nécessairement égale a la mesure
de Wiener. On doit donc montrer que pour tout 0 < ¢t; < ... < t,, et pour toute fonction continue
f(z1,...,2m), on a

lim [ 0. o)) Pros
(4.1.61)

= /f(:vl, e )Pt —ti 1 (T Tm—1) - Pto—t, (T2, £1)Dp, (21, To)dgx1dg ... dgTp,

En revenant aux définitions précédentes ceci se réduit a montrer la proposition suivante dont la
preuve découle a nouveau de 'analyse précédente de l'opérateur My, :
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Proposition 4.1.15 Pour tout f € C°(M), et pour tout t > 0, on a

lim [|e!22/2(f) = M (f) 1= = 0 (4.1.62)

ou n(t, h) désigne la partie entiére de h=2(d + 2)t.

4.2 Algorithme de Metropolis sur un ouvert borné

Nous décrivons maintenant les résultats obtenus avec P. Diaconis et G. Lebeau [DLMO08| sur
le probleme qui a historiquement motivé les travaux de Metropolis. On suppose ici que €2 est
un ouvert borné de R? muni de la métrique euclidienne. On suppose que la frontiere de € est
de régularité Lipschitz et on se donne une densité de probabilité p(x) sur Q. Pour A > 0 assez
grand, Q est contenu dans une boite [~ A, A]?. En quotientant cet ensemble par (24Z)%, on peut
voir 2 comme un ouvert du tore plat M = (R/2AZ)¢. Afin d’alléger les notations, on supposera
que A = 7. On se trouve donc dans la situation décrite & la section 3.4 avec § = 1 et § = p. Pour
x € M, la mesure de la boule By (z) vérifie vy, (z) = agh?, ot ay désigne le volume de la boule
unité de M. Le noyau de Metropolis correspondant a cette situation prend donc la forme :

My (z,dy) = mp(2)0y= + Kp(z,dy) (4.2.1)
avec
Kp(z,dy) = min(1 M) 1y ndy (4.2.2)
’ aght pla) DS
et
mp(x) =1— / K (z, dy) (4.2.3)
Q

C’est un opérateur autoadjoint sur L2(2, dr). Dans un premier temps nous décrivons ” grossierement”
le spectre de M}, sans faire d’hypothese de régularité sur la densité p.

4.2.1 Trou spectral pour une densité peu réguliere

Théoreme 4.2.1 Soient 0 < m < M < oo des réels fizés. Il existe hg > 0, dp €]0,1/2[ et des
constantes C; > 0 tels que pour tout h €)0, hg| et pour toute densité de probabilité p sur Q) telle
que m < p(x) < M pour tout x € Q, les assertions suivantes sont vérifiées :

i) Le spectre de My, est contenu dans [—1 + 0o, 1], 1 est valeur propre simple de My, et

Spec(Mp) N [1—dg, 1] est un ensemble discret. De plus pour tout 0 < X\ < dy, le nombre de
valeurs propres (comptées avec multiplicité) de My dans [1 — X, 1] vérifie

N(Ah) < Ci(1+ Ah2)%2, (4.2.4)

i1) Le trou spectral g(h) vérifie
Coh? < g(h,p) < Csh? (4.2.5)

La fin de cette section est consacrée a la preuve de ce théoreme. On commence par remarquer
qu’on peut supposer sans perte de généralité que la densité p est constante (disons égale a 1).
En effet, si p1, p2 sont deux densités telles que m < p;(x) < M pour tout x, alors on a

pa(x) < pa(x) <1 N %) |

(4.2.6)

P1 — P2
Koo (a:001(5) < K po(oyn(o) (14 12220,
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et on déduit de la caractérisation (3.4.14) que leurs trous spectraux respectifs gi(h) et ga(h)

vérifient ,

h _

gi(h) _ <1+ o1 p2||oo> (427)
g2(h) m

On supposera donc dans cette section que p = 1. On commence par 1’étude du spectre pres de

1et —1.

Trous spectraux en 1 et —1

Commencons par étudier le spectre essentiel de Mj. Il est clair que Kj(x,dy) est le noyau
d’un opérateur compact. Par suite, le spectre essentiel de M}, est donné par 'image de la fonction
my,. Cette fonction est clairement nulle si x € Q vérifie dist(x, 02) > h. Prés du bord, en utilisant
une paramétrisation Lipschitz de la frontieére et en posant y = x + hz, on voit clairement qu’il
existe dg > 0 tel que my(z) < 1—dp. Ceci montre que le spectre essentiel de T}, est contenu dans
[—1,1 — do].

On peut donc étudier le trou spectral associé a Mj,. D’apres les formules (3.4.12) a (3.4.16)
(ici p = 1 donc My, = Ty), le trou spectral g(h) est la meilleure constante telle que l'inégalité
suivante soit vraie :

1
Vil (u) < —=&fHu 428
P < el (128
ou E(u) = (u — Mpu,u)r2(qy et Vi (u) = Hu||%2(9) — (u, 1>%2(Q). Un calcul immédiat montre
que
1
VP =5 [ () - uty)Pdady (4.29)
QxQ
et 1
QO o _ 2
G0 = g | Mayienula) = u(y)Pdedy (4.2.10)

Nous allons utiliser des techniques connues sous le nom de ”méthode du chemin” . On renvoie
a [DSCI8] pour de nombreuses références dans le contexte d'un espace d’état discret.

La premiere étape de la preuve du théoreme 4.2.1 consiste a démontrer une sorte de Lemme
de doublement pour notre opérateur.

Lemme 4.2.2 Pour tout o« > 1, il existe C' > 0 et hg > 0 tels que
ESL(u) <C&Mu)  Yu e LA(RQ), Yh €]0, hol. (4.2.11)

Preuve. On commence par traiter le cas ou 2 est un ouvert convexe. Sous cette hypothese, en
utilisant 'inégalité

x—i—y r+y

u(z) = u(y)] < |u(z) — u

) Ju(

) — u(y)] (4.2.12)

on obtient

a —d
£2,(u) = 1) [ [ e sicanluta) = uto)Paody

2ad
x—l—y

|, Le—yi<an|u(@) —u(—= )P dady (4.2.13)

22 d (ha/2)~
—a / / L, y\<ah|u( ) —u(y)|*dzdy,
d HQxQ)
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ot ¢(z,y) = (z,%¥). Comme Q est convexe, alors (2 x Q) C Q x Q et par suite £, (u) <
25& /Q(u). En itérant ce procédé, on obtient le résultat pour des domaines convexes.

Le passage a des domaines généraux se fait en utilisant un recouvrement de 'ouvert €2 par
des ouverts w; convenables. Loin du bord, il suffit que les w; soient convexes. Pres du bord, on
demande qu’apres redressement de la frontiére par un difféomorphisme Lipschitz ¢;, 'ouvert
¢i(w;) soit convexe. On renvoie a [DLMO08] pour les détails. O

On est maintenant en mesure de prouver l'estimation (4.2.5). Pour montrer l'inégalité de
gauche, il suffit de la tester sur une fonction v € C§°(€2) dont le support est contenu dans une
petite boule ) C Q et telle que fQ x)dxr = 0. Comme @ est convexe, on déduit de la formule
de Taylor que (u — Myu,u) = O(h?).

On va maintenant montrer 'inégalité de droite dans (4.2.5) dans le cas ou € est convexe.
Etant donné u € L?(f2), on a

K(h)—

Vi (u) < Ch™1 Z /Q 0 w(z+ khi(y — x) —u(x + (k4 Dhly — x)/))* dedy,  (4.2.14)

ot K(h) = O(h™1) est le plus grand entier inférieur h=! et K(h)h = 1 . En effectuant le
changement de variable 2’ = z + kh(y — z), v =z + (k + 1)h(y — ), on obtient

Vil (u) < C'h_d_lK(h)/Q 0 Ly <diam(e) (u(z') — u(y'))2 d'dy’. (4.2.15)
X

En utilisant le Lemme 4.2.2; on en déduit immédiatement 'inégalité (4.2.5) dans le cas ou 2 est

convexe. Le cas d’un ouvert non convexe se traite a nouveau en utilisant un recouvrement par

des ouverts convenables et le Lemme 4.2.2.

On remarque au passage que 'inégalité (4.2.5) combinée avec la définition (3.4.14) montre
que 1 est valeur propre simple de Mj,. Dans le méme esprit que la preuve précédente, on peut
montrer 'existence de dy > 0 tel que le spectre de M}, est contenu dans [—1 4 dy, 1]. On adopte
a nouveau une approche variationelle. Il s’agit de montrer qu’il existe §y > 0 tel que pour tout
u € L*(Q), on a (u+ Myu,u) > (1 50)HuHL2(Q En utilisant la symétrie du noyau Kj, on a

1

S / () + u(y)® Kn(x, dy)dz + 2(mpu, u) 12 (0)- (4.2.16)
QxQ

(u+ Mpu,u)r20) = 5

On doit donc prouver l'existence de constantes hg, Cy > 0 telles que pour tout h €]0, hg] et tout
u € L%(Q), I'inégalité suivante soit vérifiée :

/Q . W= oy <n [u(@) + uly)Pdedy > Collu72q)- (4.2.17)
X

Comme 'ouvert 2 est Lipschitz, il existe des constantes C7,Cy > 0 et un recouvrement de {2
par des ouverts w; tels que diam(w;) < h/2, vol(w;) > C1h? et pour tout j, le nombre de k tels
que wj Nwy # 0 est borné par Cy. On a alors

_ 1
C, /Q W aalu(z) +uly) Pdrdy > Zh ' / () + u(y)Pdedy
X - w

j X Wj
E 01 (4.2.18)

> Z% d_dV()l(wj)HuHLQ (wy) = HUHL2 @)

ce qui prouve (4.2.17).
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Estimation de la fonction de comptage

On démontre ici 'estimation (4.2.4). Par ailleurs, on met en place quelques outils qui seront
utiles dans I’étude de la convergence vers la mesure stationnaire. L’idée générale consiste a
trouver un opérateur de référence auquel comparer My, Ici, 'ouvert {2 étant contenu dans un tore
plat, I'opérateur de référence sera l'opérateur de marche aléatoire sur cette variété particuliere,
dont on a vu qu’il était particulierement simple (c’est une fonction explicite du Laplacien). On
introduit 'opérateur de marche aléatoire Ny, sur le tore II% = (R/27Z)%, ot1 'on a supposé pour
simplifier les notations que Q C II¢. On a

Nua(o) = 5 | Laeapen vty (4219)
ou d(z,y) désigne la distance euclidienne sur le tore. La forme de Dirichlet associée a Ny, est
0 = g [ aeapenlulo) = uly) Py (12:20)
et la variance )
Vil(u) = 3 /H dXHd(u(:ﬂ) — u(y))>dzdy. (4.2.21)

Dans le cas présent du tore, toutes ces quantités ont des expressions agréables. D’apres la formule
(4.1.1), Vopérateur Nj, s’écrit
Nj, = Tyg(=h?A) (4.2.22)
ou I'y est définie en (3.4.23).
On introduit maintenant la théorie de Fourier sur le tore. On notera fi(z) = Weik'm,

k € Z% la base orthonormée des fonctions propres du Laplacien sur II¢. Pour v € LQ(Hd), on
notera ci(v) = W Jipa v(2)e~**dz le coefficient de Fourier de v associé & la fréquence k € Z<.

Les normes L2 et H! sur II 8’écrivent alors :

HUH%Q(Q) = Z lex ()]

z€74

ollZ ) = D (1+ [k ex(v)?

z€74

(4.2.23)

ot |k|? = 2?21 ka Par ailleurs, l'identité de Parseval nous fournit I’expression suivante pour la
forme de Dirichlet
E'(v) = Y (1= Ta(h?|k]*))ex(v)? (4.2.24)
kezd

Or, on déduit facilement du Lemme 3.4.1, qu’il existe > 0 suffisamment petit et ¢ > 0 tels que
1-T4(s) >essi0<s<met1—T4(s) > csis>n. Parsuite,

g zel X REPa@E+ Yl (42.25)

h2[k[2 <n? 12 |k[22n?

Afin de comparer les opérateurs My, et Ny nous étendons les fonctions définies sur €2 au tore
ITy4. En utilisant des cartes locales pres de la frontiere 92 qui est Lipschitz, on construit facilement
un opérateur continu de prolongement F : L?(Q) — L2?(II%) qui soit continu de H'(Q) dans
H'(T1%) et tel que E(u)(x) = 0 sur le complémentaire d’un voisinage de Q. Le Lemme suivant
est le point clef de la preuve de I'estimation Weyl et des estimations des fonctions propres a
venir.
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Lemme 4.2.3 [ existe des constantes Co, hg > 0 telles que pour tout h €]0, hg| et pour tout
u € L3(), on ait :

E2(u)/Co < EN (B(w)) < Co (£2(u) + ?ul24) . (4.2.26)
De plus, il existe C1 > 0 tel que pour tout h €]0, hol, et pour toute fonction u € L*(p) vérifiant
ull22q0y + h2E2(w) < 1
on ait la décomposition u = ur, +upy avec uy, € HY(Q), ||lupl|g < C, et ||ug| 2 < Crh.

Preuve. La démonstration de (4.2.26) est élémentaire. Il suffit d’utiliser la définition de I'opérateur
de prolongement F, de travailler dans des cartes locales pres du bord de l'ouvert et de faire
quelques changements de variables dans les expressions (4.2.10) et (4.2.20) (en fait des symétries
par rapport au bord).

Concentrons nous sur la preuve de la décomposition u = uy, +upy. Supposons que u € L%(Q)
vérifie ||uH%2(Q) +h72&(u) < 1 et notons v = E(u) son extension au tore. De (4.2.26), on déduit

que EfL(v) < Coh?. Pour 1 > 0 petit, posons v = vy, + vy avec

v = Z k() fr et vg = Z ek (v) fr (4.2.27)

h2|k[?<n? h2|k|*=n?

En utilisant (4.2.25), il vient immédiatement |[vg|p2(e) < Ch? et Ll g ey < C. 11 suffit
alors de prendre uy, = (vi)|q et ug = (vu)o- O

La seconde partie du lemme précédent est un résultat de compacité sur la famille des fonc-
tions propres de Mj,. Plus précisément, si e, est une fonction normalisée dans L? telle que
Mpep, = (1 — h2zh)eh pour un certain z, borné uniformément par rapport A, alors le Lemme
précédent permet de décomposer la famille de fonctions propres (ep,)p, en une partie bornée dans
H' (uniformément par rapport & h) et une partie petite dans L2. Il montre donc que la famille
(en)n est compacte dans L?. Ca sera un point crucial dans I’étude précisée du spectre.

Nous sommes maintenant en position de prouver l'estimation de Weyl de la fonction N (A, k).
L’idée générale consiste a utiliser le principe du min-max et a transférer des informations connues
sur le Laplacien sur le tore vers l'opérateur M}, via I'inégalité variationelle (4.2.26). D’apres le
principe du min-max, il suffit de trouver un sous-espace F' de L?(f2), de codimension N =

O((1+ )\h*Q)%) tel que pour tout u € F, on ait
Enw) = Allull?sq)- (4.2.28)

Or, il est assez facile de déduire des propriétés de I'y qu’il existe une constante ¢ > 0 indépendante
de h et A, telle que

£1(0) > min(e, Vol 2, (42.29)
pour tout v € F'I = {v € L?(I), cx(v) = 0,V|k|> < Ah~2}. En utilisant le Lemme 4.2.3, on

construit facilement un sous espace F' de codimension O((1 + )\h_Q)%) tel que 4.2.28 est vérifiée

pour tout u € F, ce qui prouve 'estimation de Weyl.
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4.2.2 Estimations de variation totale

Comme dans le cas d’une variété compacte sans bord, on peut montrer la convergence en
variation totale des itérés du noyau de Metropolis vers la mesure stationnaire associée.

Théoreme 4.2.4 Supposons que p vérifie les hypothéses du Théoreme 4.2.1. 1l existe des constantes
Cs,Cy > 0, telles qu’on a ’estimation suivante pour tout n € N

supaeallMj! (z, dy) — p(y)dyllry < Cae "9Pr), (4.2.30)

La stratégie générale de preuve de ce résultat est proche de celle employée dans le cas d’une
variété compacte. On utilise la décomposition spectrale de M}, et des informations sur la répartition
des valeurs propres combinées avec une borne a priori sur les fonctions propres. Dans le cas
présent d’un ouvert peu régulier, les estimations des fonctions propres que nous avons prouvées
sont moins bonnes que dans le cas d’'une variété compacte et les injections de Sobolev ne four-
nissent pas une borne optimale. Pour contrebalancer cette perte, et obtenir une estimation
convenable des projecteurs spectraux, nous utiliserons des estimations de Nash. Pour une intro-
duction a ces inégalités dans un contexte probabiliste, on renvoie a [DSC96] et [SCI7]

La premiere étape de la preuve consiste a établir une estimation des fonctions propres de
My,. D’apres le Théoreme 4.2.1, on sait que le spectre de M), est discret pres de 1 et que 1 est
valeur propre simple. On notera donc 1 = fig(h) > f11(h) > ... fix(h) > ... la suite décroissante
des valeurs propres de Mj, et v; ), = 17#(]1). Pour o > 0, on notera E, le sous espace de L?((2)
engendré par les fonctions propres €; 5, associées aux fij(h) > 1 — h?~%. Pour a < 2, I’estimation
de Weyl ci-dessus montre que cet espace est de dimension inférieure & C'h~4/2,

Lemme 4.2.5 [l eziste dy €]0,1/2[ tel que toute fonction propre Tp(u) = Au associée a A €
[1 — do, 1] vérifie l’estimation
ullpee < Coh™%2||ul|fe. (4.2.31)

De plus il existe a > 0, p > 2 et C > 0 indépendants de h tels que pour tout u € E,, on ait
l’estimation suivante :
. 0
lullze < Ch72 ((E(u) + h?[lul72) - (4.2.32)

Preuve. La preuve de (4.2.31) est élémentaire, il suffit de prendre dy assez petit pour que A
n’appartienne pas a 'image de my, et d’écrire

u(z) = m /Q B (w - y) min <%, 1) u(y)dy.

Un simple Cauchy-Schwartz fournit ’estimation souhaitée.
Passons & la preuve de (4.2.32), et considérons u € E, tel que h=2((E5}(u) + h?||u|2,) < 1.
On doit montrer que pour « et p assez petits, u est borné dans LP((2).

En utilisant la définition des troncatures basse-haute fréquence du Lemme 4.2.3, on montre
facilement que 'opérateur v — vy, est bornée uniformément par rapport a h sur tous les espaces
L?for 1 <q < oo.

On écrit ensuite v = uyg, + ug avec ||up| g = O(1) et ||lugl/rz2 = O(h). Par injection de
Sobolev, on a pour p < 24 |lug||» = O(1).

Par ailleurs, on déduit du Lemme 4.2.3

1 —fij(h)

h2E) (E(ejn)) < Co(1 + 13

) (4.2.33)
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dont on déduit
R 2| E(ejn)ml3e < Co(1+h™%). (4.2.34)

En prenant o < 1, il vient ||[E(ejz)mllz2 < Ch'/2. Comme par ailleurs [|e; |/ < Ch™%2, en
utilisant la définition de la troncature en fréquence, il vient

1E(ejn)mllze < [B(esn)lre + 1B(ejn)lie < CllE(ejn)lz < Ch™"2.
En interpolant, on trouve p > 2 tel que
IE(ejn)ml|Le < Coht™. (4.2.35)

En décomposant u € E, sur la base des e;j(h), fi;j(h) >1— h?>~®, et en utilisant la borne sur la
dimension de F,, on montre facilement que |jug||z» < ChY*h=9/% ce qui acheve la preuve du
lemme en prenant « petit. U

Passons maintenant a la preuve de 'estimation de variation totale. On utilise a nouveau la
décomposition spectrale de Mj. On a My, — Il = My, 1 + Mp, 2 + My, 3 avec

My (z,y) = > (L =P00)én(2)En(Y),
U1 (h)<vj p<h=«
My o(z,y) = ST (- 2o)En(@)Eay), (4.2.36)

h—e<i; , <h—28

My 3= My —Ilg — Mpy — My 0.

On a évidemment M — Il = M, + Mj'y + Mj'5, et l'on va estimer chacun des termes
séparément. On déduit du Lemme 4.2.5 que pour j =1,2,3, on a :

M| Lo poo < Ch7342 (4.2.37)
et I'on a 'estimation évidente :
M3l oo 2 < [[M3)y |l 222 < (1 —60)",
Par ailleurs, on peut décomposer My, en My = my, + Ry, avec

lmpllpoe e <7y < 1,

(4.2.38)
| Rp |l 2 poe < Coh™%2.
En combinant ces estimations, on montre qu’il existe des constantes C' > 0 et p > 0, telles que

M3yl Lo —poe < Ce™#, Vh, Vn>1/h, (4.2.39)

Par suite, le terme M3, est négligeable.
On traite ensuite la contribution de MJ',. On a

Mf?,2(x7y) = Z (1- hz)\j,h)nej7h($)€j7h(y) (4.2.40)
h=e<\; <h—25
On déduit donc de l'estimation (4.2.31) et de 'estimation de Weyl que :

nh2—a

IM5 || oo oo < CRT32(1 = B27)" < Coe™ "2 (4.2.41)
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pour n > h—2te/2,

Il nous reste donc a estimer la norme de M ,?71 opérant entre L? et L. Par dualité, il s’agit
de montrer que pour tout g € L'(f), on a HM/%QHL? < C|\gl|z: pour un certain ¢ < h=2 assez

_r_ p—2
grand. En combinant (4.2.32) et I'inégalité d’interpolation |[u[2, < [Jul|}," [Jul|27", on obtient
I'inégalité de Nash suivante :
2+1/D , 1/D
lull 757 < On72 (Jullfe = [ Thullfs + B2 ullfa) [ull 7, Vu € Ba, (4.2.42)

avec 1/D=2—4/p > 0.

Des estimations (4.2.39) et (4.2.41), combinées avec l'identité M;' —11g = M}' |+ M}, + Mj' 5,
on déduit que

M7l = 1M oo < C, Vh, Vn > h 2te/2 (4.2.43)

Soit g € L*(Q) tel que ||g||z: = 1. Fixons p ~ h=27%/2 et considérons la suite (¢, )nen, définie
par
cn = |17 gl 72 (4.2.44)

Alors, 0 < ¢,41 < ¢y, et I'on déduit des équations (4.2.42) and (4.2.43), que

I+55 -
en 2P < OR72 (e — ensr + h2ey) | T7 gl 117 (4.2.45)

< (Z’(Z’Ql/fo2 (cn — Cpt1 + hzcn) .

De cette inégalité, on déduit qu’il existe A ~ CCysupgcp<p-2(2 +n)(1 +h* — (1 — %H)ﬂ))

Ah=2\2D
1) Par
suite, il existe une constante C indépendante de h telle que pour N ~ h™2, on a ¢y < Cp. On

renvoie au cours de G. Lebeau [Leb] pour le détails de ces calculs. On en déduit que

dépendant seulement de C, Cs, D et tel que pour tout 0 <n < h™2, on ac, < (

TPl g2 < Co (4.2.46)
et en combinant cette estimation avec l'inégalité
ITT 4 22 < (1= R2550)", (4.2.47)
on obtient
T3l Lo oo < Coe™M=h700n — Cehine=ms®) - yp v > B2, (4.2.48)

ce qui acheve la preuve du Théoréeme 4.2.4.

4.2.3 Etude précisée du spectre dans le cas régulier

On suppose désormais que p € C*°(Q2). L’objet de cette section est de décrire plus précisément
les valeurs propres fij(h) de 'opérateur Mj,.

On rappelle que I'opérateur limite L, est défini par les équations (3.4.17) et (3.4.19). Donnons
maintenant quelques précisions sur la notion de dérivée normale utilisée dans (3.4.19). On note
7 (z) le vecteur unité rentrant & 9Q au point x. La frontiere de 9 étant seulement Lipschitz
la normale 7 (x) est bien définie pour presque tout = € 99 (ici la notion de ”presque tout ” est
a comprendre par rapport a la mesure o induite sur la frontiere). En utilisant un recouvrement
convenable de 2, on peut définir un opérateur de trace vy : H'(Q2) — L%(0£2). On note cet
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opérateur vo(u) = u|pq. L’espace défini par H/2(9Q) = I'm(vo) ne dépend pas du recouvrement
utilisé pour définir g, et muni de la norme ||u|| 12 = inf{||v| g1, 0 (v) = u} c’est un espace de
Banach réflexif (dans le cas ou la frontiere de Q est réguliere, il correspond avec 'espace H 1/2
usuel). On peut donc définir H=Y2(0Q) = HY2(0Q)* et pour v € H1/2(dQ), le support de u
peut étre défini de maniére standard. L’opérateur de trace agissant sur les champs u € (L?)¢
tels que div(u) € L?,

" {u € (L)), div(u) € LQ(Q)} — HY2(00), (4.2.49)

est alors défini par la formule

/Qdiv(u)(x)v(x)dx = —/Qu(ﬂ:).Vv(x)dx - /aQ m(u)v|gado(x). (4.2.50)

En particulier, si u € H(Q) vérifie —Au = divVu € L?(Q), on peut définir d,ulsq = v1(Vu) €
H~Y2(99) et 'ensemble D(L,) décrit en (3.4.19) est bien défini. De I’équation (4.2.50) on déduit
que pour toute fonction u € H(Q) telle que Au € L? et pour tout v € H*(f), on a

(Lo + D), 0) 120 gy = (VU VO 12(0,dr) + (Onth pV) 172 (902), 1172 (002) T (U V) 12(0,dm) - (4:2.51)

On en déduit que L, est la réalisation autoadjointe de la forme de Dirichlet

| [vu@) oo (12.52)

Un argument standard [RS78, Sects. 13, 14] a partir des injections de Sobolev montre que L, est
a résolvante compacte. On note son spectre \g =0 < A1 < Ao < .... On remarque que A\g < A\;
car le noyau KerlL, est engendré par la fonction constante égale a 1.

Afin d’énoncer notre théoréme nous avons besoin de la définition suivante :

Définition 4.2.6 Soit Q un ouvert Lipschitz de R?. On dit que son bord O est quasi-régulier
s7il peut s’écrire O = I'reg Ul 'sing, I'reg N sing = 0 ou [ieg est la réunion d’hypersurfaces fermées,
relativement ouvertes dans 0S), et I'gng est un fermé de R? tel que

ve HY2(0Q) and supp(v) C Lging = v = 0. (4.2.53)

On remarque que (4.2.53) est trivialement satisfaite si 9 est régulier. En effet, il suffit de
prendre g = 0.

Plus généralement, supposons que € est un ouvert Lipschitz de R? tel que 09 = [reg U
Lsing, Treg N Tsing = 0, avec I'yeg hypersurface réguliere de R?, relativement ouverte dans 052,
et Ising fermé de R? tel que Lging = Uj>2S5; ot les S sont des sous-variétés disjointes de R4
vérifiant

codimgaS; >4, Uik = S;, (4.2.54)

Alors, la fronticre de Q est quasi-régulicre. En effet, si v € H—1/ 2(09) est supporté dans une
sous-variété S de codimension (dans Rd) > 2 au voisinage d’un point xg, alors v = 0 pres de
xg. Ceci découle du fait que si S est de codimension > 1 dans 99, et si u € D'(RP) vérifie

u e H,'*(RP) et supp(u) C {x1 = 0}, alors u = 0,

C
Un exemple concret d’ouvert quasi régulier est donné par le cube dans R9.
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Théoréme 4.2.7 Soit Q un ouvert de R% borné et connexe tel que OQ est Lipschitz et quasi-
régulier. On suppose que la densité p est régulicre jusqu’a la partie I'veg de la frontiere OS2, alors
pour tout K € N et tout € > 0 assez petit il existe hy > 0 tel que pour tout h €]0, hi], on a

o) A
h2 2(d +2)

| <e (4.2.55)

pour tout k =0,..., K.

Ce résultat est de la méme veine que le Théoreme 4.1.1. On remarque cependant que ’ap-
proximation des valeurs propres de ]A,]y | =2(d+2) 1_}1];@ par les valeurs propres d’un opérateur
modele (ici L,) est moins bonne (o(1) contre O(h?)). Ceci tient au fait qu’on utilise pas ici
d’analyse microlocale pour décrire 'opérateur \AhM |. Une telle description pres de la frontiere
nécessiterait 'emploi de techniques assez lourdes, en particulier lorsque la frontiere 02 n’est
pas lisse. De plus, pour ce qui est de la convergence vers I’équilibre, 'estimation en o(1) est

suffisante.

Les principales étapes de la preuve de ce résultat sont les suivantes. On commence par mon-
trer que les opérateurs \AhM | et L, sont proches lorsqu’on les évalue sur des fonctions régulieres
supportées loin de la partie singuliere du bord. On démontre ensuite que cet ensemble de fonc-
tions est dense dans H'(f2). En utilisant ces résultats, le principe du min-max et le résultat de
compacité découlant de la décomposition ”basse-haute” fréquence du Lemme 4.2.3, on obtient
la description annoncée.

Donnons maintenant quelques détails supplémentaires. On introduit I’ensemble

Do = {0 € C*(2), 6 = 0 pres de Lying et 9p0|r,,., = 0} (4.2.56)

On commence par démontrer le Lemme suivant (on rappelle que |AM| = 2(d + 2)%) :

Lemme 4.2.8 Soit 0 € Dy, alors
IAM(0) = L,(0) +r, (4.2.57)
avec ||r||2(q) = O(h'/?).

Preuve. Afin de simplifier 'exposé des idées principales, nous supposerons que p = 1. On renvoie
a[DLMO08| pour le cas général. Pour 6 € Dy et = € 2, on a

1

(1= M) = g [ (00) = 00) B yyendy (4.2:59

En effectuant le changement de variable y = x + hz et en utilisant la formule de Taylor, il vient

h h2
— 0(x) = —— z2.VO(x)dz — — d?0(z, 2)dz + ro(x
(1 — Mp)0(x) o Lan Vo(x) 200 oo (2,2)dz +ro(z) (4.2.59)
= fi(z) + fa(x) +ro(z)

avec |||z = O(h®) et A(z,h) = {z € RY,|2| < 1 et x+ hz € Q}. On calcule ensuite les termes
fj plus précisément. Selon que x est proche du bord, ou pas le calcule differe légerement. On
introduit la fonction de troncature x(r) = lgs¢(z,90)<2n- Pour @ € supp(l — x) ensemble sur
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lequel on intégre est symétrique : A(z,h) = {z € R?, |z| < 1}. Par suite, un argument de parité
montre que
h2
1-— =0et (1— =—(1—x)=——A-f. 4.2.60
(I=x)fi=0et (I-x)fa=—( X>2(d+2) ( )

Par ailleurs, comme || fof 2= = O(h?), on a |[xfall12(0) = O(h5/?) et par conséquent

2

ST

A0+ 1 (4.2.61)
avec ||r1||p2 = O(h®/?). 1l reste donc & estimer y fi. Soit zo un point de la fronticre. Quitte &
redresser le bord de €2 localement, on peut supposer que pres de z, la frontiere de 2 est donnée
par 02 = {x; > 0} et comme § est supportée loin de I'y;pg, la normale au bord est simplement
n = (—1,0,...,0).

Dans ces conditions, on a alors pour x a distance 2h de zq :

d
h
filx) = —— / z;0;0(x)dz (4.2.62)
Oéaljz1 x1+hz1>0,|z|<1 7

Les termes d’indices j > 2 s’annulent pour des raisons de parité. Le terme d’indice j = 1 est
d’ordre O(h?) car 010(zo) = 0 et |z — 29| < h. Ceci montre que ||xf1|/z~ = O(h?) et comme x
est supportée dans une bande de taille h autour de 99, il suit ||x.fi||z2 = O(h%/?).

U

On montre ensuite le
Lemme 4.2.9 L’ensemble Dy est dense dans H ().

Preuve. 11 s’agit de montrer que I'orthogonal de Dy dans H'(Q) est réduit a 0. Partant de f
orthogonale & Dy , on montre facilement que

(Lp+1)f=0 (4.2.63)

au sens des distributions. Comme L, est strictement positif, il suffit de montrer que f appar-
tient au domaine de L,. On a évidemment Af € L?. De plus, en utilisant la formule de Green,
on montre que O, fir,,, = 0. Donc 0y flon € H —1/2 et supportée dans ing et comme () est
quasi-régulier, on en déduit 9, flon = 0 U

Passons maintenant a la preuve du Théoreme 4.2.7. On commence par remarquer que si
Iu(h) = 2(d +2) =250 ¢ [0, M] et v, € L2(p) vérifient [n g2 = 1, et |AM |y, = (R}, o
|AM] est défini par (3.4.11), alors en vertu du Lemme 4.2.3, la famille (¢5,)5ej0,1) est relativement
compacte dans L?(p). Quitte & extraire une sous suite hy, on peut supposer que 7x(h) — v
et ¥, — 9 dans L?(p), ||¢||z2 = 1. De plus , en examinant la décomposition ”basse-haute
fréquence”, on voit que la limite ¢ appartient a H'(€2).

Etant donné 6 € Dy et puisque |AM| est autoadjoint sur L?(€, p(z)dz)), on déduit du Lemme
4.2.8 que

0 = (AN ] = Zr(m)n, 0) 12,y = (Wny (Lp = 7(1))0) 1, + O(R'?). (4.2.64)
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En prenant la limite i — 0 on obtient(y, (L, — v)f)12(,) = 0 pour tout & € Dy. On en déduit
aisément que 1) € D(L,) et par conséquent v est valeur propre de L,. On en déduit que pour
tout € > 0 et pour tout k € N, il existe j(k) € N et hg > 0 tel que pour h €]0, hg], on a

() — Ay | < e (4.2.65)

De plus, la compacité dans L? de la suite 1y, montre que j(k) > k (autrement dit le nombre de
valeurs propres g (h) proche de \i est inférieur & la multiplicité de Ag). Il reste donc & montrer
que j(k) < k.

Il s’agit de montrer que pour tout j € N, il existe k € N tel que |7(h) —A;| < €. On considere
ej € L?, de norme 1 et tel que que Lyej = Aje;. Grace au Lemme 4.2.9, pour tout a > 0 il existe
eja € Do tel que ||ej — €j.q| g1 < . On déduit alors du Lemme 4.2.8 que

(1A = Aj)eja = O(a) + Oa(h'?) (4.2.66)

dans L?. En utilisant cette approximation et le principe du min-max, on montre que j(k) > k.
On renvoie & [DLMOS8] pour les détails.

4.2.4 Le probléeme historique

Dans cette derniere section, nous appliquons les méthodes précédentes au probleme d’échantillonnage
qui a motivé les travaux de Metropolis [MRR'53]. L’algorithme utilisé n’est pas tout & fait du
type décrit précédemment, mais plutot de type N-corps.

On suppose & nouveau que €2 est un ouvert borné connexe de R% (avec d > 2) dont la fronticre
est Lipschitz et quasi-réguliere. On fixe un entier N € N, N > 2 ainsi que € > 0. L’espace de
configuration Oy ¢ que nous considérons est I'ouvert borné de RN défini par

ON7E:{x:(x1,...,xN)GQN,V1§i<j§N,|xi—xj|>e}.

Cet ensemble modélise N boules disjointes de rayon €/2 dont les centres se trouvent dans 2. La
topologie de cet ensemble et la géométrie de son bord sont en général compliquées a comprendre.
Comme la dimension est supposée plus grande que 2, cet ensemble sera clairement non vide et
connexe pourvu que 1’on choisisse € assez petit.

On introduit ensuite le noyau

N
1
K n(z, dy) = Nooi D 0ay @ @00y, @ Wy Y @6y @ @0y, (4.2.67)
j=1

et Popérateur de Metropolis associé sur L?(Op )

W(w(a) = my(e)uta) + [ ) Ko (o dy). (1.2.68)
mp(x) =1— " Ky n(z,dy). (4.2.69)

Le noyau de Metropolis ci-dessus est associé a I'algorithme suivant. On part d’une configu-
ration arbitraire X! = (z1,...,2}) € Oy et on itére le procédé suivant :

— On choisit un des N disques au hasard, disons le kieme et on déplace son centre x,lg au

hasard uniformément dans une boule de rayon h. On note x,lc’* sa nouvelle position et

X = (zf,... ,xi’*, ...,xx) € R¥ 1a nouvelle configuration. Si X'* € Oy, on pose

X2 = Xt~
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— Si Xb* ¢ Op, on pose X2 = X! (i.e. on reste au point précédent).
On fabrique ainsi une suite de points X', ..., X" En pratique, lorsque n devient grand la
répartition des X7 dans l'ouvert Oy . devient uniforme par rapport a la mesure de Lebesgue.

Nous allons maintenant appliquer les techniques de la section précédente a I'opérateur Mh.
Dans un premier temps nous allons montrer (c.f. Proposition 4.2.10) que l'ouvert Oy, est
Lipschitz et quasi-régulier pour € > 0 assez petit. On définit les parties réguliéres et singulieres
du bord I'yeg et I'sing de la maniere suivante. On note Ny = {1,..., N}. Pour z € 5]\[76 on définit

R(z) ={i € Ny, z; € 00},
S(z)={r=(n,m2) € NNy, 1 <7 et |z — x| =¢€}, (4.2.70)
r(z) =tR(z),  s(z) = 15(2).
Les fonctions r et s sont semi-continues inférieurement et tout x € @N,e appartient & 0Oy ¢ ssi
r(z) + s(z) > 1. On définit alors
Ireg = {x € One, s(z)=1and r(z) = 0}

_ (4.2.71)
U{z € On,e, s(z) =0, R(z) = {jo} and xj, € Oreg }

et Ising = 00 N,e\I‘reg. L’ensemble [y est clairement fermé et I'yep est la réunion d’hypersurfaces
disjointes dans RV, On montre dans [DLMO0S] la proposition suivante :

Proposition 4.2.10 Soit € > 0 tel que Ne est assez petit, alors l’ensemble Oy est connexe,
Lipschitz et quasi-régulier.

L’hypothese Ne petit signifie que la somme des diametres des boules est petite devant le diametre
de I'ouvert. Si I'on suppose seulement que ces boules ont une faible densité dans € (c’est a dire
Ned petit) alors I'ouvert Oy n'est ni nécessairement connexe (c.f. [Kah]), ni Lipschitz. Par

exemple, si Q =]0,1[% alors z = (21,...,zn), 2; = ((j — 1)e,0), j=1,...,N avec e = 7 est
un point de la frontiere 0Oy . Par suite, 0Oy n’est pas Lipschitz au voisinage de x : sinon,
on pourrait trouver v; = (a;, b;) tel que (x1 4+ tvy, ..., 2y +tvy) € On, pour t > 0 assez petit.

Ceci impliquerait a; > 0,a;41 > a; et ay < 0 ce qui est impossible.
FEn vertu de la Proposition 4.2.10, on peut considérer le Laplacien avec condition de Neumann
|A|y sur Oy :
aq
Aly = —==A,
A 2N (4.2.72)
D(|A|N) = {u € H1(0N76), —Au € LQ(ON,e), 8nu|a@N’€ = 0} .

On note a nouveau 0 = A\g < A\ < Ao < ... le spectre de |A|y. On a le théoréme suivant, qui
établit un lien entre le spectre de M}, et celui de [A|y :

Théoreme 4.2.11 Soit N > 2 un entier fizé et soit € > 0 assez petit pour que les Propositions
4.2.10 et 4.2.12 (voir ci dessous) soient vraies. Soient K > 0 et 3 > 0 assez petit, alors il existe
ho >0, 09 €]0,1/2[ et des constantes C; > 0 tels que pour tout h €)0, hgl, on ait :
i) Le spectre de Mh est contenu dans [—1 + dp, 1], 1 est valeur propre simple de Mh, et
Spec(My) N [1 — 8, 1] est discret. De plus, si L'on note 1 = pg(h) > pi(h) > ... > up(h) >
la suite décroissante des valeurs propres de Mh, on a

h2 2(d + 2)

| <B (4.2.73)
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et pour tout 0 < X\ < dg, le nombre de valeurs propres de Mh dans [1 — \, 1] comptées avec
multiplicité est borné par Cy(1 4+ Ah=2)4N/2,

ii) Le trou spectral g(h) = dist(l,Spec(]\AJh) \ {1}) vérifie

) 9. A1
1 h2G(h) = ——— 4.2.74
i 9 = 5 (4.2.74)
et on a lestimation swivante :
— dy o
MMz, dy) — ——=—— < Cyem9(h) 4.2.75
a0 W o) — b < e (4279

pour tout n € N.

L’idée de départ de la preuve de ce résultat est de se ramener au cas d’un algorithme de type
"moyenne sur une boule” étudié¢ précédemment. Pour cela, on montre que si I'on itére le noyau
My, (z, dy) suffisamment, la mesure obtenue est minorée par un noyau de moyennisation sur une
boule centrée en x.

Proposition 4.2.12 Soient N € N et € > 0 tels que Ne est petit. Il existe hg > 0,cq,c1 > 0 et
M € N* tels que pour tout h €]0, hy], on a

MFZLM(ma dy) - ,U,h(.%', dy) + cohiNd 11|mfy|<c1h dy7 (4276)
ot pour tout x € On ., pup(z,dy) est une mesure de Borel positive.

Preuve. Pour z,y € On,, on note dist(z,y) = sup;<;<y |z; — yi|. On remarque que la fonction
my, étant positive, il suffit de minorer une itérée du ﬂoyau Kj, n. Plus précisément, il suffit de
montrer qu'il existe hg > 0,cp,c1 > 0 et M(N) € N* tels que pour tout h €]0, hg] et pour toute
fonction mesurable positive f, on a

Ky (f)(@) > egh™N4 / fly)dy. (4.2.77)
yeON, ¢, dist(y,z)<cih

Par un argument de compacité, il suffit de montrer que pour tout 20 € 51\776, il existe M (N, z%),r =
r(x%) > 0, cog = co(xg) > 0,¢1 = e1(zg) > 0,hg = ho(xg) > 0 tels que pour tout h €]0, hol,
x € Op, et pour toute fonction positive f, on a

dist(z,2%) < 2r = K%E,Nmo)(f)(x) > cohNd/ f(y)dy. (4.2.78)
’ yeON, ¢, dist(y,z)<c1h

Si 29 € Q vérifie dist(z°,0Q) > ro pour un ro > 0 indépendant de h, alors pourvu que
Nh << rg, on peut prendre r = 79/2 et M = N, cg =1 et ¢; = (agN)~ V.

Si 20 est proche de la frontiere, la situation est un peu plus compliquée. Essentiellement, il
faut trouver un ensemble de directions qui permettent de s’éloigner du bord, on itere alors N
fois le noyau, puis on revient pres du bord par le chemin initial.

On introduit les cones entrants : pour v € SN 1 et § €]0,1]

Dy (v,0) = {£eRY 5> (€,0) > (1 -0)|¢]} (4.2.79)

Pour j =1,..., N, on note o; I'application de R? dans RV? définie par oi(y) =(0,...,y,...,0),
ou y est a la i-eme coordonnée. En étudiant précisément la géométrie du bord de Oy ¢, on montre
le lemme suivant :
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Lemme 4.2.13 1l existe ag > 0 dépendant uniquement de la géométrie de € tel que pour tout
N € N et pour tout € €]0, g /N1, il existe Sy, > 0 et un recouvrement fini (Up); de On . tels que
pour tout 1, il existe j et v € S tels que

x+0;(T1(v,0n,e)) C One Ve € UyNOnN. (4.2.80)

Autrement dit, prés tout point z°, on peut trouver un disque j et un céne I'y tels que la
configuration résultant d’un déplacement du j-eme disque dans ce cone reste dans 'ouvert de
configuration.

La fin de la preuve de la proposition se fait par récurrence sur le nombre N de disques.
Pour N = 1, il n’y a rien & montrer. Pour N > 1 et pour z° proche du bord de la frontiere
de Ope, grace au lemme précédent, on peut supposer qu’il existe un ouvert U contient z9,
une direction v € S%1 et § > 0 tels que (4.2.80) est vraie avec 5 = 1. On décompose alors
Kpn = Kpng+ Kp N> avec

h—d

Kynif(x) = auN (

W, gy f (y1,2") dyr. (4.2.81)
yl“r/)EON,e
On note G(v,0) = {z1 € T4 (v,0),|z1| > $}. A l'aide du Lemme 4.2.13, on montre que pour

tout & €]0, g[, il existe des constantes C' > 0, a > 0, hg > 0 et rg > 0 telles que Vr €]0,r¢],

Vh €]0, hol, Vo € UNOp, V7 € 2+ h(G(,8') x B(0,r)N 1) avec 7' € On_1,0n a7 € Oy et

Ky n>f(Z) > CKopn-1 (f(31,.) (&), (4.2.82)
ou l'on note & = (Z1,2’). Cette inégalité permet de se ramener au cas de N — 1 disques et
d’utiliser 'hypothese de récurrence. O

Venons en maintenant a la preuve du Théoreme 4.2.11. En utilisant le caractere markovien
de MM, la positivité de py(z,dy) et la Proposition 4.2.12, on montre facilement qu’il existe
96 > 0 tel que pour h assez petit, on a ||pp || Leo—ree < 1—4(. Ceci montre que le spectre essentiel
de M}]LM est contenu dans [0,1 — §] et donc que le spectre essentiel de ]\/Zh est contenu dans
0,1 — o] avec 8y = 1 — (1 — &5)/M. De méme, on déduit aisément de la Proposition 4.2.12 que
Spec(Mh) C [—1 4+ dg, 1] pourvu que dy soit assez petit.

Afin d’étudier le spectre pres de 1, on a besoin de compacité (lorsque h tend vers 0) sur la
famille (ey 5) nejo,1) des fonctions propres associées a la k-¢me valeur propre. On plonge I'ouvert
On,c dans un tore II de dimension Nd et on introduit les fonctionnelles

Enar(u) = (1= M Yu,u) 20y )

et
5}?(”) =((1- M%)U=U>L2(H)-

Comme dans la section précédente, on définit une application d’extension E : L(O Ne) — L3(1ID)
et 'on montre qu’il existe Cp, hg > 0 tels que pour tout h €]0, hg] et u € L?(Op ), on ait :

EN(E(u)) < Co (Enar(u) + h2{|ull3.) - (4.2.83)
De cette estimation on déduit aisément le lemme suivant :

Lemme 4.2.14 Pour tout 0 < \ < §g/h?, le nombre de valeurs propres de M, dans [1—h2\1]
(comptées avec multiplicité) est borné par C1(1+X)N¥2. De plus, toute fonction propre My, (u) =
A avec A €]1 — g, 1] vérifie Uestimation suivante :

ull oo < Coh™ N2 |[u]| 2. (4.2.84)
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A Paide de ce lemme, on peut mettre en oeuvre la stratégie de la section précédente (décomposition
spectrale, estimation de Nash) et 'on prouve l'estimation (4.2.75).

Il reste donc a montrer (4.2.73). En utilisant la formule de Taylor ainsi que la forme parti-
culiere du bord de O ¢, on montre que pour tout fonction § € C®(Ox,) vérifiant supp(d) N
Lsing = 0 et 9,0]r,,, =0, on a

(1= M0 =h*AIN0+r, || = O(RY?). (4.2.85)

En combinant ce résultat et le Lemme 4.2.14 et en travaillant comme dans la preuve de (4.2.55),
on prouve facilement (4.2.73).
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Chapitre 5

Opérateurs de marche aléatoire sur
un domaine non borné

On étudie dans ce chapitre des opérateurs de marche aléatoire sur des espaces d’état non
bornés naturels. La différence essentielle avec les travaux précédents réside dans un défaut de
compacité de I'injection de H' dans L?, ainsi que dans la présence de spectre essentiel proche du
haut du spectre. Les résultats présentés ont été obtenus avec H. Christianson et C. Guillarmou

[CGM10], [GM10].

5.1 Cas d’un espace plat

L’exemple le plus simple d’espace d’état non borné sur lequel on peut définir un opérateur
de marche aléatoire est donné par Pespace Euclidien R? muni d’une densité de probabilité
dr(xz) = p(x)dz, ou dr désigne la mesure de Lebesgue. On suppose en outre que la fonction p
est bornée et ne s’annule pas. L’opérateur de marche aléatoire est donc défini par

1
@) =y | Sty (5.1.1)

ou vp(x) = f‘x_y‘ ~p P(y)dy. D’apres les considérations de la section 3.4, cet opérateur est mar-

kovien. Il est autoadjoint sur L? (]Rd, dvy,) ou dvy, = wdx, la constante Z;, étant choisie de
sorte que dvy, soit une mesure de probabilité. Dans [GM10], nous avons étudié le spectre de Tp,
ainsi que la convergence de T}' vers dv, quand n tend vers I'infini.

5.1.1 FEnoncé des résultats

Le comportement de p a I'infini a une influence fondamentale sur la nature du spectre de T},.
Nous avons étudié deux types de densité.

Définition 5.1.1 On dira que p est tempérée si p € CH(R?) et s’il existe une constante C' > 0

telle que pour tout x € R?
Vp(@)] < Cp(a) (5.12)

On dira que p est régulicre tempérée de type exponentiel (RTE) si p € C®(RY) et 5%l existe des
constantes R, ko > 0 et Cy, > 0, a € N? telles que

Va € N%, Yz € RY, [0%p(x)| < Cqlp(z)] (5.1.3)
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et
V|z| > R, Ap(x) > kop(z). (5.1.4)

Il est assez facile de construire des densités RTE : supposons en effet que p est réguliere et
qu'il existe des constantes a,b > 0 telles que p(z) = ae~%* pour |z| grand. Alors les hypotheses
ci-dessus sont satisfaites avec kg = a?. Pour des densités vérifiant (5.1.3) et (5.1.4), on définit

k= lim inf Ap(z)
R—+oo|z|>R p(T)

(5.1.5)

Le second type de densité que nous considérons est le suivant :

Définition 5.1.2 On dira que p est gaussienne s’il existe une constante o > 0 telles que p(x) =

(2)zee’,

11 est facile de voir que si p satisfait (5.1.2) ou est de type gaussien, il existe C' > 0 et hy > 0
tels que

Vo € R Vh €]0, ho), vp(x) > Chip(x). (5.1.6)
Définissons la fonction
an(z) := (agh®p(z) /vy (2))/? (5.1.7)
et
Ap = lim sup ai(x). (5.1.8)
R—oo |z|>R

Nous verrons plus loin que si p est RTE, alors A = 1— Q(d—’fw)hQ +O(h*) avec k défini en (5.1.5).

Dans chacun des cas (tempéré ou gaussien), on arrive a décrire partiellement le spectre de
T},. Commencons par le cas des densités tempérées. On rappelle que l'opérateur limite L, est
donné par

L,=-A+V(x) (5.1.9)
ou V(z) = Apf—g). On note x = liminf), ;o V(z) > 0 d’apres (5.1.4). En utilisant (5.1.3), on
voit facilement que cet opérateur est autoadjoint sur L*(RY) avec domaine D(L,) = H?(R?).

On remarque que le spectre essentiel de L, est [r,+00o[. De plus, on a la factorisation usuelle
suivante :

d
L,=Y 1t (5.1.10)
j=1
Oz ; . .. .
avec lj = =0y, + ;p. Ceci montre que L, est positif sur L?*(R%). De plus, lju = 0 si et seulement

si u est proportionnel & p. Par conséquent, 0 est une valeur propre simple associée a la fonction
propre p € L' N L>® c L2

Théoréme 5.1.3 Les assertions suivantes sont vérifiées :

i) Supposons que p est tempérée au sens de (5.1.2), alors le spectre essentiel de Ty, est contenu
dans Uintervalle [Apyo, Ap] ot Ay, est défini en (5.1.8) et 7o au Lemme 8.4.1. Si en outre
Ah = limm_,oo ai(m), alors Uess(Th) = [Ah’yQ,Ah].

ii) Si p est RTE, alors Ap, =1 — 2(d—’12)h2 + O(h*). Pour o €]0,1[, supposons que les k + 1
premiéres valeurs propres de L, sont dans [0, ak]. Alors, il existe C > 0,hg > 0 tels que
pour tout h €0, ho] et pour tout j =1,... k,

1

1_2(d+2)

Meh? — pip(h)| < ChY.
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Si p est seulement tempérée, la partie i) du théoreme montre que le spectre essentiel de T},
peut étre exactement l'intervalle [M,1]. Prenons par exemple une densité p égale a |z|~™ pour
|z| grand, avec m > d. On peut montrer facilement que v (z)/p(z) tend vers 1 lorsque |z| tend
vers l'infini et par suite Ay, = 1.

Remarquons aussi qu’il existe des densités p telles que le spectre discret de L, sous son
spectre essentiel est non vide. Supposons par exemple que p(z) = e 7% avec 7 > 0 et a(x)

réguliere égale & |z| pour |z| > 1 et vérifiant Va(0) = 0. Alors
P = T_ZLP =72A+ ’VO&\Z + 7 'Aa

est un 77! opérateur semiclassique. Son symbole principal semiclassique est p(x, £) = |£]24|Val|?.
Par ailleurs, pour |z| > 1, on a |Va| = 1 et Aa = 0 et par conséquent le spectre essentiel de
P; est [1,00). D’autre part, puisque Va(0) = 0 on a Vol{(z,&) € R?%p(x,€) € [0,4]} > 0 et
on peut appliquer le théoreme 9.6 de [DS99] pour conclure qu’il existe au moins C7% valeurs

propres de P; dans [0, %] pour une certaine constante C' > 0.

Dans le cas ot la densité p est gaussienne, 'opérateur limite prend la forme d’un oscillateur
harmonique L, = —A + 4a?|z|> — 2da dont le spectre est discret o(L,) = 4aN. De plus les
fonctions propres associées a la valeur propre 4ak sont de la forme H, k(m)e_zc“‘““"‘2 pour un certain
polynéme Hj. On renvoie a [Hel88] pour plus de détails.

Théoreme 5.1.4 Supposons que p est gaussienne, alors l'opérateur Ty, est compact et pour tout
K >0, il existe C > 0 et hg > 0 tels que pour tout h €)0, hg] et pour tout k =1,..., K,
1-— #AW — up(h)| < Ch? (5.1.11)
2(d + 2) - ) o
De plus, il existe o9 > 0 tel que pour tout A € [0, 0], le nombre N (X, h) de valeurs propres de Ty,
dans [1 — A, 1] satisfait
N(\R) <O+ A% (5.1.12)

On remarque ici la puissance d dans la l'estimation de Weyl (5.1.12), qui est & comparer
avec la puissance % dans le cas d’'une variété compacte (c.f. (4.1.4)). Ceci n’est pas surprenant,
puisque le méme phénomene se produit pour des opérateurs différentiels elliptiques (sur une
variété compacte et sur R?).

A partir de ces résultats, on peut aborder le probleme de la convergence des itérées de T},
vers la mesure stationnaire dvy, en variation totale. Ici, la situation est légerement différente du
cas d'un espace d’états compacts. En effet, on a le théoréme suivant (on rappelle que la norme

de variation totale est définie en (3.3.6)) :

Théoréeme 5.1.5 Il existe C' > 0 tel que pour tout n € N, h €]0,1], 7 > 0 et |z| > 7+ (n+1)h,
on a
| T (x, dy) — dvy||7v > 1 — Cp(T) (5.1.13)

_ o—2a7(r—h) alzl? p(y)?dy si p est RTE.

est gaussienne et p(T) = f‘y|>T

avec p(T) sip= e~
Ce résultat montre que contrairement aux cas compacts précédemment rencontré, la convergence
en variation totale ne peut pas étre uniforme par rapport au point de départ x. De maniere
intuitive cela semble assez évident : si la variété n’est pas bornée, x peut étre arbitrairement
loin et le temps pris par la marche aléatoire pour explorer la variété arbitrairement long. Ce
phénomene est indécelable si ’'on mesure la convergence avec la norme L2, les bouts & I'infini

étant de mesure tres petite. L’estimée optimale en variation totale est la suivante :
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Théoréme 5.1.6 [l existe C > 0 et hg > 0 tels que pour tout n € N, h €]0, ho| et 7 > 0,

sup || T (z, dy) — dvp||lrv < Cq(r, h)e 9™ (5.1.14)

lx|<T

avec q(1,h) = e*TTH3N) g p(z) = Bel* est gaussienne et q(,h) = h% SUP|z| <7 ﬁ si p est
RTE.

Ce résultat doit étre comparé au Théoreme 4.1.4. Ici, la mesure stationnaire échantillonnée n’est
pas dm mais la mesure dvy,. Afin d’échantillonner dr, il faudrait "metropoliser” T}, a la maniere
de ce qui nous avons fait sur une variété compacte.

5.1.2 Esquisses de preuves

La stratégie générale de démonstration des résultats précédents est la méme que dans [LM10].
La principale difficulté est due au manque de compacité sur la famille de fonctions propres
(GZ)he}O,l} de Vopérateur T},. Contrairement au cas d’'une variété compacte, I'inclusion de H¥,
s > 0, dans L? n’est pas compacte. Il nous faudra prouver en plus de la décroissance sur
les fonctions propres de Tj. La démonstration de ces propriétés de décroissance est I'une des
nouveautés de [GM10].

Structure de opérateur

On commence notre étude en conjuguant 7} de maniére a se ramener a un opérateur agissant
sur L?(R?, dzx). D’apres la définition de dvj,, on voit facilement qu’il existe des constantes ¢1, co >
0 telles que c;h? < Zj, < coh?. On définit opérateur unitaire 2 : L?(R?, dz) — L?(R?, dvy,) par

() =\ [ oy @) (5.1.15)

et I'on pose T}, = Q*T),Q de sorte que
Ty f(x) = an(x)Th(anf)

ou la fonction ay, est définie par (5.1.7) et (avec ag = Vol(Bga(0,1)))

Trg(z) == / iy = Gan.) (5.1.16)

adhd

Le lemme suivant rassemble les principales propriétés de la fonction aj; nécessaires a notre
analyse.

Lemme 5.1.7 La fonction ay, est réquliére et vérifie les assertions suivantes :
— si p est de type RTE, alors

Vo € N4, 3C, > 0, Vh €]0,1], [0%ayp(z)| < Coh? (5.1.17)
et il existe C' > 0 tel que

1 h?  Ap
Vz € RY, —1- =P < ont 5.1.18
’ |a%l(x) 2d<2) p = (5.1.18)

En particulier, on a A, =1 — 2(d—li2)h2 + O(h%).
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— st p est gaussienne, alors

Yo e N¢, 3C, > 0, VA €]0,1], |0%ap ()] < Cohlol, (5.1.19)

et

_ 1 (402|z|? — 2da)
VM > 0,3Cy > 0, V]z| < Mh™? —1- R%| < Cylz|*h?, (5.1.20
) M ) ’1“ ’ a%(x) 2(d—|—2) = M’x‘ ’ ( )
1
3C, R > 0,V|z| > R, T > max(1 + Ch?|z |2, Celel) (5.1.21)
ah X

On déduit facilement de ce lemme et du fait que G4 € S (<§>7ma"(1’%)) le corollaire suivant.

Corollaire 5.1.8 L’opérateur T), est un opérateur pseudodifférentiel de symbole pp(x,§) €

S(R2, (£>7max(1’%)). De plus, on a Uapproximation suivante :
pr(x,€) = a2 (2)Ga(€) + K™y (z, €) (5.1.22)

avec rj, € S(R%*, (§>_max(1’d%l)) et m =3 sipest RTE et m =2 si p est gaussienne.

Armé du lemme précédent, il est assez facile de décrire le spectre essentiel de T},. Dans le
cas ou p est tempérée, on montre facilement le point i) du Théoréme 5.1.3. Dans le cas ou p est
gaussienne, on déduit facilement de (5.1.21) et du fait que G4 € S((&)fmax(l’%)) que T}, est
compact.

Passons maintenant a ’étude des valeurs propres. Le schéma général de la preuve est le méme
que dans le cas d’une variété compacte. Le point clef est 'obtention d’estimations a priori des
fonctions propres de T},.

Etude du spectre discret dans le cas d’une densité gaussienne

Dans toute cette section, on suppose que p est gaussienne. On commence par établir la
régularité des fonctions propres de Tj,. On rappelle que pour tout 1/2 > § > 0, il existe s5 > 0
tel que |G4(€)| < 1— 28 pour [£[* > s5.

Lemme 5.1.9 Soient § € [0,3[ et x € C°(R) telle que x = 1 sur [—ss,s5]. Alors, il existe
ho > 0 et des constantes positives (Ag)scr et (B s)kenser telles que pour tout h €0, ho] et tout
A € [1—=06,1], e € L*(R?, dx) vérifiant Ten = Apep, lenll2mey =1, on aep € H*(RY) pour
tout s € R, et

1— 2\ 3
llenll s (ray < As(l + 3 )2. (5.1.23)
De plus, pour tout s e R et k € N, on a
11 = ) (—h2A)enll ooy < Broh*. (5.1.24)

Preuve. De l'inégalité ||T}, |21 = O(h™1) et de lidentité e, = ﬁfheh avec A\, > 1 — 4 on
déduit

”ehHHs(Rd) - O(his) (5125)
Soit maintenant y € C§°(R) telle que x = 1 sur [—sg, 55/, de sorte que

(1= )([E2)Ga(€) < (1 —25)(1 = x) (&)
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En combinant cette estimation avec le corollaire 5.1.8 et le fait que a; < 1+ O(h?), on obtient

(1= x () = pa(e,€) = (1 = x)(€[*) (5.1.26)

N

On déduit immédiatement de cette minoration que ||(1 — x(h?A))en |2 = O(h™) et en interpo-
lant avec (5.1.25) on obtient

(1 = x(h*A))en|l s = O(h™). (5.1.27)

Il reste donc & prouver (5.1.34). En utilisant a nouveau la structure de G4 et en divisant par
a}% I’équation Thep = Apep, on obtient

R2AF(h*A)ey, = (1 — Apay *(z) + h*Opy, (71))en (5.1.28)
avec 7, € S(1). En posant R? = (1 — \p,)/(h%¢) avec € petit, on déduit du Lemme 5.1.7 que

(1= Apaj, 2(7) = O(h* + (1 = \p)), V|z| < R

o e (5.1.29)
(1= Ay, " (7)) < —CXNh7 2| + (1= Ap) <O, Viz| = R

Par suite, le membre de droite dans (5.1.28) est controlé par O(h? + (1 — \p,)), ce qui permet de
montrer (5.1.34) avec s = 0. On passe au cas s quelconque en interpolant. [

Le deuxieme ingrédient dans ’analyse du spectre discret de 7}, est I’obtention d’estimations
de décroissance des fonctions propres.

Lemme 5.1.10 Soit § > 0 et x € Cj°(R) égale a 1 sur [—ss,ss), alors il existe hy tel que ,
pour tout k,s € N il existe C s > 0 tel que pour tout h < hg et pour toute fonction propre
en € L2(RY) de Ty, associée a une valeur propre A\, € [1 — h26,1], on a

[{2)*x (B2 A)enl| s (may < Crsllx (B> A)en]| ron gy (5.1.30)
Preuve. On déduit de (5.1.28) et (5.1.24) que
(1 = Anay,*(2))x (B2 A)ey, = h*Opy,(rp)x(h*A) Aey, (5.1.31)

pour un certain 7y, € S(1). Par ailleurs, il existe R > 0 assez grand tel que a; >(z) > 1+ Ch?|x|?
pour |z| > R. Par suite, si A\, = 1 — h%2, avec 0 < 25, < 6, on a pour |z| > R

— 14 Mpay 2(x) > B2 (Clz? = 2) > C'R*(1 + |z]?) (5.1.32)

pour un certain C’ > 0 indépendant de h. On déduit aisément de cette estimation que pour tout
s >0, o0na

1) XA en e oy < Clx (B A)enllgzesaqeen

11 suffit alors d’itérer la preuve. ]

Grace aux Lemmes 5.1.9 et 5.1.10, on voit que si (ep)nejo,n,) €St une famille de fonctions
propres associées & une valeur propre A, € [1 — h26,1] et normalisée dans L2, alors (ep,) est
compacte dans tout espace de Sobolev. Cela permet d’appliquer la stratégie générale de la section
4.1 et permet de prouver(5.1.11).
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Il reste a établir 'estimation de Weyl (5.1.12). Fixons 6 > 0 petit. Pour 7 > 0, on définit

I'opérateur
P =70 (VA7) + X (V22 /7))

ou x € C*((0,00)) est une fonction positive croissante vérifiant x(x) = z pour z < 1 — 4 et
x(z) = 1 pour > 1. Il est clair que P, est un opérateur borné, auto-adjoint sur L?(R%) de
norme inférieure a 27 et 'on peut voir facilement que son spectre essentiel est contenu dans
Iintervalle [, 27]. On considere alors le projecteur de rang fini I, /5 = 1y - /2)(Pr). On montre
assez facilement que rang(IL,) < Crang(f(7~'(—A + |z|?)) = O(9), pour une certaine fonction
€ Cg°(R). Il reste donc & montrer qu'il existe € > 0, C' > 0 indépendants de 7, h tels que pour
tout f appartenant a I'image de 1 —II. /5, on ait : 7 < eh™?

(Tuf, f) < (1 — CTh?)||f][32. (5.1.33)

Ceci découle assez facilement du fait qu’il existe € > 0 et C' > 0 indépendants de 7, h tels que
les deux estimations suivantes soient vraies pour tout 7 < eh ™2 :

ap(x) <1 - Ch*rx(V/|z?/7)?

et

Gi(h&) <1 - CRPrx(VIER /)%

Etude du spectre discret dans le cas d’une densité tempérée

On décrit maintenant les principales étapes de la preuve du Théoreme 5.1.3. On suppose
dans toute cette section que p est de type RTE. Le schéma général est le méme que dans la cas
gaussien. Le point clef de la preuve est I'obtention d’estimations a priori des fonctions propres.
En travaillant comme dans le cas gaussien, on montre les lemmes suivants :

Lemme 5.1.11 Soit x € C{°(R) égale a 1 prés de 0. Pour tout C > 0, il existe hg > 0
et des constantes positives (Ag)ser, (Bk,s)keN,scr telles que pour tout h €]0, hg] et pour tout
A € [1=Ch2,1], ey € L*(R?, dx) vérifiant Thep = Apen, lenllL2ray =1, on a ey € H*(R?) pour
tout s € R et

1— A\ 3
llenll s (ray < As(l + 3 )2. (5.1.34)
De plus, pour tout k € N, s € R, on a
11 = ) (—h2A)enll ooy < Broh*. (5.1.35)

Lemme 5.1.12 Soient o €]0,1[ et s défini en (5.1.5). Sotent ¢ € CG°(R) et x € C°(R) telle
que x(x) =1 si x| > 2 et x(z) =0 si |x| < 1. Alors, il existe C >0, R > 0 et hg > 0 tels que
pour tout h €]0, ho] et pour tout A\, € [1 — ah? 1], e € L2(RY, dx) vérifiant Then = A\nen
et |len|[L2ray =1, on a

@r2)
Ix(z/R)$(h* Men| 2 (ga) = O(h)
En particulier, pour tout s € R, x(x/R)ey, tend vers 0 dans H*(R?) lorsque h tend vers 0.

Ces lemmes fournissent suffisamment de compacité pour mener a bien la méme stratégie que
dans le cas gaussien. On renvoie & [GM10] pour les détails.
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Estimations de variation totale

On donne ici les éléments de démonstration des estimations de convergence vers 1’équilibre
en variation totale. On commence par la preuve du Théoréme 5.1.5. On note Ily;, I'opérateur
de projection sur les fonctions constantes dans L?(R?, dvy,) :

Oonf = /]Rd f(y)dvp(y). (5.1.36)
Il s’agit de montrer que pour tout 7 > 0 et pour tout = € R? tel que |z| > 7 + (n + 1)h,
1
5 sup [T (f)(@) = on(f)] = 1= Cp(r),
2 g o=t

olt p(7) = e~ 207(7=h) i p = Be=ol#l* ot p(7) = f\yIET p(y)%dy si p est RTE.
On va en fait montrer un résultat légerement plus fort, a savoir que pour tout 7 > 0 il existe
une fonction f, € L°(R%) telle que || f-|[z = 1 et pour tout z € R? tel que |z| > 7+ (n + 1)h,

T3 (f7)(x) — Hon(f-)| = 1 — Cp(r). Considérons la fonction f, définie par

fT(x) = H[T,+OO[(|x|) - H[O,T[(|x|)

(5.1.37)
— 142U (o).
Pour |z| > 74 (n + 1)h, on déduit de la propagation a vitesse au plus h que
Ty f-(x) = 1. (5.1.38)
Par ailleurs, un calcul simple montre que
2
Oonfr=—-1+ A vr(y)p(y)dy < =1+ Cp(1). (5.1.39)
h Jly|zr
En combinant les équations (5.1.38) et (5.1.39), on obtient le résultat annoncé.
Passons maintenant a la preuve du Théoreme 5.1.6. On remarque que
1
‘STLP 173 (2, dy) — dvn|lrv = SIIT5 = Hoall oo ey Loo (o) <r)- (5.1.40)
z|<t
Par ailleurs, on déduit du théoreme spectral que
T3 — Mo bl L2 (duy ) 2 (dwy) < Ce ™). (5.1.41)

Comme T}, est borné par 1 de L> dans L?, il s’agit d’estimer 1 Th | £2 (dv)—L.o¢ (B,)- Or pour tout
f € L*(dvy,), on a

S ol=

Z

mp, ()

@) < LE) R TTTI (5.1.42)

z—y|<h Vn(Y)

Un calcul simple montre alors que [|Th|| £2(dy, )— 1o (B,) < C/(h%p(x)) dans le cas ou p est RTE et

1Tkl 22 (dvy)— oo (By) < Ch~2e27(7+3h) dans le cas ot p est gaussienne. Ceci permet de conclure
immédiatement dans le cas RTE. Dans le cas gaussien, il faut travailler a la maniere de [LM10]
en utilisant en particulier ’estimation de Weyl.
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5.2 Cas d’une variété présentant des pointes hyperboliques

On étudie dans cette section I'opérateur de marche aléatoire semiclassique dans un cas simple
de variété non compacte de volume fini. Ces résultats ont été obtenus en collaboration avec H.
Christianson et C. Guillarmou [CGM10].

On suppose que (M, g) est une variété Riemannienne de dimension 2, de volume fini et
présentant un nombre fini de "bouts” Ey,..., E,. On suppose en outre que chacun de ces bouts
FE; est isométrique a une pointe hyperbolique

ti,00); X (R/4Z), muni de la métrique g = dt® + e72dz>.
(ti,00)e X ( g

pour un certain ¢; > 0. Chaque bout peut aussi étre vu comme le quotient ()\H? de H? par
le groupe abélien engendré par une translation 7 : (z,y) € H?> — (z,y + ¢) € H? ou le plan
hyperbolique est représenté par H? = {(z,y) € R, x R}. On considere 'opérateur de marche
aléatoire défini par (3.4.1) dans le cas ot 2 = M et la densité 6 est constante. Pour toute
fonction continue f sur M et pour tout m € M, on a donc

1
Thf(m) = 75— m')dym’ 5.2.1
hf( ) \Bh(m)] B, (m) f( ) g ( )
La mesure dvy, prend la forme dvp(m) = %dvg(m), pour une certaine constante de renor-

malisation Zj,. L’opérateur Tj, est bien évidemment markovien et autoadjoint sur L2(M, dvy,).
Notre principal résultat est le suivant :

Théoreme 5.2.1 [ existe hg > 0 et 6 > 0 tels que :

i) Pour tout h €]0,ho], le spectre essentiel de T}, agissant sur L?(M,dvy,) est donné par

lintervalle
h h

Ih= [sinh(h) 4, sinh(h)]

sin(z)

(o) >,
ii) Pour tout h €]0, hy|, Spec(Kp) N [—1,—14 4] = 0.

ii1) 1l existe ¢ > 0 tel que pour tout h €0, hy], 1 est valeur propre simple de Ty et le trou
spectral g(h) := dist(Spec(Ty) \ {1},1) vérifie

ot A = ming~q

1—
8 ’ sinh(h)

SRS DI 522)

ch? < g(h) < min <(

ot Ay est la plus petite valeur propre mon nulle de —Ag sur L?(M) et a(h) une fonction
tendant vers 0 lorsque h — 0.

En comparaison du Théoreme 4.1.1 dans le cas compact, ce résultat est plus faible. En effet,
on ne précise pas la localisation du spectre de T} en terme de valeurs propres du Laplacien.
Ceci est du au fait que dans une certaine région des pointes hyperboliques, la géométrie des
boules change radicalement, de sorte que I'approximation de 7T}, par une fonction du Laplacien
n’est plus valable dans cette région de la surface. On est donc amené a utiliser une approche
variationelle qui est moins précise. On note toutefois que I'argument utilisé n’est pas une simple
transposition de la méthode du chemin de la section 4.2, la variété étant non bornée.

Une autre différence fondamentale est I'existence de spectre essentiel pres de 1. Dans le cas
d’une variété compacte ou d’un ouvert borné, nous avons vu que le spectre essentiel se trouvait
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a distance 6 > 0 de 1 avec § indépendant de h. Cette information était cruciale dans I’obtention
d’estimations de convergence vers 1’équilibre en distance de variation totale. En effet, le terme
en (1 —6)" provenant de I'estimation L? — L? permettait d’absorber facilement la perte en h=¢
de P'injection L? — L. Ici, méme si le trou spectral est encore en h2, il y a du spectre essentiel
a distance h? et I'estimation L? ne permet pas de rattraper les pertes en h~°.

Le second résultat que nous démontrons est une estimation grossiere de la vitesse de conver-
gence vers ’équilibre en norme de variation totale. Comme dans le cas de I'espace euclidien muni
d’une densité de probabilité, on montre une estimation qui dépend du point de départ et I'on
prouve qu’il ne peut pas y avoir d’estimation uniforme. Supposons pour simplifier qu’il n’y a
qu’un seul bout hyperbolique Fy. La surface M s’écrit M = My U Ey avec My compacte et Ey
isométrique & la pointe (¢,y) €]tg, oo[x (R/€Z) muni de la métrique g = dt? + e~ 2'dz2. On étend
la fonction m € Ey +— t(m) en une fonction continue sur M telle que 0 < t(m) < to pour tout
m € My. Pour 7 > ty, on note M., = {m € M, t(m) < 7}.

FIGURE 5.2.1 — La décomposition M = My U Ej.

Théoréme 5.2.2 Il existe hg > 0 tel que :
i) 1l existe C' > 0 tel que pour tout h €]0, hy| et pour tout n € N,

sup ||Kp(m,dm') — dvy |7y < Cmax(h™!, hiée%)efng(h) (5.2.3)
m€M<7—

ii) Il existe C' > 0 tel que pour tout h €]0, hy| et pour tout n € N, il existe m € Moy, tel que
|KF (m, dm") — dvplrv > 1 — Ch™le " (5.2.4)

Nous allons maintenant donner les idées de preuve de ces résultats. La preuve du Théoreme
5.2.2 est tres proche de celle des Théoremes 5.1.6 et 5.1.6. Nous renvoyons a [CGM10] pour les
détails. Pour ce qui concerne le Théoreme 5.2.1, le plan de la preuve est le suivant. Dans un
premier temps, on utilise la forme spécifique du bout hyperbolique pour donner une expression
agréable de 'opérateur Tj,. On utilise ensuite cette expression pour étudier le spectre essentiel de
T}. On s’attaque alors a 1’étude du trou spectral par une méthode variationelle. Formellement,
Iopérateur agissant sur des fonctions supportées dans la partie compacte My a clairement un
trou spectral (d’apres I’étude du cas compact). Si on le calcule dans une pointe, c’est un opérateur
pseudodifférentiel dont le symbole est majoré par 1 — Ch? pour un certain C' > 0. La difficulté
consiste a recoller les morceaux par une méthode variationelle. Enfin, la preuve de la borne
supérieure sur le trou spectral se fait en approchant 'opérateur T}, par un opérateur différentiel
et en utilisant cette approximation pour construire un quasimode pour T},.

Afin de simplifier 'exposé, nous supposerons comme ci dessus qu’il n’y a qu'un seul bout
hyperbolique Ej.

110



5.2.1 Etude de 'opérateur dans une pointe hyperbolique
Description des boules géodésiques dans une pointe

On commence par rappeler brievement la forme des boules géodésiques dans ’espace hy-
perbolique H? = {(x,y) € R, x R} muni de la méme métrique (dz? + dy?)/x>. On utilise les
coordonnées x = ef, pour lesquelles I’élément de volume devient

dvg = e tdtdy.

Dans ce systeme de coordonnées, une boule B((e!,y),r) centrée en (e!,y) et de rayon r est
exactement la boule Euclidienne centrée en (e’ coshr,y) et de rayon Euclidien e'sinhr (voir
figure 5.2.2). En passant en coordonnées polaires, on voit facilement que le volume d’une telle
boule est

| Bz ((e!,y),7)| = 27 /07‘ sinh(r’)dr’ = 2w (cosh(r) — 1).

et—i—r

FIGURE 5.2.2 — La boule hyperbolique en coordonnées euclidiennes. Le centre en coordonnées
hyperboliques est & hauteur e?, et en coordonnées euclidiennes & e’ coshr.

Passons maintenant au cas d’une pointe hyperbolique. Une telle pointe Fy est identifiée avec
la région = > x du quotient de 'espace hyperbolique (y)\H?, ot y(z,y) = (z,y+£) et 29 > 0 est
un nombre fixé. Un domaine fondamental du groupe cyclique () dans H? est donné par la bande
S:={x > 0,0 >y > 0}. La pointe Ey peut donc étre vue comme le quotient (y)\(SN{z > xo}).
La boule géodésique By (m) dans Ey est donnée par

Bp,(m) = n({m’ € H?; dg(m,m’) < h})

ott 7 : H2 — (7)\H? est la projection canonique.

Par conséquent, tant que le rayon euclidien de Bj(m) est inférieur a la largeur ¢ de la bande
S, alors By, (m) peut étre considérée comme une boule de rayon h dans H? . Lorsque le rayon est
plus grand que /, i.e. lorsque t > log(¢/2) — log(sinh(h)), alors, la boule se recouvre elle-méme
et peut étre représentée dans S par

1
Bu(m) = |J {(@.y/) € Si[e! cosh(h) —a'[2 + [y +jf — y/ |2 < X sinh(h)?} (5.2
j=—1
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ot 'on a posé m = (e',y) € S (voir figures 5.2.3, 5.2.4). En particulier, si (z = e,y = £/2),
alors

Bp(m) = {0 <y < ¥;]2’ — e cosh(h)| < \/€2t sinh?(h) — |y — £/2|2}.

et—i—r et-i—r
et coshlr
et sinhr
/ et
o= —t— y

FIGURE 5.2.3 — La boule hyperbolique de FIGURE 5.2.4 — La boule hyperbolique de
rayon 7 est tangente a elle méme lorsque son rayon r pour ¢ > log(¢/2sinh(r)) avec un

centre se situe a t = log(¢/2sinh(r)). Pour centre translaté horizontalement.
t > log(¢/2sinh(r) la boule se recouvre elle
meéme.

Nous sommes maintenant en mesure de donner une formule explicite de 'opérateur dans la
pointe hyperbolique. On utilise les coordonnées (¢,y) dans la bande S définie ci-dessus, de sorte
que Eg = (Y)\S = {(e!,y) € (xg,00) x (R/4Z)}, pour un certain zg > 0. On remarque que pour
des raisons de symétrie, le volume d’une boule centrée en un point (ef,y) de Ey est indépendant
de y. Par abus de notation, on notera By, (t,y) la boule géodésique de Fy centrée en (e!,y) et de
rayon h et | By (t)| son volume.

Toute fonction v € L?(M) supportée dans Fy se décompose partiellement en série de Fourier

—+00

ulty) = > wt)e (5.2.6)

k=—o0

avec des uy supportés dans {t > tg = In(xg)}. Un calcul explicite montre que 'opérateur T}, se
décompose bien en série de Fourier :

Thu(t,y) Z T 1 () ( MZW (5.2.7)

k=—00

Nous allons calculer ces opérateurs T}, ;.. La premiere expression est obtenue en intégrant d’abord
sur les lignes verticales de la boule géodésique.

Premieére expression de 'opérateur

Pour ¢t > tg, on note I(t) = min(%,e!sinh(h)) et pour |z| < sinh(h) on note ty(z) =

log(cosh(h) £ y/sinh?(h) — |2|2). Un calcul simple montre que (5.2.7) est vérifiée avec T}, , défini
par

l(t 27rzkze t+(Z)
Ty ko(t) / v(t +T)e TdTdz. (5.2.8)
|Bh )N J Ziye t-(2)
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En utilisant le théoréme de Plancherel et en calculant la transformée de Fourier de e=7 Ty ¢ (T,
on montre que

To(t) = [ ot o) (5.2.9)
; t L 1O et d 5.2.10
n(t.8) = e | ot 0 (5.2.10)

avec

(cosh(h) + +/sinh(h)? — ,2:2)1‘”5 — (cosh(h) — y/sinh(h)2 — 22)1+i&

= : 5.2.11
0(275) (1 n 15)(1 + 22)1+z§ ( )
Remarque 5.2.3 En prenant u = 1 dans les calculs précédents, on obtient
(e 2, /sinh(h)2 — 22
Bin(t,y)| = dz. 5.2.12
Ba(t.y) /_W e (5:2.12)
Pour t > log(¢/2sinh(h)), on en déduit I’estimation
|By(t,y)| = 2¢sinh(h)e™" + O(e™3!/sinh(h)) = |Rp(t,y)| + O(e~3/sinh(h)) (5.2.13)

ot |Ry(t,y)| désigne le volume de Ry(t,y) = {(e",y/) € S;|t' —t| < h}, qui est le plus petit
cylindre de la pointe contenant By(t,y).

De plus, on voit facilement qu’il existe C > 0 tel que pour tout t > log(¢/2sinh(h)), |By(t)| >
Che™.

Seconde expression de ’opérateur

Si lon integre d’abord suivant les lignes horizontales dans la formule (5.2.1), on obtient la
formule suivante pour les opérateurs T}, i, :

a(t,T)

1 h :
Ty po(t) = 7/ v(t + T)/ e2ikmze [te=T g qT (5.2.14)
[Br(t)| J-n —a(t,T)

ot a(t,T) = min(%, et\/sinhQ(h) — |cosh(h) — €T'|2).

5.2.2 Etude du spectre essentiel

Dans cette partie nous ébauchons la preuve du point i) du Théoreme 5.2.1. On commence
par conjuguer I'opérateur 7}, de maniere a le faire opérer sur L?(M, dvg). Plus précisément, T},
est unitairement équivalent & l'opérateur T}, autoadjoint sur L%(M, dvg) et défini par

Ty f(m) = ! !

= — m')——dv, (m/ 5.2.15
\Bh<m>ra/3h<m>f( | By (m')|2 o) (9:249)

Comme cet opérateur propage le support des fonctions d’au plus h, en utilisant les variables (¢, y)
de la pointe, on voit facilement que Tj = lj o(t)Th U, o0[(t) + R avec R de classe Hilbert-

Schmidt. Par suite le spectre essentiel de T} est égal a celui de ll[to,oo[(t)fh ll[tmoo[(t). L’idée
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est alors d’approcher cet opérateur par un opérateur possédant plus de symétries. On introduit
l'opérateur T, agissant sur L?(M, dvg) et défini par

_ 1 ytg (ith u(t,y')
Thu(t,y) = —— 1y, o (t)/ / Uy o0y () ——e " dt'dy’ (5.2.16)
Ba(@)F T s S O Ry

¢

2
olt |Ry(t)] = 2e~*sinh(h) est la mesure du rectangle ¢’ € [t — h,t + h] comme dans la remarque
5.2.3. On déduit alors du Lemme de Schur que l'opérateur ]l[to,oo[(t)fh Uy o0 (t) — T} a une
norme L? bornée par Ch=2e~2%
essentiel de T},. Or cet opérateur se diagonalise de la méme maniere que 7T}, via les séries de
Fourier comme dans la formule (5.2.8). De plus, le domaine d’intégration étant symétrique en ¢
et y il est identiquement nul sur tous les modes k # 0. Par suite la norme de T}, est bornée par
la norme de I'opérateur suivant agissant sur L?(R, dt) :

. En faisant {5 — oo, on se ramene donc a 1’étude du spectre

Tho(t) = Bito. o0 (1) / Hhut () f(¢)dt (5.2.17)
2sinh(h) Ji_p, [t0,00)
Or, cet opérateur peut aussi s’écrire 7, = 1l o) % Ijty,00)- La description du spectre

essentiel est alors immédiate.

5.2.3 Preuve du trou spectral
Absence de spectre pres de —1

On commence par montrer que le spectre de T}, est bien séparé de —1. On recouvre M par
des ouverts w; de diametre h comme dans la section 4.2. En utilisant la forme spécifique de la
forme volume, on démontre que vol(w;) > C maxyey, |Br(m)|. En utilisant cette estimation, on
montre facilement qu’il existe § > 0 indépendant de h tel que

(1 + Th)u, w) 2 (arduy) = 260ull72 (s a0y (5.2.18)

Par suite Spec(Ty) N[—1,—1+ §] = 0.

Découpage de la variété et recollage des estimations

Passons maintenant & la preuve de la borne inférieure du trou spectral : g(h) > ch?. On
tente ici de mettre en oeuvre un argument de chemin dans Uesprit de (4.2.14), (4.2.15). Or, le
fait que la variété est non-bornée empéche d’appliquer directement cette méthode (d'un point
de vue technique, le diametre de l'ouvert apparait clairement dans dans l'estimation (4.2.15)).
Pour surmonter cette difficulté, on va découper la variété en morceau compact et pointes hyper-
boliques, démontrer des inégalités variationnelles ad hoc sur chaque morceau et enfin recoller
les estimations.

Nous devons montrer qu’il existe C' > 0 tel que pour tout u € L*(M,dvy,), on ait :

Vi(u) < h—CQSh(u) (5.2.19)

Nous allons décomposer V; en accord avec la géométrie de M. Pour 0 < a < ¢ < b < 00, on
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définit

=5 [ (Fm) = )P, o) ),
2 Jt(m)elab] tm’)eab]
() =+ / (F(m) — f(m'))2duy (m)dun(m) (5.2.20)
2 Ji(m)ela,d t(m’)ele.b]
gladl gy _ 1 _ M2 d "
I = g ) = T gy o

On a de maniere évidente :

V() = Vsl + Vet ) + 2z ) (5.2.21)

et 'on veut un contréle du terme d’interaction Zj, en fonction de la variance. On remarque que

b
vp(Ce)

ouCe:={me M;c—1<t(m)<c+1}. On en déduit

i) = / (o (5.2.22)

Zi(f) <2 / . et M) = () 4 (F(5) = S (m'))*dvy () (m) dhgé; (5.2.23)
s€le t(m’)€lc,b) ¢
et par suite
Z;cl(f) < 2vp, (tl(/"]:l()cf) [C’ b]) Vh[mCJrl} (f) + 2uy, (tE/":()Cf)[a’ C]) Vh[cfl,b} (f) (5.2.24)

pour tout a+1<c<b-—1.
On remarque ensuite qu’il existe des constantes c1,co > 0 indépendantes de h telles que les
mesures dvy, et dvg vérifient I'inégalité suivante :

d
¢ min(1, A~ e HM)Y) < d_Vh < ¢y min(1,h"te7HM) (5.2.25)
Yg

Combinée avec (5.2.21) et (5.2.24), on en déduit qu’il existe C' > 0 tel que

min(1, hlea)v[c—lvb](f)). (5.2.26)

vl < o + e e v

En utilisant cette estimation avec ¢ = ty indépendant de h, on obtient

V(h) < € (VRN + eoviolen) (5.2.27)

Par ailleurs, on a trivialement I'inégalité

1

Enf) > 5 (E,EO’tOH](f) + E,Eto’l’o"](f)), (5.2.28)

Au regard des estimations précédentes et comme ¢y est indépendant de h, il reste & monter que

&V (1) 2 CRVIN), g7 = entv ). (5:2:29)
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L’estimation relative a la partie compacte 5][10,150] se montrera a partir des résultats de la section

4.1. Pour ce qui concerne ’estimation de la partie non compacte, on a besoin de se ramener a
une marche aléatoire sur une variété modele. On rappelle que Ey = [tg — 1, 00[ xR /¢Z est muni
de la métrique g = dt?> + e~ ?!dy?. On suppose sans perte de généralité que to = 1. On considere
la surface W :=R; x (R/{Z),, et on voit Ey comme le sous-ensemble {t > 0} de W (voir figure
5.2.5). On étend ensuite la métrique g & W en posant g := dt® + e 2 dy? on w(t) est une
fonction réguliere sur R égale & |t sur {t > 0} U {t < —1} et telle que e #*) > ¢oe~ lorsque
t € [—1,0] pour une certaine constante ¢y > 0. En particulier, e "1 est de type RTE et il existe
une constante C' > 0 telle que

Vt € R, %e*ﬂ@ < e Mt < et (5.2.30)

On note d(m,m')la distance géodésique sur W, dv, la forme volume, et |By(m)| = vg(B(m, h)).
On considére la mesure de probabilité sur W : dv)¥ = %dvg(m), ou Z}V € [h?/C,Ch?

(pour un certain C' > 1) est une constante de renormalisation et pour g € L?(W), on définit

& (g) = =

| (9(m) — g )Py (m)dug ()
h Jmm/eW,d(mm’)<h

W= [ talm) = glm) P (o).

Toute fonction f € L?(Ey) peut étre prolongée en une fonction f* € L?(W), symétrique par
rapport a I'involution ¢ +— —¢. En découpant W x W en 4 régions ({t(m) > 0,t(m’) > 0}u{t(m) >
0,t(m') < 0} U...) et en utilisant les symétries de la variété ainsi que les estimations sur la
fonction p(t), on montre que

eI < ) (f7) < ce>(f). (5.2.31)

En particulier I'inégalité de droite dans (5.2.29) est une conséquence immédiate de la proposition
suivante :

Proposition 5.2.4 Il existe C > 0 et hg > 0 tels que pour tout f € L*>(W) et pour tout
h €]0, hol, on a :
CRVIY(f) < € (f) (5.2.32)

La preuve de cette proposition fera ’objet de la section suivante.

Pour ce qui est de la preuve de I'inégalité de gauche dans (5.2.29), on utilise des arguments
proche de ceux utilisés pour traiter la région non-compacte. On commence par définir une surface
X = My U My, obtenue en doublant My le long du cercle t = tg. On munit X d’une structure
réguliere et d’une métrique qui étend g. On peut alors considérer 'opérateur de marche aléatoire
naturel sur X : Tff( et en travaillant comme pour la preuve de (5.2.31), on voit qu’il suffit de
montrer que qu'il existe C' > 0 tel que pour tout f € L*(X), on a

<(1 - Tlf()fa f>L2(X,duff) > ChQ(Hin%Xdef) - <f7 1>i2(x7dyif))

Or, la variété X étant compacte, cette inégalité est une conséquence immédiate du Théoreme
4.1.1
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FIGURE 5.2.5 — La surface de révolution W, qui est un ”doublement” de la pointe hyperbolique
= {t > to — 1 = 0} dans ces coordonnées. Pour I’étude de la section suivante, on écrit
W =W, U Wy U Ws, ou Wy, W3 sont les régions ou |t| > t;, = log(¢/2sinh(h)) — 1.

Trou spectral pour une surface de révolution

On étudie dans cette section I'opérateur de marche aléatoire semiclassique sur la surface W.
Cette surface peut étre vue comme un quotient (y — y+£)\R? de R? équipé de la métrique dt?+
e~ 21 dy?par le groupe des isométries G engendré par une translation horizontale. L’opérateur
de marche aléatoire naturelle T ,YV on W, est défini par

1
|Bu(m)| /B, (m)

Les fonctionnelles E,‘:V et V,‘;V définies plus haut sont respectivement la forme de Dirichlet et
la variance associées a TYWV : EV(f) = (1 = TV f, )12 W,V €t V() = HfHL2 W.dvl¥

TV f(m) = f(m")dvg(m') (5.2.33)

<f’ >L2 W,dv}V)

Nous avons vu a la section 5.2.1 que 'opérateur T,fV se diagonalise en utilisant les séries
de Fourier dans la variable y pour ¢ assez grand. Cette décomposition s’étend a la variété tout
entiere du fait de ses symétries. Plus précisément, la boule géodésique s’écrit

Bi(t,y) = {{t ¢ )|t —t| < h,ly—v| <an(t,t')} (5.2.34)

pour une certaine fonction ay,(t,t") vérifiant oy (t,t — h) = ap(t,t + h) = 0 (condition corres-
pondant au bas et haut de la boule) et ay(t,t) = he ** (condition correspondant au milieu
de la boule). Pour f(t,y) = > 1z Fr(®)e?* ™/t supportée dans |t| < to +2, on a TV f =

> kez (T}mfk) (t)e2™ky/t avec

2 t+h sin(2mkay, (t,t)/0) /

™™ _ / ) N o—(t') 747

hote 1 (1) RGN Tr(t) Smhon(t, 7)/f ap(t,te dt

Tioho® = gy |, on(t)folehe e

En particulier, on a
t+h )
By (t)] = / 20u(t, t")e M) dt’ (5.2.36)

t—h

De plus, au regard de la section 5.2.1, ces formules s’étendent a W tout entier en posant

an(t,t') = min <et\/sinh(h)2 — (cosh(h) — et/ft)2,e/2) (5.2.37)
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En utilisant la formule (5.2.35) et l'inégalité |sin(z)/x| < 1 —emin(2?, 1) pour € > 0 assez petit,
on montre facilement le

Lemme 5.2.5 I existe € > 0, hg > 0 tel que pour tout k # 0, 0 < h < hg et f € L>®(R)

T3 Fll 2 By (1) e-nary < (1= €R®) I F I L2 By (1)) (5.2.38)

Passons maintenant a ’analyse de I'opérateur T,%, agissant sur les modes indépendants de
y. On pose t, = log(¢/2sinh(h)) —1, et on découpe & nouvea la variété en 3 régions (voir figure
5.2.5) :
Wi = {(t.y) € (~tn.ta) x R/(Z)

Wy = {(t,y) € (tn, 0) x RUZY, et Wy := {(t,y) € (—o0, —t,) x R/(Z}.

Pour i = 1,2,3, on définit les fonctionnelles associées agissant sur les fonctions f € L?(W, dvy,)
indépendantes de la variable y.

1

= — _ "N\2 /
- 2Zp /m,m’GWi,d(m,m’)<h(f(m) f(m?) dvg(m)dvg(m)

ELS)

Vi) =g [ () = g Py ().

En utilisant des arguments similaires & ceux invoqués pour prouver (5.2.27) et (5.2.28), on voit
facilement, en utilisant (5.2.38), que (5.2.32) sera prouvée, des lors qu’on aura établi qu’il existe
C > 0 et hg > 0 tels que pour tout h €]0, ko] et pour tout f € L?(W,dvy) constante dans la
variable y € R/{Z, on a

EL(f) = CRPVL(S), et E(f) > Ch%e™ Vi(f) pour i =2,3. (5.2.39)
On commence par traiter le cas ¢ = 2. Le cas ¢ = 3 est identique.

Lemme 5.2.6 I existe C > 0 tel que pour tout f € L?*(Wa,dvy,) constante dans la variable
y € R/NZ, on ait
EX(f) > Ch2e™VE(f). (5.2.40)

Preuve. On identifie 'espace des fonctions f € L?(W5) constantes dans la variable y € R/{Z &
lespace L?([ty,oc[). En symétrisant le probleme de maniére similaire & la construction de W,
on se ramene a montrer une inégalité du type

<(1 - Tg)ﬂ f>L2(R,duZ) > ChQ(Hf”%?(RdVZ) - <f7 ]‘>%2(R,dyg))' (5-2-41)

ol p = p(t)dt est mesure de densité régulicre sur R, égale & e~* sur [—1,4o00[ et e~ Ildt sur
] —00,—2]; dvy = p([t — h,t + h])p/Z} est une mesure de probabilité et T} est opérateur de

marche aléatoire naturellement associé :

TP f(t) := = hl,t ) /t—t’|3h F(t)p(tdt'. (5.2.42)

Or, la densité p(t) est du type RTE étudié dans le chapitre précédent. On déduit donc du
Théoreme 5.1.3 Pestimation (5.2.40). O

On termine cette section par la preuve du cas ¢ = 1 dans (5.2.39).
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Lemme 5.2.7 [l existe C' > 0 tel que pour tout f € C5°(W1) ne dépendant que de t

EL(F) = CR2VE(S).

Preuve. L’idée de la preuve est assez proche de celle du Lemme 5.2.6. Dans le cas de W, les
fonctions considérées sont définies sur un demi axe [t,o0[ et il est naturel de les prolonger par
une sorte de symétrie et d’étudier 'opérateur de marche aléatoire associé. Ici, les fonctions sont
définies sur un segment borné [—t, t] muni d’une mesure exponentiellement décroissante. L’idée
principale consiste a périodiser les fonctions pour se ramener a nouveau a un probleme sur R.
La somme des fonctionnelles partielles (relatives a chaque intervalle [(25 — 1)tp, (25 + 1)tp]) est
convergente grace a un terme exponentiellement décroissant venant de la mesure. On se rameéne
ainsi a démontrer un inégalité fonctionnelle du type (5.2.41) pour un densité p qui est a nouveau
de type RTE. Le Théoreme 5.1.3 permet a nouveau de conclure. O

Borne supérieure du trou spectral

On donne ici les idées utilisées pour prouver l'inégalité de droite dans (5.2.2). On démontre
en fait un résultat un peu plus fort.

Théoréme 5.2.8 Soient 0 = \g < \; < --- < Ak les valeurs propres L? du Laplacien —Ag sur
(M, g) qui sont contenues dans [0,1/4) et Ax+1,..., k41 celles qui appartiennent a [1/4,4/3).
Pour tout ¢ > 0, il existe hy tel que pour tout h €]0,ho], K +1<k<k+ L

M Aeh?
ch?,
8 8

Pour tout ¢ > 0il existe hgy tel que pour tout 0 < h < hg, 0 < k < K,

ﬁ(Spec(l — TN [Akh ch> TV /A= A’“h + ch*tV 1/4*%}) > dimker(A, — Ag).

ﬁ(Spec(l TN [ + hﬂ) > dimker(A, — ).

La premiere étape dans la preuve de ce résultat consiste a obtenir une approximation de
I’action de 'opérateur de marche aléatoire sur des fonctions régulieres.

Lemme 5.2.9 Soit tg > 0 fizé tel que la métrique soit de courbure constante dans {t > T0/2}
Soient Xllz et X}ZL des fonctions réguliére supportées respectivement dans {e'® < e! < 2s1nh -1}

et {ﬁ;}(h) —2<e < 25%11(,1)} pour un certain A >> 1. Alors, il existe C > 0 et hy > O tels
que pour tout h €]0, hg] on a les estimations suivantes

i) Pour tout ¢ € C5°(M) supportée dans {t < 2ty}, on a

h2
(o= @= o <l (5.2.43)
12(M)
ii) Pour tout ¢ € C*°(M), on a
1 R 1 a1
mutod) = (od = g Agoad) || < ol (5.2.44)
12(M)

iii) Pour tout ¢ € C*(M), on a

Th (X)) — xa¥llz2any < CRPC| a2 an (5.2.45)
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Preuve. Les inégalités (5.2.43) et (5.2.44) sont une conséquence immédiate de 'approximation de
I'opérateur de marche aléatoire par une fonction du Laplacien dans le cas d’une variété compacte
sans bord, cf Lemme 4.1.6.

Dans le cas ou les boules de rayons h s’auto-recouvrent, on fait appel a la formule (5.2.8)
dans laquelle on écrit le développement de Taylor v(t +T) = v(t) + Tw(t) + O(T?). Un simple
calcul permet d’établir (5.2.45). O

Le second ingrédient dans la preuve du Théoreme 5.2.8 est 'obtention de bonnes estimations
des fonctions propres du Laplacien. On a le

Lemme 5.2.10 (Miller [Miil92]) Soit T >> 1 et x7 une fonction réguliere supportée dans
{t > T}. Soient v; les fonctions propres associées auzx valeurs propres \; normalisées dans
L*(M,dvy). Pour j > K, on a

IX1%ill L2 (0avg) < Cnge T, VN €Ny (5.2.46)
les constantes Cn,; ne dépendant que de N, j. Pour j < K, on a
IxT5] L2 (v awg) < Cie” VAN, (5.2.47)
les constantes C; ne dépendant que de j.

En utilisant les Lemmes 5.2.9 et 5.2.10, on démontre facilement que pour tout K < k < K+1L
2 Ak 4
1Thtpr — (1 =A™= )2 < Ch

et pour tout k£ < K,

A 1
Tht = (1= B2l < CR*FVA

En combinant ces estimations avec le principe du min-max, on acheve facilement la preuve du
Théoreme 5.2.8 .
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