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Exercice 1

(i) Soit f : [a,b] — R une fonction 4 fois dérivable. La formule de Taylor-Lagrange affirme
qu’il existe un point ¢ €]a, b[ tel que

(b—a)? (b - a) (b—a)*

4
)

fb) = f(a) + (b= a)f'(a) + () +

(ii) Pour f(z) = exp(z), a = 0, b > 0. La formule de Taylor-Lagrange dit alors qu’il existe
un point ¢ €]0, b :
2 3 b4
=1 R
exp(b) = +b+2+6+24exp()

donc

b4 b3 4
exp(b) — <1+b+2+ 6)‘ — exp(c).

Enfin, comme la fonction exp est croissante, exp(c) < exp(b), et donc on obtient le résultat
demandé.

(iii) Le résultat du (ii) permet d’ approcher exp(b) par le polynome 1 + b + % + %. En
79

choississant b = =, on approche exp( ) par g ~ 1.6458.

) < 2. L’erreur

114
(iv) L’erreur commise est majorée par (gi exp(3) < 15 si on admet exp(3

192
est d’un ordre inférieur 4 10~2. On peut donc écrire

1
exp <2) ~ 1,64

avec une erreur de Pordre de 1072.

Exercice 2
(i)
sin(z) = z + o(x)

et
sin?(z) = 2% + o(2?).



Le dénominateur s’annule a 'ordre 2, il faut donc calculer un DL du numérateur & I'ordre

2 au moins. )

cos(z) =1-— 5 + o(z?)

La fonction cos vaut 1 en 0. Il faut donc calculer un DL(2) de la fonction ,/ en 1. Or

11
Vity=1+5y— v’ + o)

On applique cette formule avec y = —z +o0(x?), en notant bien qu'une quantité négligeable

2
devant y est négligeable devant x?2,

On trouve donc

donc

(ii) Du fait du 3 au dénominateur, on a besoin d'un DL du numérateur & I'ordre 3 au moins.

On a
2

cos(x) =1— Ty o(z?),

2
L =1-—xz+2%—2°+o0(z?)
1+
donc (2) ) 5
cos(x x x
=1- - 3.
1+ vy g el
D’autre part
z? 23
exp(—2) =1—a+ — — — +o(z%)
2 6
d’out 5
D exp(—a) = -2+ 0la?)
et (=)
) oxp(—a) 1
14+x _
= =—=+4o0(1)
Donc )
T
x—0 :L‘?’ 3



(i)
23
sin(z) = x — 5 + o(z*)
sin(0) = 0 on a donc besoin d’un DL(4) de In(1 + y) en 0, qui vaut
2 By
m(l4y)=y— — 4L L 4
n(l+y)=y— 5 +5 -7 +oly’),

et donc 2 3 4
In(1 + sin(z)) =z — % + % - % +o(a?)
or 2 3 2
exp(fz)zlfor? E+ﬂ+0($4)
n(l +sn(x)) + exp(—z) —
N 1
p o1 o)
d’oul
i (Lt sin(@)) +exp(-2) -1 1
z—0 x4 24

Exercice 3

(i) Dans I’énoncé, on suppose que f est dérivable sur I et que

1
!
r)=—"—
F@) =17 @)
Comme f est dérivable, et qu’on suppose que 1 + f(z) ne s’annule pas, #(z) c’est a dire

S’ est dérivable sur I. Donc f est deux fois dérivable sur I. Supposons que f soit k fois

dérivable sur I. Il en est de méme pour #@) c’est a dire f’ donc f est k+ 1 fois dérivable

sur I. Par récurrence, f est infiniment dérivable sur I.
(ii) Comme f admet une dérivée d’ordre 4 en 0, elle admet un DL(4) en 0. On I'écrit donc

f(@) = ao + a1z + axx® + aza® + aga’ + o(a?).

(iii) Dans la formule précédente ag = f(0) et a; = f/(0). D’aprés hypothése faite dans

I’énoncé, on a donc ag = 0. D’autre part f/(0) = 1+11”(0) =1et donca; =1.

(iv) D’aprés le cours, f’ admet un DL(3) en 0 qui vaut

f/(x) = 1+ 2a92 + 3azz? + dagx® + o(z?).



(v) Comme f(0) =0, on considére donc le DL(3) en 0 suivant

1
——=1-y+y’—y’ +oy)

1+y
Avec y = £(z),
1
) =1—a+(1—az)2*+ (2ap — az — 1)z + o(z3).
(vi) L’égalité
1

donne 2 développements limités pour la fonction f’. L’unicité du développement limité

implique alors
2@2 = —1, 3a3 =1 — ag, 40,4 = 2&2 —as — 1,

donc
1

a2:7§, as = ay = —

ool

1
2



