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Eléments de base de la méthode : maillage

» On consideére la loi de conservation
otgq+V-F=0 (1)

posée dans un domaine Q c RY (d = 1,2,3) :

» On découpe 2 en morceaux : c'est le maillage. Chaque morceau (noté ici K) est
une maille (ou « cellule »).

» En général les mailles sont des segments (1D), des polygones (2D) ou des
polyedres (3D).
» Le découpage peut étre plus ou moins facile a faire

» Exemple :



Forme intégrale sur une maille

On reprend, a I'envers, la procédure qui va de la forme intégrale vers la forme EDP :

» On intégre (1) sur une maille K du maillage :

J (Geq + V- F)(t,x) dx = 0.
K

» Par la formule de la divergence :
d

dt Jk oK

(Ecriture valable en 2D et 3D ; le cas 1D est différent.)

q(t,x)dx + J F(t,x) - n(x)do = 0.



Intégration en temps et moyenne sur une maille

» On note t, et t,11 deux instants tels que At = t,+1 — t, et on intégre entre t, et
tht1

the1
f q(tns1,x) dx—f (tn, x dx—i—J f (t,x) - n(x)dodt=0. (3)
K oK

» On définit la moyenne de g sur la maille K :

1
o= — tn, X) dx.
ak |K| J;( q( X) X

ou |K| est le volume (3D) ou l'aire (2D) de K
» L'égalité (3) devient alors

tht1
(gt = qn — |K| f (t,x) - n(x) do dt. (4)
oK



Décomposition par arétes/faces - flux moyen

» Comme K est un polygone (2D) ou un polyedre (3D), le bord dK est une union
d'arétes (2D) ou de faces (3D).

» Pour chaque aréte/face e © 0K, on note ni . la normale unitaire dirigée vers
I'extérieur de K.
NK.e

» La relation (4) s'écrit alors :

1 tht1
q}n<+1:q}n<_m Z L jF(tax)'nK,edo'dt

ecoK
At 1 tn1
— g - 2L Y e <J J F(t,x) - . do dt)
‘K’ ecoK At’e’ th e g

flux moyen a travers e entre t, et t,41



Forme finale de la loi de conservation sur une maille

» La loi de conservation intégrée sur une maille s'écrit donc

ou le flux moyen est

—n 1 tht1
P, = F(t,x) - nx.e do dt.
K,e At|e‘ J;n L (7X) nK’ g

—=n ~ . . . , .
(F k. a la méme dimension que F mais c'est un scalaire, alors que F est un
vecteur)



Forme

générale d'un schéma Volumes Finis

. , - -—n
On obtient un schéma volumes finis en approchant le flux moyen F . par un
.. n R . n
flux numérique FK7e, construit a partir des valeurs moyennes {qj} sur K et les
mailles voisines.

Tout schéma volumes finis s'écrit donc sous la forme

At
q;’<+1 =qg — W Z e F[(’,e

-—n / s . ,
K.e ~ Fi e est appelé flux numérique du schéma.
qj est maintenant une approximation de la valeur moyenne de q(t,,-) sur K.

NB : construire le schéma revient a définir Fj;  en fonction des valeurs {qy}.



Approximations usuelles du flux moyen (7)

» On cherche a approcher

n

_ 1 tht1
Fp.=—— F(t,x) - nkedodt.
K,e At|e| J;n L ( ) ) K,e

> integrale en temps : approchée par la formule du rectangle a gauche

—h 1

Fike=~ m F(tn,x) - nk.edo.

e
> intégrale sur e : approchée par la formule du point milieu
-—n
FK,e = F(tn,Xe) * NK e,
e

NK.e

)

NB : on peut augmenter la précision en utilisant des approximations plus précises.



Dernieres approximations

> Il reste a approcher F(t,, xe) en fonction de g et des valeurs g sur les mailles
voisines.

» Cela nécessite de connaftre |'expression de F en fonction de g.

» L'approximation dépend fortement de la nature du flux : diffusion (linéaire),
advection, flux non linéaire, etc.

L, Voir les chapitres suivants pour la construction de tels flux numériques.



Propriété : schéma conservatif
» Par construction de I'équation, la quantité globale Q(t) = f q(t,x) dx est
Q

conservée (constante en temps) si le flux net au bord est nul : F - n =0 sur 0Q
(exercice).

» un des grands avantages des schémas VF est qu'ils respectent naturellement cette
propriété :

schéma VF conservatif

si le flux numérique vérifie, pour toute aréte interne e séparant K et L,

F&e:}_Ffe' 4“III’

alors dartKl = )] aklK|.
KcQ KcQ

(Preuve : exercice)



Maillages et mailleurs

(a) Cas cartésien :

: (1) maillages structurés

K= Q
1D : 1+
X 1 X:,1
I—5 7it5
2D :
Qi j+1
Yj+3
2
Vo Q; ; Qi1 Qj i1,
J=3
Qi
Xi-1 %11 =1

avantage

: les mailles voisines sont facilement identifiables



Maillages et mailleurs : (1) maillages structurés

(b) Cas structuré curviligne
> En 2D : si I'on identifie 4 bords qui se font face
— on peut construire un maillage de quadrilatéres

Sud

Méme avantage que le cartésien : voisins faciles a trouver

Construction a la main (cas simples) ou avec un logiciel de maillage (ex : ICEM).
Possible aussi en 3D

Tres utilisé en aéronautique (codes industriels)

vV VvV v v



Maillages et mailleurs : (1) maillages structurés

(c) Cas structuré curviligne par blocs

> si Q n'est pas déformable en un rectangle : on peut d'abord faire un découpage de
Q en blocs.

» Exemple : pour mailler une couronne
L, découper une couronne en 2 blocs
L puis mailler chaque bloc en structuré curviligne.

> Inconvénient : pas de procédure totalement automatique en 3D — plusieurs
semaines de travail ingénieur !



Maillages et mailleurs : (2) maillages non structurés

» Exemple : maillage de triangles (2D).

» || existe de nombreux logiciels de maillage pour cela ; en 2D : Gmsh (libre)
L, Génération automatique, facile a prendre en main en 2D et 3D.



Maillages et mailleurs : avantages / inconvénients

» Maillages structuré : solveurs linéaires associés plus rapides (voir le chapitre 3 et le
cours de SLPI) / construction du maillage parfois fastidieuse

» Maillages non structurés : génération automatique et rapide, utilisable sur toute
géométrie / la construction de schémas VF précis sur de tels maillages est parfois
difficile



Visualisation des résultats

» On utilisera les logiciels ParaView ou VisIt.

» en entrée : un ou plusieurs fichiers contenant les valeurs gy et les informations de
maillage
» permet de visualiser :
> Le domaine Q
> Le maillage
» Des champs scalaires (gj;) ou vectoriels, avec :

> des couleurs, des courbes de niveau,
»> des fleches/vecteurs, etc.

> L’évolution en temps des résultats (animation)



