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TD n°11 : Extensions normales, extensions séparables

Exercice 1. [Corps parfait]
Soient K un corps et P ∈ K[X].

1. Montrer que si car(K) = 0, P ′ = 0 si et seulement si P est constant.

2. Montrer que si K est de caractéristique p > 0, alors P ′ = 0 si et seulement s'il existe
Q ∈ K[X] tel que P = Q(Xp).

3. Un corps K est dit parfait si toute extension �nie de K est séparable.

(a) Montrer qu'un corps algébriquement clos est parfait.

(b) Montrer qu'un corps de caractéristique nulle est parfait.

(c) Montrer qu'un corps de caractéristique positive est parfait si et seulement si l'endomor-
phisme de Frobenius est un isomorphisme.

(d) Montrer qu'un corps �ni est parfait.

(e) Montrer qu'une extension algébrique d'un corps parfait reste parfait.

Exercice 2. [Extensions normales : un exemple concret]
Soit P le polynôme X3 +X2 − 2X − 1 ∈ Q[X].

1. Montrer que le polynôme P est irréductible.

On note α une racine de P et K = Q(α) le corps de rupture de P .

2. Véri�er que α2 − 2 est aussi racine de P .

3. En déduire que P est scindé sur K et que l'extension K/Q est normale.

4. Déterminer le groupe Aut(K/Q).

Exercice 3. 1. Montrer que une extension quadratique est normale.

2. Soient L/K une extension de corps et (Li)i∈I une famille de sous-extensions normales. Mon-
trer que l'intersection ∩i∈ILi est une extension normale de K.

3. Soient K et K ′ deux sous-corps d'un corps L tels que les deux extensions L/K et L/K ′ sont
normales et que l'extension L/K ∩K ′ est algébrique. Montrer que l'extension L/K ∩K ′ est
normale aussi.

Exercice 4. Soient L/K et M/L deux extensions �nies de corps.

1. Est-ce que L/K et M/L normales impliquent M/K normale ?

2. Est-ce que L/K et M/K normales impliquent M/L normale ?

3. Est-ce que M/K et M/L normales impliquent L/K normale ?

Exercice 5. [Extension sans élément primitif]

1. Soit K un corps de caractéristique p > 0. Expliquer pourquoi P (X) = Xp+T est irréductible
sur K(T ). Montrer qu'un corps de rupture de P en est aussi un corps de décomposition.

2. Soit K = Frac(Fp[T,U ]) et L un corps de décomposition de P (X) = (Xp − T )(Xp − U).

(a) Montrer que [L : K] = p2.

(b) Montrer que si x ∈ L, alors xp ∈ K.

(c) En déduire que L/K n'admet pas d'élément primitif.
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Exercice 6. Soit L/K une extension �nie de corps.

1. Montrer que si tout élément de L \ K est inséparable sur K (on dit que l'extension est
purement inséparable ou radicielle), alors la caractéristique de K est un nombre premier p,
que [L : K]s = 1 et que [L : K] est une puissance de p.

2. Montrer que dans le cas général, [L : K]s divise [L : K] et que soit le quotient est 1, soit K
est de caractéristique p et le quotient est une puissance de p.

3. Montrer que le groupe Aut(L/K) est �ni et que son cardinal divise [L : K]s, et les deux
coïncident si et seulement si l'extension est normale.

Exercice 7. [Factorisation d'un polynôme dans une extension]
Soient L/K une extension de degré m et P ∈ K[X] un polynôme irréductible unitaire de degré

n. On note d = pgcd(m,n).

1. Montrer que le degré de tout facteur irréductible de P dans L[X] est un multiple de n/d, et
que P possède au plus d facteur irréductibles dans L[X]. Que dire si d = 1 ?

2. Supposons que l'extension L/K est normale. Montrer que si P1 et P2 sont deux facteurs
irréductibles de P dans L[X], alors il existe un élément de Aut(L/K) qui envoie P1 sur P2.
En déduire que tous les facteurs irréductibles de P dans L[X] ont le même degré. Quelle
relation y a-t-il entre d et le nombre de tels facteurs irréductibles ?

Exercice 8. [Trace et norme]
Soit L/K une extension �nie de corps. Pour tout α ∈ L, soit

TLα : L→ L

x 7→ αx

(On pourra omettre l'exposant L s'il est clair dans le contexte).

1. Montrer que TLα est une applicationK-linéaire. On note respectivement TrL/K(α) etNmL/K(α)
(et on appelle respectivement trace et norme de l'élément α) la trace et le déterminant de
cette application K-linéaire.

2. Que valent TrL/K(α) et NmL/K(α) quand α ∈ K ?

3. Montrer que

∀α, β ∈ L,∀λ ∈ K, TrL/K(α+ λβ) = TrL/K(α) + λTrL/K(β)

∀α, β ∈ L, NmL/K(αβ) = NmL/K(α)NmL/K(β).

4. Soient M/L/K une tour d'extensions �nies et α ∈ L. Montrer que

TrM/K(α) = [M : L]TrL/K(α) et NmM/K(α) = NmL/K(α)[M :L].

5. SoientK un corps et α un élément algébrique surK. Montrer que le polynôme caractéristique

de l'application K-linéaire T
K(α)
α est égal au polynôme minimal de α sur K.

6. Soient L/K une extension �nie séparable et α ∈ L. Montrer que

TrL/K(α) =
∑

σ∈HomK(L,K̄)

σ(α) et NmL/K(α) =
∏

σ∈HomK(L,K̄)

σ(α),

où HomK(L, K̄) est l'ensemble des plongements K-linéaires de L dans K̄.
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