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TD N°11 : EXTENSIONS NORMALES, EXTENSIONS SEPARABLES

Exercice 1. [Corps parfait]
Soient K un corps et P € K[X].

1. Montrer que si car(K) =0, P’ =0 si et seulement si P est constant.
2. Montrer que si K est de caractéristique p > 0, alors P’ = 0 si et seulement s’il existe
Q € K[X] tel que P = Q(XP).
3. Un corps K est dit parfait si toute extension finie de K est séparable.
(a) Montrer qu’un corps algébriquement clos est parfait.
(b) Montrer qu’un corps de caractéristique nulle est parfait.

(c) Montrer qu'un corps de caractéristique positive est parfait si et seulement si ’'endomor-
phisme de Frobenius est un isomorphisme.

(d) Montrer qu’un corps fini est parfait.

(e) Montrer qu’une extension algébrique d’un corps parfait reste parfait.

Exercice 2. [Extensions normales : un exemple concret]
Soit P le polynéme X3 + X2 —2X — 1 € Q[X].
1. Montrer que le polynéme P est irréductible.
On note « une racine de P et K = Q(«) le corps de rupture de P.
2. Vérifier que a® — 2 est aussi racine de P.
3. En déduire que P est scindé sur K et que 'extension K/Q est normale.
4. Déterminer le groupe Aut(K/Q).

Exercice 3. 1. Montrer que une extension quadratique est normale.

2. Soient L/K une extension de corps et (L;);c; une famille de sous-extensions normales. Mon-
trer que l'intersection N;cyL; est une extension normale de K.

3. Soient K et K’ deux sous-corps d’un corps L tels que les deux extensions L/K et L/K' sont
normales et que l'extension L/K N K’ est algébrique. Montrer que l’extension L/K N K’ est
normale aussi.

Exercice 4. Soient L/K et M/L deux extensions finies de corps.
1. Est-ce que L/K et M/L normales impliquent M /K normale ?
2. Est-ce que L/K et M/K normales impliquent M /L normale ?
3. Est-ce que M/K et M/L normales impliquent L/K normale ?

Exercice 5. [Extension sans élément primitif]

1. Soit K un corps de caractéristique p > 0. Expliquer pourquoi P(X) = X?+T est irréductible
sur K(T'). Montrer qu’un corps de rupture de P en est aussi un corps de décomposition.

2. Soit K = Frac(F,[T,U]) et L un corps de décomposition de P(X) = (X? —T)(X? —U).
(a) Montrer que [L : K] = p?.
(b) Montrer que si « € L, alors 2P € K.
(c) En déduire que L/K n’admet pas d’élément primitif.



Exercice 6. Soit L/K une extension finie de corps.

1. Montrer que si tout élément de L \ K est inséparable sur K (on dit que lextension est
purement inséparable ou radicielle), alors la caractéristique de K est un nombre premier p,
que [L: K], =1 et que [L : K] est une puissance de p.

2. Montrer que dans le cas général, [L : K] divise [L : K] et que soit le quotient est 1, soit K
est de caractéristique p et le quotient est une puissance de p.

3. Montrer que le groupe Aut(L/K) est fini et que son cardinal divise [L : K], et les deux
coincident si et seulement si I’extension est normale.

Exercice 7. [Factorisation d’un polynéme dans une extension]
Soient /K une extension de degré m et P € K[X] un polynome irréductible unitaire de degré
n. On note d = pged(m,n).

1. Montrer que le degré de tout facteur irréductible de P dans L[X] est un multiple de n/d, et
que P posséde au plus d facteur irréductibles dans L[X]. Que diresid =17

2. Supposons que extension L/K est normale. Montrer que si P; et P, sont deux facteurs
irréductibles de P dans L[X], alors il existe un élément de Aut(L/K) qui envoie P; sur P,.
En déduire que tous les facteurs irréductibles de P dans L[X] ont le méme degré. Quelle
relation y a-t-il entre d et le nombre de tels facteurs irréductibles ?

Exercice 8. [Trace et norme]
Soit L/K une extension finie de corps. Pour tout a € L, soit

TL. L - L

T — o

(On pourra omettre 'exposant L s’il est clair dans le contexte).

1. Montrer que T'X est une application K-linéaire. On note respectivement T, /(@) et Nmp g (o)
(et on appelle respectivement trace et norme de 1’élément «) la trace et le déterminant de
cette application K-linéaire.

2. Que valent Trp /g () et Nmp k(o) quand o € K7

3. Montrer que

Ya,B € L,VA € K, T?‘L/K(a + )\3) = TTL/K(Oé) + ATTL/K(B)
Vo, € L, Nmp/g(aB)=Nmp g(a)Nmp/k(B).

4. Soient M/L/K une tour d’extensions finies et o € L. Montrer que

Trarc(a) = [M 2 LTry () et Nmayg (@) = Nmy, g (a) ML

5. Soient K un corps et o un élément algébrique sur K. Montrer que le polynome caractéristique

(@)

de 'application K-linéaire TO{{ est égal au polyndme minimal de «a sur K.

6. Soient L/K une extension finie séparable et o € L. Montrer que

Tr k(o) = Z o(a) et Nmp g (a) = H o(a),

oc€Hom (L,K) c€Homp (L,K)

ott Homg (L, K) est 'ensemble des plongements K-linéaires de L dans K.



