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DM N°2. CORRIGE.

Exercice 1. |[Caractéres du groupe des quaternions| Soit @ = {+1,+x,+y, +z} le groupe des
quaternions, avec 2 = y2 =—letzy=—yr=z,20=—-—2r2=9,YyY2 = —2y = 2.

1. Calculer le nombre de classes de conjugaison dans Q.
2. On considére le sous-groupe K = {£1}. Montrer que K est distingué dans Q.

3. Montrer que le groupe Q/K a 4 caractéres irréductibles et que chacun peut définir un carac-
tére irréductible de Q.

4. Montrer qu’il existe un seul caractére irréductible supplémentaire de @) et que ce dernier est de
degré 2. Montrer que la représentation correspondante p admet la représentation matricielle :

p(z) = (6 _OZ.>,p(y)= <_01 é)vp(z): (? é)

5. Donner la table des caractéres de Q.

6. Comparer cette table avec la table des caractéres du groupe diédral Dg, groupe d’ordre 8

engendré par deux éléments o et 7 tel que o* = 1,72 =1 et 707 = o°.

Solutions.

1. Comme les élements 1 et —1 commutent avec tous les elements du groupe, il forment cha-
cun une classe de conjugaison de taille 1. La taille des autres classes de conjugaison doit
diviser 8 et la somme des éléments dans toutes les classes restantes doit étre 6. Comime
+x sont dans la méme classe (—yzy = —x) ainsi que +y et +z par symétrie nous avons
{1}7 {_1}7 {ix}v {iy}v {:I:Z}

2. Ceci découle évidemment du fait que ce sous-groupe est le centre du groupe des quaternions :
K =7(Q).

3. Le groupe Q/K =: V a quatre elements et est isomorphe & Z/27Z x Z/27Z. V est le groupe
abélien de Klein, ses éléments forment chacun une classe de conjugaison. Ce groupe a 4 repré-
sentations irreductibles de dimensions 1 : la représentation triviale, et trois représentations
qui ont pour noyau {[1], [x]}, {[1], [¥]} et {[1],[#]} respectivement. La premiére d’elles envoie
[1], [x] dans une matrice id et [y],[z] dans une matrice —id. Les autres sont définies de la
facon analogue. Comme 12 + ...+ 12 = 4, il n’y a pas d’autres représentations irreductibles.

Les caractéres irreductibles de @)/ K sont alors les suivants :

Caractére et sa valeur sur les éléments de V | <e> | <z > | <y> | <z>
Xiriv 1 1 1 1
X<z> 1 1 -1 -1
X<y> 1 1 1 1
X<z> 1 -1 -1 1

Ces représentations donnent les représentations correspondantes du groupe ( initial juste en
choisissant ’application linéaire sur les classes de conjugaison correspondantes aux éléments
e,—e, x,y, z de la fagon indiquée par les caractéres de QQ/K. De cette fagon, évidemment on
deéfinit la représentation (un homomorphisme). La nouvelle table de caractéres est :

Caractére et sa valeur sur les classes de conjugaison | <e> | < —e> | <x> | <y >
Xirio I I I 1
X<z> 1 1 1 -1
X<y> 1 1 -1 1
X<z> 1 1 -1 -1

Toutes ces représentations sont différentes parce que leurs caractéres sont différents.



4. Nous avons trouvé 4 caractéres irreductibles, alors il ne reste qu'un (parce qu'’il y a 5 classes
de conjugaison). Sa dimension d peut étre calculée grace a la formule des sommes des carrés
des dimensions : 12 + 12 + 12 + 12 4 d? = |G| = 8 alors d = 2. Notons cette représentation
(p,V). Alors par le lemme de Schur p(—1) = =id et ceci ne peut pas étre id parce qu’en
ce cas p aura un cotient qui donnera une représentation de QQ/K, son quotient abélien : ces
représentations sont unidimensionelles. Supposons que e; € V est un vecteur propre pour
p(z) avec la valeur propre A\, \2 = —1. Comme p(z)p(y) = —p(y)p(x) alors p(y)e; =: ez € V
est aussi un vecteur propre pour p(z). En echangeant ey et ey si nécessaire on peut supposer
A =1i. Aussi, p(y)ea = —eq. Alors e, es - base de V' dans laquelle p(x) et p(y) sont données
par les matrices p(z) = <é _Ol> ,oly) = <_01 (1)> En calculant p(x)p(y), on obtient la
matrice p(z). Alors chaque représentation 2-dimensionelle s’écrit dans cette forme dans une
certaine base. Il reste & prouver que ces trois matrices définissent la représentation de @
(calcul).

5. Il nous reste de calculer le caractére de la seule représentation bidimensionelle. Comme nous
avons explicitement cette représentation, le calcul se fait facilement : x2(< e >) = 2, x2(<
—e>)=-2,x2(<2>)=x2(<y>) =x2(<2>)=0.

6. Le groupe Dg posséde 5 classes de conjugaison, deux formés par les symmétries {7, 02}, {oT, 037}
et trois par rotations {e}, {0, 03}, {o?}. Elle posséde 4 caractéres irreductibles de dimension 1
donnés par les valeurs (+1 ou —1) sur o et 7. Et elle posséde une représentation irreductible
de dimension 2 donné par

plo) = <é _Ol> ,p(1) = (_01 (1)) Son caractére est 0 sur toutes les classes de conjugaison
sauf x,(e) = 2 et x,(0?) = —2. Cela donne que les groupes Dg et Q ont exactement les

meémes tables des caractéres mais ils ne sont pas isomorphes! (@ a 6 éléments d’ordre 4 et
Dg n’en a que deux : o et o~ 1).

Exercice 2. [L’analyse et les formes bilinéaires] Pour tout corps K et tout ensemble E, on note
K[FE] le K-espace vectoriel ©,cpK - ey, i.e. tout élément de K[FE] est de la forme ) _; aze,, oi
I est un sous-ensemble fini de F, a, € K et e, est un symbole formel.

1. Montrer que ’application
¢ : RR] x C*(R,R) — R

(Z azewvf) — Zaa:f(‘r)

zel zel

est une forme R-bilinéaire, telle que R[R]* =0 et C1(R,R)* = 0.
2. Notons Z I’ensemble des intervalles fermés bornés de la forme [a, b] avec a < b. Considérons
I’application

Y R[Z] x C°(R,R) — R

b
( Z Afa,b]€fab]s ) = Z a[a,b]/ f(z)dz.

la,b]eT [a,b]eT

(a) Montrer que v est une forme R-bilinéaire.
(b) Montrer que R[Z]* = 0.
(c) Montrer que C°(R,R)* n’est pas réduit & 0 et exhiber un élément non-nul du noyau.

3. Soit D lapplication suivante :

D :C'R,R) — C°(R,R)
fef

(a) Montrer que D est R-linéaire et surjective.



(b)

(c)

Montrer qu’il existe une unique application R-bilinéaire
D* : R[Z] — R[R]
tel que pour tout X € R[Z] et toute fonction f € C1(R,R), on a
(D™ (X), f) = (X, D(f)),

et donner 'expression de D* sur les éléments de la base canonique de R[Z].

Montrer que le noyau de D* s’identifie & I'espace C°(R,R)* de la question 2c.

Solutions.

1. La bilinéarité se montre facilement. Maintenant, si f € R[R]*, alors pour = € R, f(z) =
¢(eqx, f) = 0 et donc f =0.Si Y, ;ase, € CHR,R)*, alors pour zg € I, il existe f,, €
C*(R,R) telle que f(z¢) = Let f(y) = 0 pour y € I\{zo} et donc ¢(>°, ¢/ axes, fz) = Azy =0
et donc les a, sont tous nuls, donc ) _;aze, = 0.

2.

(a)
(b)

(c)

La bilinéarité se montre facilement.

Soit f € R[Z]*. Si f # 0, alors il existe x € R tel que f(x) # 0 et, quitte & remplacer
f par —f, on peut supposer f(xz) > 0. Par continuité, il existe ¢ > 0 tel que f est
strictement positive sur [z — ¢,z + €], et donc ¢(ep—c ote), f) = f;j; ft)dt > 0. Donc
R[Z]* = 0.

Par la relation de Chasles, Vf € C°(R,R),Va < ¢ < b, f; f= facf + fcb f, de telle sorte
que €[ 4] — €fa,q] — €lep] € CO(R,R)T\ {0}

La encore, la bilinéarité est directe. De plus, si f € C°(R,R), 2 +— F(z) = fow f(t)dt est
bien définie et C!, et F'(z) = D(f)(z) = f(x), d’ot la surjectivité.

Pour lexistence, on écrit simplement que
(X, D(f) = (> ap€an D(f))

b
:E)%M/Jﬂwm
=" ay(F(0) — f(a)),

de telle sorte que D* définie par D*(e[, ) = e, — €, convient. L'unicité vient du fait
que si D*, D* conviennent alors pour X € R[Z], (D* — D*')(X) € C'(R,R)* pour ¢,
et donc D*(X) = D* (X) pour tout X.

Comme C!(R,R)* pour ¢,

X € KerD* < Vf € CH(R,R),¢(D*(X), f) =0
& VfeC'(R,R),¢(X,D(f)) =0
& X € CO(R,R)* par surjectivité de D.



