ENS Lyon Algébre 2

L3

2016-2017

TD N°10 : CORPS FINIS, EXTENSIONS NORMALES

Dans toute la feuille, p est un nombre premier et ¢ = p”. On notera F,, = Z/pZ un corps a p
éléments.

Exercice 1. [Sous-corps d’un corps fini]

1.
2.

Soit K un sous-corps de F,. Montrer qu'’il existe d divisant n tel que K ~ F 4.

Réciproquement, étant donné d un diviseur de n montrer qu’il existe un unique sous-corps
de F; isomorphe a Fq.

. Dessiner un diagramme montrant les inclusions possibles entre Fo, F4, Fg, Fi5, F32, Fgq,

Fiog et Fasg.

Exercice 2. [Automorphismes des corps finis]

1.

Soit L/K une extension de corps. On note Aut(L/K) l'ensemble des automorphismes de L
dont la restriction a K est l'identité. Montrer que Aut(L/K) est un groupe.

Montrer que si extension L/K est finie et monogene, alors le groupe Aut(L/K) est fini de
cardinal majoré par le degré d’extension [L : K.

Soient p un nombre premier et A un anneau de caractéristique p. Montrer que ’application

Froby : A— A

T xP

est un endomorphisme de 'anneau A. On 'appelle I’endomorphisme de Frobenius de A.

4. Montrer que pour tout n > 1, Frobg , est un élément de Aut(Fy»/F)).

5. Montrer que le groupe Aut(F,./F,) est cyclique d’ordre n, dont Frobg , est un générateur.

6. Soit o € Aut(Fyn/F,) un élément d’ordre k. Montrer que les points fixes de o est un sous-

corps de Fyn isomorphe a Fn/x

Exercice 3. [Polyndmes irréductibles sur Fy)]

1.
2.
3.

Montrer que X? — X est scindé a racines simples dans F,.
Soit P un facteur irréductible de X7 — X. Montrer que le degré de P divise n.

Réciproquement, soit P un polynéme unitaire irréductible dans IF,[X] dont le degré divise
n. Montrer que P est un facteur simple de X7 — X.

Pour tout d € N on note Z(p, d) 'ensemble des polyndmes unitaires irréductibles dans F,[X]
de degré d. Montrer que dans F,[X] on a

xi-x=]] I P

dln P€Z(p,d)

On note I(p,d) le cardinal de Z(p, d). Montrer que p™ = d‘E I(p,d). En déduire que I’ensemble

Z(p, d) est non vide.

n__|n/2]+1 n . R .. .
Montrer que >—f——— < [(n,p) < Z- En déduire qu’un polynéme unitaire de degré n

“assez grand” choisi au hasard a au moins une chance sur n d’étre irréductible.



Exercice 4. [Cloture algébrique des corps finis|
Soit p un nombre premier. Soit F,, la réunion de la chaine croissante (cf. Exercice 1)

FpCFp2CFp6C---CFpm cC -

1. Montrer que Fp est un corps, qui est une extension algébrique de F,.
2. Montrer que pour tout n > 1, il existe un unique plongement F,n — F,,.

3. Montrer que F, est une cloture algébrique de F,,.

Exercice 5. Les extensions ci-dessous sont-elles normales ?

Q(v2)/Q, Q(v2,v3)/Q, Q(4,V3)/Q, Qv2)/Q, Q(*V2,4)/Q, Q(cos(Z)/Q, Q(e™)/Q pour

n € N.

Exercice 6. 1. Soit K une extension algébrique de Fj,. Montrer que K/F, est normale.

2. Soit K un corps de caractéristique p > 0. Montrer que K? = {zP | z € K} est un sous-corps
de K et que K/K? est normale.

3. Soit n un entier non divisible par p, L = F,(Y) et K = F,(Y™). Montrer que L/K est
normale si et seulement si p = 1 (mod n).

Exercice 7. [Corps parfait]
Soit K un corps et P € K[X].

1. Montrer que si car(K) =0, P =0 si et seulement si P est constant.
2. Montrer que si K est de caractéristique p > 0, alors P’ = 0 si et seulement s’il existe
Q € K[X] tel que P = Q(XP).

3. Une extension L/K est séparable si c’est une extension algébrique et que le polynéme minimal
sur K de tout élément dans L admet des racines distinctes dans L. Un corps K est dit parfait
si toute extension finie de K est séparable.

(a) Montrer qu’un corps algébriquement clos est parfait.
(b) Montrer qu'un corps de caractéristique nulle est parfait.

(¢) Montrer quun corps de caractéristique positive est parfait si et seulement si 'endomor-
phisme de Frobenius (cf. Exercice 2) est un isomorphisme.

(d) Montrer qu’un corps fini est parfait.



