ENS de Lyon Algébre 1
2017-2018 L3

DM

Exercice 1 —|Un exemple d’espace vectoriel de dimension infinie|
Soit V un espace vectoriel, W C V* et W' lorthogonal de W, dont on
rappelle la définition :

W' ={veVVfeW,;f(v)=0}

Rappeler pourquoi dans le cas o V est de dimension finie, on a 1’égalité
WnL)"=WT+ LT,

Maintenant, considérons V' 1’espace vectoriel des suites réelles qui convergent.
C’est un R-espace vectoriel de dimension infinie. Pour chaque n € N on a une
application linéaire ¢, : V' — R qui & une suite {x;}; associe x,. Notons L
le sous-espace de V* engendré par {¢o, 11 tnen €t M le sous-espace engendré
par {¢2n}nEN~

1. Déterminer (LN M)T.

2. Montrer que (LNM)" # LT + M.

Exercice 2 —|Classification des formes alternées| Soit k£ un corps de carac-
téristique # 2, soit E un k-espace vectoriel de dimension finie n, et soit ¢
une forme bilinéaire alternée sur F.

1. On suppose n = 2 et ¢ non dégénérée. Montrer qu’il existe une base
(e1, f1) de E telle que

¢(61,€1) = gb(flvfl) = 07¢(617f1) =1.

2. Montrer que si n est impair, alors ¢ est dégénérée (on pourra procéder
par récurrence).

3. On suppose n = 2m et ¢ non dégénérée. Montrer qu’il existe une base
(617 f17 5, 6my, fm) de E telle que

Plei ej) = o(fi, f;) =0

et
¢(€i,fj) = 51']'-
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ou 0;; = 1 sii=j et 0 sinon.

4. On ne fait plus d’hypothése sur n ni ¢. En considérant un supplémen-
taire F' dans F de ker(¢), montrer que ¢|p est non dégénérée, et en déduire
qu’il existe une base (e, fi, -, €., fr,u1,--- ,us) de E, ol r et s sont a
définir, telle que

P(ei e5) = o(fi, f;) =0,

¢(€ia fj) = 51‘]‘
et
(b(uiv ) =0.



