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Exercice 1 —|Action de groupe et dénombrement]|

1. Dénombrons de deux maniéres différentes le nombre de couples (¢, z) € G x X
tels que g.x = x, d’une part en découpant selon les g, et d’autre part en dé-
coupant selon les x que 'on regroupera par orbites.

Pour g € G quelconque, I'ensemble des x € X tels que g.x = x est
exactement X9, donc

{(g.2) €eGx X ; go=a}[=) HreX;ga=uz}|

geG

= |X7.

geG

Pour z € X quelconque, 'ensemble des g € G tels que g.x = x est
exactement Stabg(x). qui est de cardinal ||g H. Ainsi, en considérant tous les
points de l'orbite de x, on a

S HocG:gu=y)=3

yEQ, yEQ, €2

el

En sommant sur ’ensemble des orbites, dont on notera r le nombre, il vient

{(g.2) €Gx X ; gr=a} =) HgeG; gy=y}

yeX

=r|G|.

Ceci prouve 'égalité demandée.

2. Il est assez clair que I’action de G sur les faces du cube est transitive (on
pourra considérer les rotations d’angle 7, , 37” d’axe passant par les centres
des faces voisines de F'). Par ailleurs, les éléments de G qui fixent une face



donnée F' sont nécessairement des rotations autour de 'axe passant par le
centre du cube et le centre de F'. Ces rotations sont au nombre de 4, donc

|G| = |Staba(F)[ . [Q2(F)]
=4 x6=24.

3. Le groupe G est composé de

— l'identité;

— les 3 x 3 = 9 rotations d’angle
les centres des faces opposées ;

— les 6 rotations d’angle m autour des six axes joignant les milieux des
arétes opposées ;

— les 2 x4 = 8 rotations d’angle
sommets opposés.

Le compte est bon, tous les éléments y sont.

™ 3

5, T, 5 autour des trois axes joignant

2r 4w

=, 5 autour des trois axes joignant les

4. Considérons ’ensemble des copies de C' dont les faces sont coloriées
avec les 3 couleurs autorisées. Chacun de ces éléments correspond a la donnée
d’une « fonction de coloriage » qui associe & chaque face une couleur. Le
groupe G agit sur cet ensemble, et N est de nombre d’orbites pour cette
action. On peut définir formellement cet ensemble comme suit, en notant F
I’ensemble des faces du cube :

S ={o: F — {rouge,vert,bleu}}.

A Tlaide de action de G sur F, on définit I'action de G sur cet ensemble
par :
g.o:f—a(g.f).

5. D’apres la question 1., on a
N= L PREAE
24
geG

Il s’agit donc de déterminer, pour chaque symétrie rotationnelle du cube, le
nombre d’éléments de S qu’elle fixe. Soit g une symétrie du cube; elle laisse
le coloriage invariant si et seulement si chaque face est envoyée par g sur une
face de méme couleur :

g.co=0 < VfeF olgf)=0olf),



c’est-a-dire, si et seulement si chaque orbite de 'action de < g > sur F est
coloriée d’une unique couleur. Il y a donc 39 tels coloriages, ot O(g) est le
nombre d’orbites de F' sous I’action de < g >. Déterminons donc O(g) pour
chaque g € G.

— Pour g = id, la formule des classes s’écrit 6 =1+14+1+14+1+1,

donc O(g) = 6;

— pour g une rotation d’angle 7 ou 37“ autour d’un axe joignant les
centres de deux faces opposées, la formule des classes s’écrit 6 = 1 + 1 + 4,
donc O(g) = 3;

— pour g une rotation d’angle 7 autour d’'un axe joignant les centres de
deux faces opposées, la formule des classes s’écrit 6 = 1+ 1+ 2 + 2,
donc O(g) = 4;

— pour g une rotation d’angle m autour d’un axe joignant les milieux de
deux arétes opposées, la formule des classes s’écrit 6 = 2 + 2 + 2, et
donc O(g) = 3;

— pour g une rotation d’angle %’r ou %” autour d’un axe joignant deux
sommets opposés, la formule des classes s’écrit 6 = 3+ 3, donc O(g) =
2.

Au final, on a

1
N:ﬂ(l><36+6><33+3><34+6><33+8><32)

= 5T.
Il y a 57 maniéres de colorier un cube en utilisant au plus trois couleurs.

Exercice 2 —|Groupe dihédral]

1. Par définition, le groupe Dy est le groupe des isométries d’un triangle,
donc si I'on note les trois sommets de ce triangle {1,2,3}, et si on
réalise ©3 comme le groupe de permutation de ces 3 sommets, c¢’est
clair que le groupe Dy est un sous-groupe de Gj3. De plus, Dy est
engendré par deux élements r et s avec la relation sr = r2s, donc
on voit bien que ses éléments sont e, r, 72, s, sr, sr2. Comme #&;5 = 6
aussi, on en conclut que Dg = Gs.

2. On note k € Z/nZ le sommet du n-gone correspondant & e*™*/™ pour

0 < k <mn, et [k] la droite qui passe par k et n/2 + k si n est pair et
par k et le milieu de l'arrét ("T_l + k ;”TH + k) si n est impair. On
remarque que la réflexion par rapport a la droite [k] peut se faire en
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effectuant d’abord la réflexion s, puis en itérant 2k fois la rotation r.
On en conclut que toute symétrie permise est un élément du groupe
engendré par 7, s. Maintenant, comme rs = sr”~ !, on voit qu'un élé-
ment quelconque de D,, s’écrit comme s"r"™ avec n,m € Z. Vu que
I'ordre de s est 2 et de r est n, les éléments de Dy, sont {r’, sr*} avec
0<j<net0<k<n. En particulier le cardinal de D,,, est 2n.

3. Comme rs = st ! et s est d’ordre 2, on voit que srfs = r=%. Comme

tous les symeétries s’écrivent sr¥, et le conjugé de sr* par sr™ est

srmsrFr—ms = sr?™~k on en déduit que :

(a) sin est impair, pour tout k il existe m tel que 2m—Fk est un multiple
de n, et il n’y a qu’une seule classe de symétrie, représentée par s ;

(b) si n est pair, tous les symétries de la forme sr* avec k = 0(mod2)
sont conjuguées. Il y a donc deux classes de symétries, représentées
par s et sr.

4. Prenons un élément général sr™ | on a

(sr™)rd (sr™) ™t = sris = 17 #£ srP.

Donc les rotations r7 et les symétries sr* ne sont pas conjuguées, mais

deux éléments 77 et 77 le sont. On en conclut que :

(a) Sin estimpair,ily a (n+1)/2 classes de conjugaison des rotations,
représentées par ¥ avec (0 < k < ”T_l), et une seule classe de
symétries, représentée par s. Au total, cela nous donne (n + 3)/2
classes.

(b) Si n est pair, il y a n + 1/2 classes de conjugaison des rotations,
représentées par ¢ avec (0 < k < %), et deux classes de symétries,

représentées par s et sr. Au total, cela nous donne n/2 + 3 classes.

5. Soit p : Dy, — C* une représentation de dimension 1. Comme C* est
abélien, la représentation p se factorise par son quotient abélien :

p Dgn — D@T(Dgn) = Dgn/[Dgn, Dgn} — C*,
ol [Day,, Doy est le groupe dérivé de D,,,. Remarquons que
[Pt = 0] ; [, srF] = 1% ; [sr; srb] = r2(679),

Cela implique que le groupe dérivé de D,,, est engendré par les élé-
ments de la forme r?/.



Si n est impair, [Ds,, Da,] est composé de toutes les rotations, et donc
Der(Dyy,) est le groupe a 2 élements {e, s}. Ses représentations de di-
mension 1 sont donc le caractére trivial et le déterminant (celui qui
envoie s sur —1)

. Si n est pair, alors [Ds,; Ds,] contient seulement les rotations r%, et
donc Der(Dy,) est le groupe abélien a 4 éléments {e,r, s, sr = rs}.
Par conséquence, on a les 4 représentations suivantes :

(a) Le caractére trivial.

(b) ps_ qui envoie r sur 1 et s sur —1.
(¢) p—+ qui envoie r sur -1 et s sur 1.
(d) p__ qui envoie r sur -1 et s sur —1.

Ces 4 représentations sont deux & deux non isomorphes car leurs ca-
racteéres sont évidemment différents.



