
L3 - Analyse complexe 2018-2019 : DM 2

DM à rendre pour le 14/12
Attention ! La rédaction sera prise en compte dans la note finale

Exercice 1 - (Plus de fonction Gamma) :
On rappelle que la fonction Gamma d’Euler est définie pour<(z) > 0 par :

Γ(z) =

∫ +∞

0
tz−1e−tdt

1. Montrer que pour tout z de partie réelle strictement positive,

Γ(z) = lim
N→+∞

∫ +∞

0

(
1 −

t
N

)N

tz−1dt

2. Montrer que le produit infini

f (z) =

∞∏
i=1

exp−z/n
(
1 +

z
n

)
converge sur C et définit une fonction entière.

3. Montrer que pour tout z de partie réelle strictement positive :

1
Γ(z)

= zeγz f (z)

où γ est la constante d’Euler : γ = limn→+∞

∑N
k=1

1
k − ln(N).

4. Montrer que la fonction 1/Γ trouvée se prolonge en une fonction entière dont les
zéros sont exactement les entiers négatifs et sont simples. Retrouver alors le fait
que Γ se prolonge en une fonction méromorphe sur C sans zéros et avec des pôles
simples sur les entiers négatifs.

5. En utilisant le produit infini, retrouver que Γ(z + 1) = zΓ(z) pour tout z dans le
domaine de définition de Γ.

6. Montrer que pour tout entier k ≥ 2, on a

Γ(z)Γ(z + 1/k) · · · Γ(z + (k − 1)/k) = (2π)(k−1)/2k1/2−kzΓ(kz).

7. Établir la formule des compléments

Γ(z)Γ(1 − z) =
π

sin(πz)

pour tout z ∈ C \Z.
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