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Exercice 1 (Théorème de Phragmén-Lindelöf). 1. La fonction ez sur la région U =
{<é (z) ≥ 0} vérifie-t-elle le principe du maximum sous la forme : si | f (z)| ≤ C pour
z ∈ ∂U alors | f (z)| ≤ C pour tout z ∈ U ?

2. Soit β ∈ ]1
2 ,+∞[ et

S =

{
z = reiθ

∈ C, r ∈ R∗+

 θ ∈] − π
2β
,
π
2β

[
}
.

Soit f une fonction continue sur S et holomorphe sur S telle que | f (z)| ≤ 1 pour
tout z ∈ ∂S, et

| f (z)| ≤ Cec|z|α , pour tout z ∈ S
pour c,C > 0 et 0 < α < β. Montrer que | f (z)| ≤ 1 pour tout z ∈ S.

Exercice 2 (Théorème des trois cercles d’Hadamard). Soit f une fonction holomorphe
dans un ouvert U contenant la couronne C = {z ∈ C; r ≤ |z| ≤ R}, où r < R sont deux
réels strictement positifs. Pour ρ ∈ [r,R], on note

M(ρ) = sup{| f (z); |z| = ρ}.

Pour la suite de l’exercice, on fixe ρ ∈ [r,R].
1. Montrer qu’il existe θ ∈ [0, 1] tel que ρ = rθR1−θ.
2. Montrer que, pour tous p, q ∈ Z, q > 0

ρpM(ρ)q
≤ max(rpM(r)q,RpM(R)q).

3. En déduire que pour tout α ∈ R, on a

ραM(ρ) ≤ max(rαM(r),RαM(R)).

4. En déduire que M(ρ) ≤M(r)θM(R)1−θ.

5. Interpréter en termes de fonctions convexes.

Exercice 3 (Fonctions de type exponentiel). On dit qu’une fonction entière est de type
exponentiel s’il existe une constante C telle que f (z) = O(eC|z|) quand |z| tend vers l’infini.
La borne inférieure des nombres C vérifiant cette propriété s’appelle le type de la fonction
f .

1. Montrer que les fonction z 7→ ez et z 7→ sin(z) sont de type exponentiel 1.
2. Soit C > 0 et soit f une fonction entière de type exponentiel inférieur strict à C. On

note cn les coefficients de Taylor de f .
(a) Montrer qu’il existe A > 0 tels que |cn|rn

≤ AeCr pour tout r ≥ 0.

(b) En déduire que cn = O
((

Ce
n

)n)
.

3. Réciproquement, soit f (z) =
∑

n≥0 cnzn dont les coefficients vérifient cn = O
((

Ce
n

)n)
.

Vérifier que f est exponentiel de type inférieur ou égal à C.
4. Redonner une démonstration du petit théorème de Picard pour les fonctions de

type exponentiel.
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