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1 Formule de Cauchy pour les séries entières

Exercice 1. Soit f (z) =
∑
∞

n=0 anzn la somme d’une série entière de rayon de convergence
R.

1. Montrer que pour tout 0 < r < R,∫
∂D(0,r)

f (z)dz = 0 =
(∫ 2π

θ=0
f (reiθ) (rieiθ)dθ

)
.

2. Montrer que pour tout 0 < r < R et n ≥ 0,

an =
1

2iπ

∫
∂D(0,r)

f (z)
zn+1 dz

(
=

1
2π

∫ 2π

0

f (reiθ)
rneinθ dθ

)
.

3. Montrer que si f est bornée de rayon de convergence infini, alors elle est constante
(théorème de Liouville).

4. En déduire que tout polynôme complexe non constant admet une racine.

5. On suppose que f a un rayon de convergence infini. On suppose qu’il existe R > 0
et P ∈ Rd[X] tels que pour |z| > R on ait | f (z)| < |P(z)|. Montrer que f est un
polynôme de degré au plus d.

6. Soit f (z) =
∑
∞

n=0 anzn la somme d’une série entière de rayon de convergence ≥ 1.
On suppose que f se prolonge en une fonction continue sur le disque unité fermé
et que

∃α ∈ R ∃θ > 0 ∀t ∈ [α, α + θ] f (eit) = 0.

Montrer que f est nulle.

2 Homographies

Exercice 2. On pose C := C∪{∞} où∞ est un élément quelconque hors de l’ensemble C.

Pour toute matrice A =
(
a b
c d

)
∈ GL2(C), on note hA : C −→ C la fonction définie comme

suit :
— Dans tous les cas autres que les cas ci-dessous, hA(z) = az+b

cz+d ;
— hA(∞) = a

c si c , 0, et∞ si c = 0 ;
— Si cz + d = 0, hA(z) = ∞.
Ces fonctions sont appelées homographies.
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1. Montrer que pour tout choix de matrice A ∈ GL2(C) et tout z ∈ C, si cz+d = 0, alors
az + b , 0. En déduire que pour toute A ∈ GL2(C) et toute suite complexe (zn) telle
que (zn)→ z∞ ∈ C, on a hA(z∞) = limn→∞hA(zn).

2. Montrer que pour toutes A,B ∈ GL2(C), hA ◦ hB = hAB.

3. On note Möb(C) l’ensemble des homographies. Montrer que Möb(C) est un groupe
isomorphe à SL2(C)/{±Id} (on note PSL2(C) := SL2(C)/{±Id}).

4. Montrer que Möb(C) est exactement 3-transitif sur C, c’est-à-dire que si (z1, z2, z3)
et (w1,w2,w3) sont des triplets d’éléments distincts de C, il existe une unique
homographie f telle que f (z1) = w1, f (z2) = w2 et f (z3) = w3.

5. Soit A ∈ SL2(C). Montrer que hA(R ∪ {∞}) = R ∪ {∞} si et seulement si A ∈ SL2(R).

6. Soit A ∈ SL2(C). On considère le demi-plan supérieurH =
{
z ∈ C

=(z) > 0
}
. Mon-

trer que hA(H) = H si et seulement si A ∈ SL2(R) (on pourra utiliser la question
précédente).

3 Biholomorphismes

Exercice 3. Un biholomorphisme d’un ouvert U ⊂ C vers un ouvert V ⊂ C est un
holomorphisme bijectif h : U→ V d’inverse bijectif. On noteraD le disque unité ouvert
de C.

1. On considère la fonction définie sur le disque unité ouvert complexe :
Tw : D −→ C tel que Tw(z) = w−z

1−w̄z , où w ∈ D.

(a) Montrer que Tw est un holomorphisme à valeurs dansD

(b) Montrer que Tw ◦Tw est l’identité, en déduire que Tw est un biholomorphisme
du disque (sous-entendu vers lui-même) échangeant 0 et w.

(c) Montrer que le groupe des biholomorphismes du disque est transitif.

2. On considère à présent la fonction h :H→ C telle que h(z) = z−i
z+i pour z ∈H.

(a) Montrer que h réalise un biholomorphisme deH versD.

(b) En utilisant la dernière question de l’exercice précédent, montrer que le groupe
des biholomorphismes deH admet un sous-groupe isomorphe à PSL2(R).

(c) En considérant la conjugaison f 7→ h ◦ f ◦ h−1, montrer que le groupe des
biholomorphismes de D contient un sous-groupe isomorphe à PSL2(R). On
déduira de la démonstration l’isomorphisme de groupe suivant :

PSL2(R) ' PSU1,1(C) :=
{(

a b
b̄ ā

)
inversible avec a, b ∈ C

} /
C∗Id
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