L3 - Analyse complexe 2018-2019: TD 6

Résidus et applications a 1’étude des fonctions de la variable complexe
S. Allais, L. Poyeton

Exercice 1 (La fonction Gamma). On définit la fonction I par

F(z):f tle~tdt
0

1. Quel est a priori le domaine de définition O de I'? Est-elle holomorphe sur ce
domaine?

2. Montrer que Yz € O, I'(z + 1) = zI'(2).
3. En déduire un prolongement analytique de I' sur tout C \ Z_.

4. Donner le résidu de I en les entiers négatifs.

Exercice 2. 1. Calculer pour tout £ € R
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2. Calculer

3. Montrer que

4. Montrer que pour a > 0,

“ logx e
\fo‘ =z +a2dx = Z—aloga.

5. Montrer que pour 0 < a <1,
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Exercice 3. 1. Soient U un voisinage ouvert de O et g : U — C holomorphe non nulle
en 0. Montrer qu’il existe un voisinage ouvert V de 0 contenu dans U tel que, pour
tout n € N*, il existe h,, : V — C holomorphe vérifiant

VzeV, g(z) = (h(2))"

2. Montrer que toute fonction entiere injective est de la forme f(z) = az+baveca,b € C
eta # 0.

Indication : Considérer f(2).



Exercice 4 (Théoreme de Brouwer, version holomorphe). Soit F une fonction holomorphe

sur un ouvert {J C C contenant A(0, 1), telle que F(A(0,1)) € A(0, 1). Montrer que F admet
un point fixe.

Indication : on pourra appliquer le théoréme de Rouché avec f(z) = =2z et g(z) = F(z) — z.

Exercice 5. Pour a € C et n € N*, montrer que, dans le disque unité, I’équation az" = ¢* a
n solutions si |a| > e et aucune solution si |ale < 1.

Exercice 6 (Prolongement méromorphe de la fonction C a C). On définit les nombres de
Bernoulli B, par l'identité :

valable sur un voisinage épointé de 0.
1. Montrer que pour tout n > 3 impair, ona B, = 0.
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2. Quel est le rayon de convergence de la série entiere ). ~rz"?

3. Montrer que la série
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converge localement normalement uniformément sur C \ {-1,-3,-5,...}.

4. Montrer que pour tout z tel que Ré (z) > 2, on peut écrire

1 -1 +00
t* 1 1 B
dt = —— - —+ 2" L .
o e—1 z—-1 2z — n)'z+2n-1

5. On rappelle que la fonction I' est définie sur {z € C|Ré (z) > 0} par

+00
I'(z) = f et dt
0

et que la fonction C est définie sur {z € C|Ré (z) > 1} par

{(z) = i t2dt.
n=1

Montrer que pours > 1,ona
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6. Déduire de 4. et 5. que la fonction C se prolonge en une fonction méromorphe sur
C avec un seul pole simple en 1, et que I'on a (0) = —1/2 et {(-2k) = 0sik € N,
k>1.



