
ENS Lyon Algèbre 2
L3 2018-2019

TD n°11 : Théorie de Galois, Résolubilité

Exercice 1. [Problème de Galois inverse]

1. Montrer que, pour tout groupe �ni G, il existe une extension �nie galoisienne de groupe de
Galois G.

Soit p un nombre premier impair, soit m un entier naturel non nul et soit (n1, · · · , np−2) un

(p− 2)-uplet d'entiers relatifs distincts. On pose f = (X2 +m)
∏p−2
i=1 (X − ni).

2. Montrer que pour tout réel ε de valeur absolue su�samment petite, le polynôme f+ε ∈ R[X]
admet p− 2 racines réelles simples et 2 racines complexes conjuguées.

3. Pour ` un nombre premier, on pose P` = `pf(X/`) + `. Montrer que pour ` assez grand,
le polynôme P` ∈ Q[X] est un polynôme unitaire irréductible, ayant p − 2 racines réelles
simples et 2 racines complexes conjuguées. Quel est le groupe de Galois de P` ?

4. Soit G un groupe �ni. Montrer qu'il existe une extension �nie galoisienne L/K de groupe
de Galois G telle que K est une extension �nie de Q.

Exercice 2. Soient p1, . . . , pn des nombres premiers deux à deux distincts, etK = Q[
√
p1, . . . ,

√
pn].

1. Montrer que l'extension K/Q est galoisienne. On note G = Gal(K/Q).

2. Montrer que tout élément de G est d'ordre 2, et en déduire que G est un groupe abélien,
isomorphe à (Z/2Z)r pour un certain entier r.

3. Exprimer en fonction de r le nombre de sous-extensions de K/Q de degré 2.

4. Montrer que G est isomorphe à (Z/2Z)n.

5. Le réel
√
15 est-il dans Q(

√
10,
√
42) ?

Exercice 3. [Un problème de résolubilité] Le polynôme X5− 5X2+1 ∈ Q[X] est-il résoluble par
radicaux ?

Exercice 4. [Groupes résolubles] Soient p, q, r trois nombres premiers distincts.

1. Montrer qu'un groupe d'ordre pq, pq2 ou pqr est résoluble.

2. Montrer que les groupes suivants ne sont pas simples, et préciser dans quels cas on peut
a�rmer qu'ils sont résolubles :

(a) un groupe d'ordre pαq (où p > q) ;

(b) un groupe d'ordre pαqβ (où pα < q + 1) ;

(c) un groupe d'ordre pαq (où pα ne divise pas (q − 1)!).

3. Montrer que tous les groupes d'ordre < 60 sont résolubles.

Exercice 5. [Un autre critère de résolubilité] On rappelle que, si G est un groupe, on note D(G)
le sous-groupe de G engendré par tous les commutateurs [g, h] := ghg−1h−1.

1. Rappeler pourquoi D(G) est un sous-groupe distingué de G tel que le quotient G/D(G) est
un groupe abélien.

Soit maintenant G un groupe �ni. On dé�nit par récurrence sur n la suite de sous-groupes
(Dn(G))n≥0 par D0(G) = G et Dn+1(G) = D(Dn(G)) pour n ≥ 0.

2. Montrer que G est résoluble si et seulement si Dn(G) est trivial pour n assez grand.

3. En déduire dans quels cas SLn(Fq) est résoluble.
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