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TD N°12 : THEORIE DE GALOIS

Exercice 1. [Théoréme de d’Alembert-Gauss| Le but de cet exercice est de montrer que tout
polynéme non constant & coefficients dans C admet une racine dans C, en utilisant comme seul
résultat d’analyse le fait que tout polynoéme réel de degré impair admet une racine réelle.

Soit P € C[X] non constant.

1. Montrer qu’on peut supposer que P est & coefficients réels.
On note maintenant d = 2™(2m + 1) le degré de P, et on va raisonner par récurrence sur n.
On écrit P =1 - H?Zl(X — x;) dans un corps de décomposition de P et on pose, pour i < j
et pour A € R, fi;(\) = z; + z; + Az;z;.

2. Montrer qu’on peut appliquer I’hypothése de récurrence au polynome

Qx = [[(X = fi;(V)
i<j
3. En déduire qu’il existe i < j tels que z; et x; sont dans C.

4. Conclure.

Exercice 2. [Discriminant et résultant] Soient P = apX™ 4+ -+ + a,, € kp[X] et Q = bpX™ +

<o+ by € kiy[X] deux polynomes de degrés respectifs n et m. On définit Res(P, Q) comme le

déterminant de lapplication linéaire ¢ : ky—1[X] X kn—1[X] —  kpam-1[X] calculé dans
U,v) — UP+VQ

les bases respectives

((X”fl,()), (Xn*270)’ -, (X,0),(1,0), (O,mel), -++,(0,1))

et (Xntm=1l ... X 1).
1. A quelle condition sur (P, Q) I’application ¢ est-elle bijective ?
2. Si P € k[X], on note D(P) = Res(P, P’). Calculer D(P) pour P de degré 2 et 3. Qu’observe-

t-on ?

3. Soient a = (v, -+, ) et B = (B1,---,Bm) et ug,vo des indéterminées, et soient P =
UO(X—Oél) e (X—Oén), Q = UO(X_ﬂl) T (X_ﬁm) On note ReS(P7Q) = R(u07U07Q7§) €
Z[Uo,’Uo,g, ]

(a) Montrer que o — 81 divise R.
(b) En déduire que R = F'[[, (o — B;), avec I € Zlug, vo, a, .
(c) En comparant la partie homogéne de plus haut degré en les indéterminées S1,- - , By,
de R et du produit Hi,j(ai — B;), en déduire que F = uj'vg.
4. En déduire une fagon de calculer le discriminant d’un polynéme P € k[X] sans avoir besoin
de calculer ses racines.

Exercice 3. [Sous-corps d’un corps algébriquement clos] Soit 2 un corps algébriquement clos de
caractéristique 0. Soit K un sous-corps de 2 tel que /K est de degré fini. Le but de cet exercice
est de montrer que Q = K(v/—1).

1. Rappeler pourquoi Q/K est galoisienne.

On note i une racine de X2 + 1 dans et on pose G = Gal(2/K(i)). On suppose que G
n’est pas trivial, et on fixe p un nombre premier qui divise 'ordre de G.



2. Montrer qu’il existe un sous-corps L de , contenant K (i), tel que Q/L est galoisienne de
degré p.

3. Montrer qu'il existe a € L tel que P = XP? — a est irréductible dans L[X] et que Q =
LIX]/(P).

4. On suppose ici que p # 2. Soit a € Q une racine de P. Calculer HUGG&I(Q/L) o(a) et exhiber
une contradiction en prenant S une racine p-iéme de a.

5. Conclure.

6. Montrer qu’un élément non trivial de Gal(Q/Q) d’ordre fini est nécessairement d’ordre 2.

Exercice 4. |Extensions monogénes| Dans un premier temps, on va montrer qu’une extension
finie L/K de corps infinis est monogéne (c’est-a-dire qu’il existe @ € L tel que L = KJa]) si et
seulement si elle ne posséde qu’un nombre fini d’extensions intermédiaires.
1. On suppose que L/K est monogéne, L = K[a]. Si P est le polynome minimal de « sur
K, montrer qu’on a une application injective de ’ensemble des extensions intermédiaires de
L/K dans l’ensemble des diviseurs unitaires de P dans L[X].

2. Réciproquement, si L/K ne posséde qu’un nombre fini d’extensions intermédiaires, en consi-
dérant «, f € L, montrer que K («, ) est monogéne (on pourra considérer les extensions de
la forme K (o +¢58) pour t € K). En déduire que L est monogeéne.

On va maintenant exhiber une extension finie L/K de corps infinis non monogene.

3. Soit K un corps de caractéristique p > 0. Expliquer pourquoi P(X) = XP+T est irréductible
sur K (T). Montrer qu'un corps de rupture de P en est aussi un corps de décomposition.

4. Soit K = Frac(F,[T,U]) et L un corps de décomposition de P(X) = (X? — T)(X? —U).
(a) Montrer que [L : K] = p?.
(b) Montrer que si x € L, alors 2P € K.

(c) En déduire que L/K n’est pas monogene.



