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TD N°6 : EXTENSIONS DE CORPS

Exercice 1. Donner les degrés des extensions suivantes et en donner des bases.
. Qlv2)/Q, Q[V2]/Q, Qlv2, V2]/Q, Qlv2, V2]/Q[v2] et Q[v2, ¥/2]/Q[V2].
- QIv2,v3]/Q, Q[v2,v3]/Q[vV2] et Qlv2,v3]/Q[v3]. Comparer Q[v2 + V3] a Q[v2, V3]

et donner le polynéme minimal de V2 + /3 sur Q.
. Q[j]/Q, pour j = e*™/3. A-t-on V3 € Q[j]? i € Q[j]? j € Q[i] ?
. QIV3,41/Q, Q[V3,4,4]/Q, Q[v3,i]/Q et Q[vV3 +1i]/Q.

Q [cos 2;] /Q, Q [sin 2;} /Q, Q [cos 2;] /Qet Q {sin 2;] /Q.
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Exercice 2. 1. Soit K ¢ K' C K" trois corps. On suppose que l'extension K'/K est algé-
brique. Montrer que tout élément a € K" algébrique sur K’ est algébrique sur K.

2. Soit L/K une extension algébrique. Montrer que si f : L — L est un morphisme de corps
K-linéaire, f est un automorphisme.

Exercice 3. Soit K un corps et L = K(X).
1. L’élément X € L est-il algébrique sur K 7
2. Déterminer les éléments de L algébriques sur K.
3. Montrer que si § € L\ K, L est algébrique sur K(f).

Exercice 4. [Extensions biquadratiques]

1. Soit K un corps de caractéristique différente de 2. Soit L/K une extension de degré 2
(extension quadratique).

(a) Soit P € K[X] un polyndme unitaire de degré 2. Démontrer qu’il existe a,b € K tels
que P = (X —a)? —b.
(b) Démontrer qu’il existe un élément non nul « de L tel que a? € K et L = K(a).

(c) On conserve les notations de la question (b). Soit 3 € L tel que L = K(B) et 5% € K.
Démontrer que 3/a € K.

2. Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts.
(a) Déterminer le degré de 'extension Q(,/p, /q)/Q.

(b) Soit B € Q(y/p, /q) tel que 5% € Q. Démontrer qu'un des éléments 8, 3//p, B//4
£/+/Pq appartient & Q. (On pourra discuter suivant que 3 appartient & Q(,/p) ou pas).

(c) Donner la liste des sous-extensions de Q(y/p, /q)/Q-
(d) Calculer (\/p + /q)*. Déterminer le polynéme minimal de /p + /g sur Q.

Exercice 5. Soit P € K[X] un polynome de degré 4. Montrer que P est irréductible si et seulement
si pour toute extension L/K de degré < 2, P n’a pas de racine dans L. Généraliser ce critére a un
polynéme de degré n.



