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FEUILLE D’EXERCICES n° 11
Systemes triangulaires, Cholesky, moindres carrés (Travail sur machine)

Dans I’énoncé, les indices de matrices et de vecteurs commencent a
b

0.

Exercice 1 — [SYSTEMES TRIANGULAIRES]

1) Soit K = @Q, R ou C. Soient A une matrice triangulaire supérieure
de GL,(K) et B € M, 1(K). Pour résoudre I'équation AX = B, on
peut par exemple utiliser la fonction suivante.

def TriangleSup(XK,A,B):
n=B.length()
X=vector(K,n)
for i in range(n-1,-1,-1):
X[i]=A[i,i]7(-1)*(B[i]l-sum([A[i, j]1*X[j] for j in range(n-1,i-1,-1)]1))
return X

Programmer une telle fonction TriangleSup qui prend en parametres
K, A et B et qui rend la solution de I’équation AX = B.

[\)

On pourra tester cette fonction sur K = Q, A = [0
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2) Ecrire la fonction TriangleInf (K, A, B) qui s’applique & une matrice
A triangulaire inférieure. Dans ce cas, ¢ varie de 0 a n — 1 et on utilise
les X, pour j € [[0,7 — 1]] déja calculés.

1 i—1
Xi= A (Bi - ZAi,ij>

J=0

On pourra appliquer TriangleInf & K = Q, la transposée ‘A de A
et B.

Exercice 2 — [DECOMPOSITION DE CHOLESKY]
Dans cet exercice et le suivant, on demande des calculs dans R.

1) Ecrire une fonction Cholesky qui prend une matrice S symétrique
définie positive en entrée et rend I'unique matrice R de T+ (R) telle

sup,n
que S ='RR.
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On pourra utiliser 'algorithme donné par la proposition 8.3.1, c’est
a dire, en calculant pour m allant deOan—1et jdem+1lan—1:

m—1 1 m—1
_ 2 _
T = | Smam = D Thm €6 Tmj = Smg = D ThaThy | -
k=0

k=0 m,m

On pourra essayer la fonction Cholesky sur la matrice S = (_41 _41> .

2) Appliquer cette fonction a S = (s;;) € My(R) ot pour tout (i,5) €
[[0, 8],
Sij = HllIl(Z,j) + 1

3) Construire une matrice A € M,(R) au hasard et appliquer la fonc-
tion Cholesky & la matrice S = "AA.

Exercice 3 - [PROBLEME DES MOINDRES CARRES]

Soient A = (a;;) € Mpyn(R) et B = (b;) € M,,1(R). On suppose que
m = n et que rg A = n. L’équation AX = B n’a pas nécessairement
des solutions. On peut alors essayer de trouver une solution approchée :
on va chercher X € M, 1(R) tel que ||AX — Bl||2 est minimale. Cela
revient a dire que la somme

m—1 [n—1 2

> | D aigri—bi

i=0 \j=0

est minimale. Cette question est appelée probléme des moindres carrés.
On admet le théoreme suivant.

Théoréme 1. La norme ||AX — B||s est minimale si et seulement si
(1) 'AAX = 'AB

Soit S ='AA € M,(R). Alors S est symétrique positive. De plus,
comme rg A = n, on peut vérifier que S est définie positive. Ainsi, on
peut lui appliquer la fonction Cholesky pour trouver R € 7" (R)
vérifiant S = ‘RR. Le probléme des moindres carrés se ramene alors a

la résolution de deux systémes triangulaires
'RY ='"ABet RX =Y

1) Soient les points de R? suivants. Py = (1,—1.9), P, = (2,1.01),
P, = (3,4.21), P; = (4,6.8), P, = (5,5.9). On cherche une droite
D (d’équation y = a1z + ag) qui approche au mieux ces points "au

sens des moindres carrés'. Cest-a-dire que 'on cherche (ag,a;) € R?
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tel que la somme Y ((ag + a1 P,[0]) — P;[1])* est minimale. Traduisons
i=0



11 -1.9
1 2 1.01
cela matriciellement. Soient A = |1 3| et B = | 4.21 |. On cherche
1 4 6.8
15 5.9

X = <ZO> € Ms;(R) tel que ||[AX — Bl||z est minimale.
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Trouver cet élément X, en utilisant uniquement les fonctions Cholesky,
TriangleInf et TriangleSup (et bien siir des fonctions usuelles de sage
comme la transposée et la multiplication des matrices).

2) Dessiner sur un méme graphe ’ensemble des points P; et la droite
D. Pour cela, si f = ayx+ ag et si P est la liste des P;, il suffit d’écrire

Droite=plot(f, (x,0,5))

Points=point (P,color="red")

Droite+Points
Bien stir, les couleurs peuvent étre choisies au gotit de chacune et cha-
cun.

3) Soient les points Py = (1,1.96), P, = (2,-0.12), P, = (3,0.55),
Py = (4,2.84), Py = (5,8.16). En suivant la méme méthode que pré-
cédemment, trouver la parabole (d’équation y = asz? + a1x + ap) qui
approche au mieux ces points au sens des moindres carrés.

4) Dessiner ces points et cette parabole sur un graphe.

5) Construire d’autre exemples.



