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FEUILLE D’EXERCICES n° 10

Exercice 1 - [BERLEKAMP ET IRREDUCTIBILITE|

Soient p un nombre premier et P = 2? —x — 1 € F,[z]. En utilisant ’endomor-
phisme de F,[z]/(P) qui & a associe a” et la matrice de cet endomorphisme dans
la base des [X']p, montrer que P est irréductible.

Exercice 2 - [AUTRE PREUVE D'IRREDUCTIBILITE DANS CE CAS PARTICULIER|
On reprend p un nombre premier et P = 2P —x — 1 € Fy[z]. Soient () un facteur
non constant de P et r une racine de () dans un corps de décomposition de Q).

1) Montrer que pour tout i € Z, Q(r + [i],) = 0.
2) En déduire que @ = P, et donc que P est irréductible.

Exercice 3 - [CANTOR-ZASSENHAUS EN CARACTERISTIQUE 2]
On rappelle 'algorithme de Cantor-Zassenhaus en caractéristique impaire.

Algorithme 1. Factorisation dans F[x].

Entrées: ¢ = p¥, ol p est un nombre premier impair, Q € F,[z] de degré n,
produit de polynomes irréductibles deux & deux distincts de degré d.
Sorties: Un diviseur non trivial de @), ou bien “échec”.
1: Tirer au hasard A € F [z] de degré¢ inférieur a n.
2: Calculer D = pged(A, Q). Si D # 1, sortir D.
3: Calculer B = A@~1/2 _ 1 mod Q
4: Calculer D = pged(B, Q). Si D # 1 et D # @, sortir D. Sinon, sortir “échec”.

1) En appliquant cet algorithme, factoriser le polynéme z* + 23 + x — 1 de F3[z],
en prenant d =2 et A=z — 1.

2) Soit m > 1, et soit
Tp=a2""" +22" "+ 42t +2? + o e Fyfa].

a) Montrer que T, (T, + 1) = 22" + .

b) En déduire que si a € Fom, alors T,,,(a) € Fy.

¢) Montrer que l'application a — T}, («) de Fam dans Fy est une application li-
néaire de Fy-espaces vectoriels. En déduire que les ensembles {a € Fom : T, () =
0} et {o € Fom : Tp,(a) = 1} ont méme cardinal, soit 2™

Soient maintenant ¢ = 2% et @ € F,[z] de degré n. On suppose que @ est
produit de r polynoémes irréductibles sur [, qu’on note P, ..., P, deux a deux
distincts et tous de méme degré d. On note R = F[z]/(Q), R; = F,[z]/(F) et ¢;
lapplication canonique de R dans R; définie par ¢;(P mod ) = P mod F;.



3) Soit A € R. Montrer que pour tout i, ¢;(Txi(A)) € Fy (dans Fo[X]/(F;)) et
que si A est choisi au hasard dans R avec probabilité uniforme, Tj4(A) appartient
a Fy (dans Fo[X]/(P)) avec probabilité 217

4) En déduire un algorithme pour factoriser () et montrer que sa probabilité
d’échec est inférieure a 1/2.

Exercice 4 — [PARTIE SANS FACTEUR CARRE]

Soient p un nombre premier et ¢ = p*. Ce travail porte sur un algorithme
permettant de calculer la partie sans facteur carré d’un polynéme de F,[z], au
sens rappelé ci-dessous.

Soit P un polynéme non nul de F [z]. Alors il existe un entier naturel r, des
polynémes unitaires irréductibles deux a deux distincts P, ..., P, de Fy[z], des

s

entiers naturels non nuls ey, ..., e, et un élément a € F) tels que P = « H P
i=1

La partie sans facteur carré de P est égale a H P;.
i=1
1) Soit Q@ = Y"1, a;x" € Fy[z]. Montrer que Q =7 alz?".
2) Soit R € F,[z]. Montrer que la dérivée R’ de R est nulle si et seulement s'il
existe @ € Fy[z] tel que R = Q.

3) Soit P un polynéme unitaire de F,[z] . {0}. On I’écrit comme ci-dessus (avec

a = 1 puisque P est unitaire) P = H Pf'. Soient
i=1
I={ie{l,....r} pfe} , J={ied{l,...;r} : ple},
P P
U=—— e V=—"_——
pecd(P, 7)) pecd (U7, P)’
ot d = deg P. Montrer que U = HPZ- et V= HPfl

iel icJ
4) Montrer que V s’écrit V.= WP ou W € F[z].
5) Soit P = z'! + z!% 4 22 + 2 € Fs[x]. Calculer successivement P’, pged(P, P’'),
U, pged(U?, P), V et W. En déduire la partie sans facteur carré de P.

6) On peut calculer la partie sans facteur carré de P en utilisant la méthode
suivante. On calcule les polynémes U et V' de la question 3. On cherche W € F, ]
tel que V' = WP, puis on recommence en appliquant le méme processus a W (a
la place de P), jusqu’a obtenir un polynéme V' égal a 1. La partie sans facteur
carré est alors le produit des polyndémes U obtenus a chacune des étapes de cet
algorithme.

Ecrire cet algorithme sur sage.



