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Marc Arnaudon

Dans la premiere partie, nous faisons quelques rappels sur les martingales dans les varietes munies
de connexions qui peuvent avoir une torsion non nulle, puis nous etudions le cas des groupes de Lie.
Lorsque ceux-ci sont rnunis de leur connexion gauche, Hakim-Dowek et Lepingle ont montre que les
martingales du groupe issues de I'elernent neutre sont exacternent les exponentielles stochastiques
des martingales locales de I' algebre de Lie ([HD.LJ).

Dans la deuxieme partie figurent les decompositions des semi-martingales en produits de martin-
gales et processus a. variation finie obtenues par Hakim-Dowek et Lepingle, et nous y ajoutons des
relations entre exponentielle stochastique droite et exponentielle stochastique gauche, et des relations
entre une semi-martingale et son inverse.

On determine ensuite les equations du developpernent des semi-martingales relativement a. une
connexion invariante a gauche, et on donne une solution explicite lorsque l'application bilineaire
associee a. la connexion est un crochet de Lie sur l'algebre de Lie du groupe.

1 Connexions et martingales

Notations et definitions
Si best une forme bilineaire sur un espace vectoriel E, on note b la forme bilineaire qui a. A, B

dans E associe b(B, A) et bS la symetrisee de b (bS = +b)).
On designera par V, W deux varietes Coo munies de connexions \1 et \1'. Rappelons la relation

entre la derivation covariante \1 et I'application Hess associee : si A et B sont deux champs de
vecteurs et fest une fonction Coo sur V, Hess f(A, B) = \1df(A, B) = ABf - \1ABf. La correspon-
dance bijective entre les connexions \1 et les applications Hess nous conduira a. denommer connexion
l'application Hess. Un chemin y de classe Coo sur Vest une geodesique si \1"'7 0 ou encore si pour
toute f de classe Coo sur V, (f 0 ,)" =Hess f( 7,7).

On dit qu'une application 'P de V dans West affine lorsque pour toute f appartenant a. COO(V),
Hess(f 0 'P) = 'P"(Hess' 1). .

On dit qu'une semi-martingale X a. valeurs dans Vest une martingale lorsque pour toute f
appartenaat a. Coo(V), f(X) - f(Xo) - t f Hess f( dX, dX) est une martingale locale reelle ([EI 4.2]).

Remarques
1. Si X est une semi-martingale a. valeurs dans V et si best une section Coo de T"V @ T"V,

on a Jb(dX,dX) =JbS(dX,dX). Par consequent, les martingales pour Hess sont exactement les

martingales pour Hess s .
2. Les geodesiques pour Hess sont egales aux geodesiques pour Hesss .
Nous pouvons enoncer la proposition suivante

Proposition 1 Soit 'P une application Coo de V dans W. Il y a equivalence entre
(i)-. pour louie geodesique , de V, 'P 0 ,est une geodesique de W i

(ii)- pour touie martingale X aualeurs dans V, 'P 0 X est une martingale aualeurs
dans W i

(iii)- l'application 'P de (V,Hesss) dans (W,Hess'S) est affine.
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Cette proposition est enoncee et montree dans [E2 Prop 10]. On obtient aussi une demonstration
en utilisant le resultat dans le cas des connexions sans torsion ([El 4.32]) et la remarque qui precede.

Soit maintenant G un groupe de Lie muni des connexions Hess L et HessR definies par HessL I(;t, P) =
/tB I (resp.Hess/' I(A, B) = ABf) si A et B sont des champs de vecteurs invariants a. gauche (resp. a.
droite) et f une fonction Ceosur G. La derivation covariante \JL (resp. \JR) associee verifie = 0

= 0) si A et B sont des champs de vecteurs invariants a. gauche (resp. a. droite).
Avec les derivations covariantes, nous montrons que les sous-groupes a. 1 parametre sont des

geodesiques pour les deux connexions. De plus, les applications Lg (resp. Rg ) sont affines pour HessL

[resp. Hess R ) . Par consequent, les geodesiques pour Hess L (resp. HessR) s'ecrivent t ...... 9 exp tAo
(resp, t ...... (exp avec 9 dans G et A., dans T.G. Mais si nous choisissons =: Ad(g)(A.),
1I0US obtenons = Int(g)(exptA.)g = gexptAe- Nous avons les proprietes suivantes :
Proprietes

1- L'ensemble des geodesiques pour Hess R est egal a I'ensemble des geodesiques pour HessL .

2-L'ensemble des martingales pour HessR est egal a. I'ensemble des martingales pour HessL .

3_(HessR )s = (HessL)s. Nous noterons Hesss cette connexion et \Js la derivation covariance
associee.

4-L 'application de (G, Hesss ) dans lui-rneme qui a.9 assode «: est affine.

Demonstration
1- est deja. montre. Pour les proprietes 2 et 3, on utilise la proposition avec id : (G, Hess'") -,
(G,HessR ) et son inverse. Pour la propriete 4, on utilise la proposition avec I'application 'P de
(G,Hess L ) dans (G, Hess'") qui a9 assode «', en remarquant qu'elle conserve les geodesiques.

Nous pouvons montrer directement un resultat plus fort que la propriete 3 :

Proposition 2

Demonstration
Soit 9 E G, et soient C, D E TgG. On note A et B (resp. A' et B') les champs invariants i\

gauche (resp. a. droite) tels que Ag = C, Bg = D (resp. C, B; D). Alors = Ad(g)(A.) et
= Ad(g)(B.). Soit IE Ceo(G). Nous avons

d d d
HessL j(C,D) Ag(Bf) = ds(Bf)(gexp(sA.)) 1.=0= dsd/(gexp(sA.)exp(tB.)) I.=t=o

= It=o

:s:/ I.=t=o
d d L
dsd/(gexp(sA.)exp(tB.)) 1.=1=0= Hess j(C,D).

La proposition est montree.

Nous allons maintenant determiner les martingales pour HessL (que nous noterons aussi Hess),
en utilisant I'exponentielle stochastique de Hakim-Dowek et Lepingle [HD.L]. Si M est une semi-
martingale a. valeurs dans I'algebre de Lie II de G, l'exponentielle stochastique ,,(M) est la solution
issue de e de I'equation differentielle stochastique de Stratonovitch 6X = (Lx ).01'1"1. Si I est une
Ionction Ceo sur G et (Hi) une base de II, nous avons l'egalite

I(X) - f(Xo) = !o(Hif)(X)6Mi [HD.L].

En utilisant la correspondance entre l' exponentielle stochastique et son inverse, Ie logarithme stochas-
tique ([HD.L [Theoreme 4)]), nous obtiendrons la proposition suivante :
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Proposition 3 Les martingales pour Hess sont exactement les processus Xoc(M) 011 M est une
martingale locale Ii ualeurs dans g.

Hakim-Dowek et Lepingle obtiennent un resultat plus fort en montrant que l'exponentielle stochas-
tique est le developpement des semi-martingales pour la connexion gauche.

Avant de demontrer la proposition, nous allons rnontrer le lemme suivant :

Lemme 4 Soit (H,) une base de g. Si M = M' Hi est une semi-martingale de g, X = e(M) ei b
est une section de T*G 0 TOG, alors

j b(dX,dX) j b(X)(H"Hj)d < M',M' >.

Demonstration du lemme
Il suffit de le montrer pour b = df 0 dh et ensuite de remarquer d'une part que b est sommc

cl'elemente de la forme 1df 0 dh, et d'autre part que f(1 df 0 dh)(dX, dX)
f l(X) d(f(df 0 dh)(dX, dX) ([EI (2.23 et 3.8)]). Si b = df 0 dh, on a

j b(dX,dX) = < f(X),h(X) >=< j H;f(X)8Mi, j H,f(X) 8M' >

j H;f(X)Hjh(X)d < Mi,Mj >= j b(X)(Hi, Hj)d < Mi,AP >.

Le lemme est montre,

Demonstration de la proposition
Soient (Hi) une base de g, M = MiH, une martingale locale a. valeurs dans g, et f une fonction

sur G. Alors

Mais H;f(Xd - Hjf(Xo)= H,H;f(X.) 8M; par definition de I'exponentielle stochastique, done

Ilt . .- HiHjf(X,)d< M',At[1 >.
2 0

1 rt .. I r
'210 Hess f(X,)(Hi,Hj)d<M',M'>'='210 Hessf(dX,dX).

La derniere egalite a lieu d'apres le lemme 4 et nous en deduisons que X est une martingale
(lEI (4.2)]).

Reciproquement, supposons que X soit une martingale. Soit M = £(X) Ie logarithme stochas-
tique de X. Alors ([HD.L (Theoreme 4)]) X = Xoe(M). Montrons que M est une martingale locale.
Soit 0 une forme Iineaire sur g. n suffit de montrer que f(O,dM} est une martingale locale reelle.
Nous pouvons considerer 0 comme une forme differentielle invariante a. gauche sur TG. Ainsi,

j(O(e),dM} = j (O(e),(Hj).}dMj = j (O(X),(Hjh}dMj.

La forme 0 peut s'ecrire r:g' dJ' avec s' et I' fonctions de classe Coo sur G ([Ei 2.17]), et l'egalite
devient

Il suffit maintenant de montrer que pour tout i, f(dfi(X), (Hjh }dMj est une martingale locale. Dans
la premiere partie de la demonstration, nous avons mis ce terme sous la forme J'(X) - J'(Xo} -
t fo Hess fi(dX, dX) ; c'est une martingale locale car X est une martingale. La demonstration est
achevee.
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2 Decomposition des semi-martingales dans un groupe de
Lie

Nous noterons toujours dans la suite e l'exponentielle stochastique a. gauche et L son logarithme
stochastique ([HD.L]). Nous noterons e' I'exponentielle stochastique a. droite et C son logarithme
stocha.stique. Si M est une semi-martingale a. valeurs dans TeG, c:'(1vf) est 130 solution issue de e de
l'equation differentielle stocha.stique de Stratonovitch 8X = (Rx).(8M).

Rappelons deux resultats de Hakirn-Dowek et Lepingle reliant 180 somme dans l'algebre de Lie et
le produit dans Ie groupe ([HD.L (Proposition 5)]. Scient M et N deux semi-martingales a. valeurs
dans 9, X et Y deux semi-martingales a. valeurs dans G. Alors

Applications

c:(M+N)

£(XY)

e (J Ad (e(N)) 8M) c:(N)

JAd(y-l)8£(X) + £(Y).

(1)

(2)

a- Decomposition en produit de martingale et processus a variation finie
Ces decompositions figurent dans I'article de Hakim-Dowek et Lepingle, bien que 180 notion de

martingale dans une variete ne soit pas utilisee,
Soient M une martingale locale et A un processus a. variation finie a. valeurs dans TeG. Les quatre

egalites ci-dessous nous donnent des decompositions en produit d'une martingale et d'un processus
a. variation finie,

e(M +A) = eUAd (e(M)) dA) e(M) (3)

e(M +A) eUAd (e(A)) dM) e(A) (4)

e'(M +A) e'(M)e' (J Ad (e'(M)-l) dA) (5)

c:'(M+A) e'(A)e' (J Ad (e'(A)-l) dM) . (6)

Notons que les integrales de Stratonovitch dans TeG deviennent des integrales d'Ito car l'un des deux
processus est toujours a. variation finie.

b- Decomposition du logarithme stochastique d'un produit
Soient Y nne martingale et B un processus a. variation finie, a. valeurs dans G. Alors

£(BY) JAd(y-1) d£(B) + £(Y) (7)

£(YB) JAd(B-1)d£(Y) + £(B) (8)

C(YB) = £'(Y) + JAd(Y) dC(B) (9)

C(BY) = C(B) + JAd(B) dC(Y). (10)

c- Relations entre l'exponentielle a gauche, l'exponentielle a droite inverse
semi-martingale

Soit M une semi-martingale a. valeurs dans TeG.
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Proposition 5 Nous avons les relations susuanies entre l'exponentielle Ii gauche, l'exponentielle
Ii droite et l'inverse :

el(M)

e(M)

e(Mfl
el(Mfl

Si maintenant X == Xoe(M), alors

X

X

e (j Ad(e(-M))(6M))

e' (j Ad (e'(_M)-l) (15M))

e'(-M)
e(-M).

e (Ad(Xo)(M)) Xo

e' (J Ad(X) 15M) Xo·

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

Nous utiliserons un lemme pour montrer cette proposition.

Lemm.e 6 Les notations sont les memes que dans la derniere partie de la proposition. Alors

Int(Xo)(e(M)) e (Ad(Xo)(M))

Int(Xo)(e'(M)) = e' (Ad(Xo)(M)).

Demonstration du lemme
Soient Y = Int(Xo)(e(M)), Z e(M) et f E C=(G).

fey) J(d(J 0 Int(Xo)), 8c(M)) = J(d(J 0 Int(Xo) 0 Lz), 15M)

J(d(J 0 LInt(xo)(Z) 0 Int(Xo)), 8M) = J«Ad(Xo))'d(J 0 LInt(xo)(Z)), 8M)

J(d(J 0 Ly), 8 (Ad(Xo)(M))) .

Cette derniere egalite veut dire que Y = e (Ad(Xo)(M)).

(17)

(18)

Demonstration de la proposition
Montrons (13): Posons X e(M) et XI = e'(-M). Alors 6(XX') = (Lx).(6X')+(Rx,).(8X) =

(Lx 0 Rx,).(6(-M)) + (Lx 0 R,yr}.(6M) =0 done XX' == e.
Montrons (11) : On calcule e(M J\tI) avec Ia formule (1) et on obtient

e e(M iVI)=e(jAd(e(M))8(-i\1))e(M)

done e(M)-l = e(J Ad (e(M)) 6(-M)), et avec l'egalite (13), nous obtenons

e/(-M) e(J Ad(e(M»8(-M))

et en remplacant M par - M,

el(M) e (J Ad (e(-M)) 6(An).

Les egalites (14) et (12) se montrent comme (13) et (11).
L'egalite (15) est une consequence directe du lemme.
II nous reste maintenant amontrer (16).

Posons Y = e(M). D'apres (12) et (13), Y = e'U Ad(Y)(6M)), et

XoY = Xoe' (j Ad(Y)(6M)) el (Ad(Xo) (j Ad(Y)(8M))) x, = e' (J Ad(X)(6M)) x,
(Ia derniere egalite est un calcul d'integrales de Stratonovitch dans les espaces vectoriels et la
precedente resulte du lemme (6)).Ceci acheve la demonstration de la proposition.
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Proposition 7 Les [ormules (11), (1£) et (16) sont encore vraie.'! .'!i on remplace les integrale.'! de
Stratonovitch vectorielles par de.'! integrales d'Ita, i.e. nov.s avons les egalites

si on po.'!e X =Xoe(M).

e'(M)

e(M)

X

e (J Ad(e(-M»(dM»)

e' (J Ad (e'(_M)-l) (dM»)

e' (J Ad(X) dM) Xo

(19)

(20)

(21)

Demonstration
On est rarnene dans tous les cas a. montrer une egalite de la forme < Ad(e(M», M >= O. Ce

crochet s'ecrit encore < Ad(e(M»(Hi),Mi >. Si on pose maintenant hi(g) = Ad(g)(Hi), on peut
ecrire

hi(e(M»

ce qui nous donne pour le crochet,

Hi +10 Te(h; 0 Le(M» 8M

H;+ 10 Ad(e(M»([Hj,HiJ) 8Mi,

< Ad(e(M),M >= 10 Ad(e(M»([Hi,HiJ)d < Mi,Mi > .

Le crochet de Lie [Hi, Hi] est antisymetrique et Ie crochet de martingales d < Mi,Mi > est
symetrique, donc Ia somme precedente est nulle. Ceci acheve la demonstration.

3 Developpement des semi-martingales dans un groupe de
Lie

Hakirn-Dowek et Lepingle ont montre que l'exponentielle stochastique gauche etait le developpernent
des semi-martingales pour la connexion 'VL • De la meme fa,;;on, nous pouvons montrer que I'exponentielle
stochastique droite est le developpement des semi-martingales a. valeurs dans l'algebre de Lie, pour
la connexion 'VR . Plus generalement, nous allons montrer le resultat suivant :

Proposition 8 Soient M une semi-martingale Ii valeur.'! dans TeG, telle que Mo 0, et A un
nombre reel. Alor.'! la semi-martingale e (AM) e' «1 - A)M) est Ie de'IJeloppement de M pour la
connexion 'VA = A'VL +(1- A)'VR •

Avant de dernontrer ceci, nous allons enoncer et montrer quelques lemmes que nous utiliserons par
la suite.

Si g est un element de Get A appartient a. TG, Lg (resp. Rg ) designers la translation a. gauche
(resp. a. droite) et g.A (resp. A.g) designera le vecteur (Lg).(A) (resp. (Rg).(A».

Lemme 9 Notons X' e(AM), X" = e'«1 A)M) et X = X'X". Alor.'! 8X = X'.8M.X".

Demonstration
8X = 8X'.X" + X'.8X" = X'.A8M.X" +X'.(l- A)8M.X" = X'.8M.X".

Lemme 10 Pour tout g appartenant Ii G, les applications Lg et Rg sont affines pour les connexions
'VA, i.e. pour toute jonciio« f de cla.'!.'!e Coo .'!ur G, Hess>'(foLg) = (Lg)*(Hess>' I) et Hess>'(foRg )

(RgnHess>' I).
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Demonstration
Remarquons qu'il suffit de montrer ceci pour les connexions VR et VL qui engendrent I'espace affine
des connexions V". II suffit en fait de Ie montrer pour VL, et nous le deduirons pour VR par
symetrie, Remarquons aussi que (L g ). et (Rg ). associent des elements de 9 aux elements de g. Soient
donc HI et H2 deux champs invariants it gauche. Alors HessL(J 0 Rg)(HI,H2 ) = HIH2(J 0 Rg) =
(((Rg).HI)((Rg)J J2)J) 0 s; = (HessL f(((Rg).HI), ((Rg).H2 ) ) 0 Rg car ((Rg).Hr) et ((Rg).H2 ) sont
invariants a. gauche, et le dernier terme est egal it (Rg)*(HessL J)(Hll H2 ) . La demonstration est
identique avec Lg •

Lemm.e 11 Soient HI ei H2 deux champs de uecieurs invariants agauche, et detI.X champs
de vecteurs invariants adroite, tels que (Hd. = et (H2 ). •. Alors (H2).H!.

Demonstration
Elle est identique it celIe de la proposition 2.

Lemme 12 Scient H un champ de uecteurs invariant agauche et (Hj) une base de champs de
uecieurs invariants a gauche, H' un champ de vecteurs invariant a. droite et (Hj) une base de
champs de vecteurs invariants a droite, iels que H. = et (Hj). = (Hj)., f une fonction de
classe Coo sur G, et h la fonction de G x G dans IR qui a. (g,g') essocse (g.He-g')f. Alors en
reprenant les notations du. Lemme (9), nous avons

Demonstration
Notons h(g,g') hg(g') = hg'(g). Nous avons hg(g') = H;'(J 0 Lg) et hY'(g)= Hg(J 0 Rg,), done

dhg(g')(Hj)g' = (Hj)g,H'(f 0 Lg) et dhg'(g)(Hj)g = (Hj)gH(J 0 Rg,).

De plus, Sh(X',X") = dhX"(X')SX' + dhx'(X")SX", et SX' (Hjh,ASMj,
SX" = (Hj)x,,(1 - A)SMj. En rassemblant tout cela, nous obtenons

Demonstration de la proposition
Utilisons les notations du dernier lemme. Nous allons d'abord montrer que U, = X'.He-X" est le

transport parallele de H. au dessus de X = X'X". D'apres [El 8.11], il suffit de montrer pour cela
que pour toute fonction f de classe Coo sur G,

Uti - Uof = l Hess" f(5X., U.).

Calculous Ie terme de droite :

Hess" f(X'.(Hj).X", X'.He-X")5Mj

Hess"(J 0 Lx, 0 Rx")((Hj)., H.)6Mj

()'(Hj).H + (1 - )')H.Hj)(f 0 Lx, 0 Rx,,)SMj.

(on utilise successivement les lemmes (9), (10) et (11)).
Calculons maintenant le terme de gauche. En utilisant le lemme (12), nous obtenons

SUf = Hjx,H(f 0 RX")A6Mj + Hjx"H'(J 0 Lx,)(I- A)6lv/ j

HjeH(J 0 Lx, 0 Rx,,),6Mj + HieH'(J 0 Lx, 0 Rx,,)(1 - A)SMj

= (AHjH + (1 - A)HHj)(f 0 Lx, 0 Rx" )Slv/j.
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Nous avons montre que U est un transport parallele au dessus de X. Pour montrer que X est le
developpement de M, il suffit d'etablir que si (Ui = X'.Hi.X")19S,n est un repere qui se transporte
parallelement au dessus de X, alors 8X = Ui8Mi. Or 8X = X'.8M.X" = X'.Hi.X"8Mi = Ui8Mi
d'apres Ie lemme (9). La demonstration est achevee.

La donnee d'une connexion "V sur Ie groupe de Lie G invariante a. gauche [i.e. telle que les
applications Lg , 9 appartenant a G soient affines) est equivalente a 130 donnee d'une application
bilineaire a de II x II dans II et 130 relation entre I'application a et la connexion "V est "VAB = a(A, B)
si A et B sont des elements de II ([He]).

Soit M une semi-martingale continue a. valeurs dans II telle que Mo = O. La question que l'on se
pose maintenant pour generaliser la proposition 8, est de savoir quel est Ie developpement de M dans
G pour 130 connexion "V. Ce developpernent est I'exponentielle stochastique d'une semi-martingale it
valeurs dans I'algebre de Lie g, qui va etre donnee dans la proposition suivante,

Proposition 13 Soient'V une connexion invariante tl gauche sur le groupe de Lie G, a l'applicativn
bilineaire de 9 x 9 dan.'! II aJJociee, et M une semi-mariinqale continue tl valeurJ dens 9 telle que
Mo = O. AlorJ Ie developpement de M pour la connexion "V est la semi-mcrtinqale

X=e(JY(8M»),

Y etant une Jemi-martingale tl valeur3 dan3 GI(Il), 30lution de l'equation differentielle de Siraionouitcl:

8Y = -a(Y(8M), y(.»

avec pour condition initiale Yo = Id,

Remarque
La semi-martingale N = f Y(8M) est Ie developpement de M dans Ie groupe de Lie (ll, +)

d'algebre de Lie II (consideree avec le crochet nul), muni de la connexion invariante agauche donnee
par a. Cette semi-martingale n'est definie que pour t < T, avec T temps d'explosion de 130 solution
de l'equation differentielle verifiee par Y.

Demonstration de la proposition 13
Reprenons les notations de I'enonce, et admettons pour l'instant Ie lemme suivant.

Lemme 14 Soit H un element de T.G. Alor3 la semi-mertinqal« U = X.Y(H). = Y(Hh Ii
ualeurs danJ TG au de3Jtf,J de X est Ie tran3port parallele stochasiique de H Ie long de« irajectoires
de X.

Scient (H;) une base de II et (Ui ) son transport parallele stochastique au dessus de X. Notons
M = MiHi. Alors I'expression X = e(f(Y,cM) = e(N) donne

8X X.8N = X.Y(8M) = X.Y(Hi)8Mi

Ui8Mi
,

et de cette derniere egalite nous deduisons que X est le developpement de M pour la connexion "V.

Demonstration du lemme 14
Il suffit de montrer d'apres [EI 8.11] que pour toute fonction ! de classe Coo sur G,

utI - Uo! = l(Hess!(.,U.),8X),

I'application Hess etant associee a. 130 connexion "V. Le membre de gauche s'ecrit

8(UJ) = 8(Y(H)xJ) = (8X)(Y(H)J) + (8Y(H).) (f 0 Lx).
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Or X:::: e(f(Y,t5M» irnplique t5X = Y(H;)Xt5Mi et I'equation differentielle verifiee par Y s'ecrit

8Y(H) :::: -a(Y(8M), Y(H» -a(Y(H,), Y(H» 8M' j

en rernplacant dans l'expression de t5(Uf), on obtient

8(Uf) (Y(HihY(H) - a(Y (H;) ,Y(H))) f t5M'

= (Y (H,hY(H) - VY(Hi)Y(H») f 8M'

= Hessf(8X,Y(H)x) = Hessf(8X,U)

ce qui est le resultat recherche. La demonstration est achevee.

On aimerait faire Ie lien entre Ie resultat de la proposition 13 qui concerne Ie developpernent
avec une connexion invariante it gauche associee a une application bilineaire quelconque a et Ie
resultat de la proposition 8 sur le developpement avec une connexion VA associee it a definie par
a(A,E) (1- .\)[A,E]. Ce sera fait en utilisant la proposition suivante,

Proposition 15 Soient V une connexion invariante agauche sur G, a l'application bilineaire de
g x g associee. Si I'application a est un crochet de Lie sur 9 (i. e. a verifie l'identiU de Jacobi
et est antisymetrique) alors pour toute semi-martingale M a valeurs dans 9 tdle que kIo :::: 0, lo:
solution dans GI(g) de l'equation differentielle de Stratonouitch. t5Y a(Y( -t5!vI), y(.» avec pour
conditions initiates Yo = Id est Y = .::(a( -!vI, .».
Remarques

Si la condition de la proposition est realisee, la semi-martingale Y est definie sur [0,00[. D'autre
part, la propriete a(A, A) = 0 quel que soit A dans 9 entraine que les geodesiques pour la connexion V
sent Ies memes que celles definies au moyen de la connexion VL = VI. Par consequent, la symetrisee
de V est V}.

Demonstration de la proposition 15
Supposons que a est un crochet de Lie. Notons ad'(A)(E) :::: a(A, E). Scient G' un groupe

de Lie d'algebre de Lie 9 munie du crochet ad', et Ad' I'application de G' dans GI(g) qui a. 9
associe I'application A ....... g.A.g- I • La fonction Ad' est un homomorphisme de groupes de Lie et son
application tangente a. l'origine est ad'.

Soient maintenant M un semi-martingale de 9 issue de 0 et Z :::: e(ad'(-M», semi-martingale a.
valeurs dans GI(g). II nous suffit de montrer que Z verifie I'equation differentielle de Stratonovitch
8Z = -a(Z(6M), Z(.». Comme Ad' est un homomorphisme d'application tangente ad' a l'origine,
on a d'apres [HD.L Prop 21 l'egalite Z = Ad' co' (-M), ou co' est I'exponentielle stochastique
de (g,ad') dans G'. Or quels que soient g dans G', A et E dans g, on a Ad' g(ad'(A)(E» ::::
ad'(Ad' g(A»(Ad' et en particulier Z(ad'(A)(E» = ad'(Z(A»(Z(E». Puisque Z est I'exponentie
stochastique de ad'(-M), elle verifie I'equation differentielle de Stratonovitch <5Z :::: Z(ad'( -<5iVI», et
aussi l'equation t5Z= -ad'(Z(t5M) 0 Z:::: -a(Z(8!vI),Z(·» d'apres I'egalite plus haut, Ceci acheve
la demonstration.

En utilisant Ia proposition 15 avec a(A, E) = (1 - A)[A, E], on obtient Y :::: e«1-.\) ad( -M» ::::
Ade(-(1- .\)M), il est facile de verifier ensuite que le developpement X de M qui s'ecrit

X:::: JAde(-(1 - .\)M) <5M est aussi egal a. e(>.M)e'«1 - .\)M) et on retrouve le resultat de la

proposition 8.
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Appendice : Decomposition en produit de deux browniens
d'une martingale avaleurs dans un groupe muni d'une

metrique bi-invariante

Marc Arnaudon et Pierre Mathieu

On suppose maintenant que le groupe de Lie G est muni d'une rnetrique riemannienne m telle
que les translations a. droite et les translations a. gauche scient des isometries, Nous allons montrer
que si X est une martingale, alors X s'ecrit comme produit de deux browniens apres un changement.
de temps, et dans une filtration eventuellernent differente. Cependant, ceci ne veut pas dire que le
produit de deux browniens est toujours une martingale.

II vient immediatement que \lLm :;: °et \lRm :;: 0, et par consequent \ltm :;: 0. Mais la
connexion \It est symetrique, done c'est la connexion de Levi-Civita associee a. la metrique, Pour
cette connexion, le developpement d'une semi-martingale NI de l'algebre de Lie nulle en 0 est X :;:
e(M) cl'apres la proposition 8. En particulier, X est une martingale si et seulement
si NI est une martingale locale, et X est un mouvement brownien si et seulement si M est un
mouvement brownien ([El 8.26]).

Si M est une semi-martingale a. valeurs dans un espace vectoriel euclidien, sa variation quadratique
sera le processus croissant I::i < M', NI' >, les M' designant les coordonnees de M dans une base
orthonormale,

Proposition 1 Soit X :;: e(M) une martingale telle que la variation quadratique de NI soii un
procelillUil croililiant A de la forme J a dt avec a processus previllible Iltrictement in/lrieur d 4. On
suppose qu'il exillte un brownien a. valeurll dans g independant de M. Alors il existe deux broumsens
Y et Y' ilisUil de e, tels que X = YY'.

Remarques
Lorsque l'hypothese sur la variation quadratique de NI n'est pas satisfaite, on peut s'y ramener

par changement de temps. n n'y a pas unicite dans le choix de ce dernier.
Lorsque I'hypothese d'existence d'un brownien a. valeurs dans g independent de [vI n'est pas

satisfaite, on peut s'y ramener en grossissant n et la filtration au moyen d'un produit.

Demonstration de la proposition 1
La martingale X s'ecrit X = ou encore X = e(tM)e'(P)e(-P)e'(tM) pour toute

semi-martingale P, ceci en vertu de l'egalite (13). nous allons chercher P afin que e(tM)e'(P) et
e( soient des mouvements browniens. Un caleul direct ou l'utilisation des formules (11)
et (13) d'une part, (12) et (14) d'autre part nous permettent d'ecrire

e GM) e'(P) =.e (jAd (e(-P» 8GM + p))

e(-P)c:' GM) e' (JAd(c(-P»8GM - p)).
Si nous choisissons P orthogonal a. 1\1 et si nous utilisons la proposition 7 de la partie 2, les integrales
de Stratonovitch deviennent des integrales d'It6 et les egalites deviennent

eGM)e'(P) e(j Ad(c(-P»dGM+P))
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et

e(-P)e' GM) = e' (j Ad(e(-P))dGM-p)).
Puisque la metrique sur G est bi-invariante, les applications Ad(g) sont des isometries pour tout 9
dans G. Par consequent, si + P et - P sont des browniens, les integrales

f Ad (e(- P)) d (!M + p) et f Ad (e(- P)) d p) seront aussi des browniens. La demonstration
de la proposition sera terminee lorsque nous aurons etabli les deux resultats suivants.

Proposition 2 SOU8 les conditions de la proposition 1, il ezisie une martingale P orthoqonaie a
M telle que tk! + P et tM - P soient des mouvements broumiens.

Lemme 3 Si N est un brownien de TeG, alors e(N) et e'(N) sont des broumiens de G.

Demonstration de la proposition 2
Remarquons qu 'il suffit de trouver P tel que + P soit un brownien, et I'orthogonalite nous
permettra d'affirmer que ti\1- P est un brownien. Cherchons P de la forme fa d{3 avec {3 brownien de
TeG independant de M et a processus previsible borne a. valeurs dans l'ensemble des endomorphismes
de T.G. Choisissons une base orthonormale de TeG. La martingale tM + P est un brownien si et
seulement si sa matrice des crochets dans cette base est It, ou I designe la matrice identite. Soit M
une version previsible de la derivee de Ill. matrice des crochets de M par rapport a. t. La derivee de
Ill. matrice des crochets de tM+Pest tM +oo", donc I'equation a. resoudre est tM +ao" = I. Or
I'hypothese sur la variation quadratique de M impose a. 1- tM d'etre une matrice definie positive.

Elle a donc une racine carree definie positive, et le processusJI - est previsible et borne. Si

nous choisissons a egal a. ce processus, cela resout I'equation posee plus haut et 10. demonstration de
la proposition 2 est achevee,

Remarque
La decomposition de la proposition 2 n'est pas unique, ce qui entraine que la decomposition de

X en produit de deux browniens n'est pas unique non plus.

Demonstration du lemme 3
II suffit d'etablir Ie resultat avec e(N), car la demonstration pour e'(N) est identique. En utilisant

Ill. formule (1), nous pouvons ecrire

Or d'apres les formules (12) et (14), on a

ce qui nous donne e(N) = e (J Ad (e 8N). Par un raisonnement identique a. celui de 1<\
proposition 7, nous pouvons remplacer I'integrale de Stratonovitch vectorielle par une integrale d'It6
et nous obtenons

et comme les applications Ad(g) sont des isometries, Ill. martingale e(N) est bien le developpernent
d'un brownien de T.G. Ceci acheve Ill. demonstration.
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