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ResuME. — Dans les groupes de Lie et certains espaces homogénes munis
d’une connexion canonique, on considére les semi-martingales comme
développées de semi-martingales de I’algébre de Lie ou d’un sous-espace
vectoriel de I'algébre de Lie, a 'aide de 1’exponentielle stochastique de
Hakim-Dowek et Lépingle. On caractérise de cette fagon les martingales
des espaces homogeénes et les browniens des espaces symétriques de type
non-compact, et on retrouve les décompositions d’Iwasawa et de Cartan
du brownien obtenues par M. P. et P. Malliavin.

ABsTrRACT. — Lie groups and homogeneous space-valued semi-martin-
gales are considered as developments for some canonical connection, of
semi-martingales with values in the Lie algebra or a subspace of the Lie
algebra. Homogeneous space-valued martingales are characterized in that
way, and the Iwasawa and Cartan decompositions of brownian motion
obtained by M. P. and P. Malliavin are deduced.

INTRODUCTION

La premiére partie concerne I’étude des semi-martingales dans les grou-
pes de Lie a I'aide de I’exponentielle stochastique et & partir d’un article

Classification A.M.S. : 60G XX, 53C30, 53C35, 53CXX, 22EXX.

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques - 0246-0203
Vol. 29/93/02/269/20/$ 4,00/© Gauthier-Villars



270 M. ARNAUDON

de Hakim-Dowek et Lépingle [HD, L]. Si on munit le groupe de sa
connexion invariante a gauche et sans courbure, ’exponentielle stochasti-
que devient le développement des semi-martingales, et ce développement
a méme durée de vie que la semi-martingale de ’algébre de Lie [HD, L].

Dans la deuxiéme partie, nous nous plagons sur un groupe semi-simple
et nous montrons que I’exponentielle stochastique d’un brownien de I’alge-
bre de Lie est un brownien du groupe en utilisant le calcul du générateur
de I’exponentielle stochastique d’une diffusion effectué¢ dans [HD, L].

La troisiéme partie est consacrée aux espaces homogenes réductifs, munis
d’une connexion canonique définie par Nomizu [N]. L’espace tangent a
I'origine de I’espace homogéne est identifié & un sous-espace vectoriel de
’algébre de Lie du groupe, et ’exponentielle stochastique restreinte a ce
sous-espace vectoriel et composée avec la projection canonique devient le
développement des semi-martingales de I’espace homogéne. Le principal
ingrédient pour le montrer est la décomposition en produit de deux
semi-martingales de 1’exponentielle stochastique d’une somme de semi-
martingales [HD, L]. Cela nous permet de caractériser les martingales.
Dans les espaces symétriques de type non-compact, nous avons de plus
une métrique canonique et nous caractérisons les mouvements browniens.

Enfin dans la quatriéme partie, nous appliquons les résultats des parties
précédentes pour retrouver les décompositions d’Iwasawa et de Cartan du
brownien dans les espaces symétriques de type non-compact obtenues par
M. P. et P. Malliavin [M, M] et étudiées par J. C. Taylor ([T1], [T2]),
avec en corollaire I’écriture des laplaciens et des résultats de convergence
des différentes composantes du brownien. La démarche de cette partie
consiste a retrouver les résultats des articles de Taylor avec I’exponentielle
stochastique, et a les reformuler en termes de martingales.

Je tiens a remercier J. C. Taylor pour avoir lu et commenté une premicre
version de cet article.

1. EXPONENTIELLE STOCHASTIQUE
ET CONNEXION GAUCHE

Aprés quelques rappels de géométrie, nous donnons la définition de
I’exponentielle stochastique des groupes de Lie, nous énongons les proprié-
tés utiles dont quelques unes figurent dans [HD, L], puis nous introduisons
la connexion gauche sur les groupes de Lie et nous regardons ’exponen-
tielle stochastique comme le développement pour cette connexion.

Les semi-martingales a valeurs dans des variétés ou des espaces vectoriels
seront toutes supposées continues.

Soient V et W deux variétés C* munies de connexions V¥ et VV, soit
feC=® (V). On note Hess" f=VV df. L’application Hess" f est symétrique
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SEMI-MARTINGALES DANS LES ESPACES HOMOGENES 271

quelle que soit f'si et seulement si VV est sans torsion. Si ¢:V — W est un
morphisme de variétés, on dit que ¢ est affine lorsque VfeC® (W),
HessY (f° @)= o* (Hess% f).

Si x est un point de V et X est un vecteur de T,V, ¢, X désigne le
vecteur T, ¢ (X).

Soit X un champ de vecteurs sur V. Si ¢ est un difféomorphisme, on
note @, X le champ de vecteurs sur W défini par (¢, X)g =T, ¢ X,,.
Alors ¢ est affine si et seulement si quels que soient X, Y champs de
vecteurs sur V, V¥, ¢, Y=o, (VXY); ((E], [H]).

Une semi-martingale S a valeurs dans V est une martingale si

VfeC®(V), f(S)—f(Sy)— 1/2J Hess" f(dS, dS)

0

est une martingale locale réelle [E].

1.1. Définition de ’exponentielle stochastique des groupes de Lie

Soit G un groupe de Lie d’algebre de Lie g, d’élément neutre e. L’algébre
de Lie g sera identifiee a l’espace tangent T,G. On notera, pour g
appartenant a G, L, (resp. R) I'application de G dans G qui 4 g’ associe
gg' (resp. g'g), Int(g)=L,°R -1, Ad(g)=T,Int(g):g— g, et pour Xeg
ad (X)=(T,Ad) (X).

Soit M une semi-martingale sur g telle que M,=0, M= Y M'H; avec
’ i=1
(H); <i<, base de g.
L’exponentielle stochastique de M, notée € (M) est la solution de I’équa-
tion différentielle stochastique de Stratonovitch
0X=(Ly), M avec X,=e

la premiére égalité étant équivalente a : quelle que soit 0 forme différentielle
sur G,

J<e, 5X>=J<(LX)*9, 5M>=J(9, H, )M’ [HD, L]
0 0

0
(la dernicre expression est une intégrale de Stratonovitch).

1.2. Quelques propriétés de ’exponentielle stochastique
Soient M et N deux semi-martingales de I’algébre de Lie g.
1. L’exponentielle stochastique & (M) est définie sur [0, ool.
2. Si le groupe G est abélien et si M,=0, alors € (M)=exp M.

Vol. 29, n® 2-1993.



272 M. ARNAUDON

3. Nous avons I’égalité
eM+N)=¢ (JAd (e(N)) 8M> e(N)
ou Ad (e(N)) est une semi-martingale a valeurs dans I’ensemble des endo-

morphismes de g et jAd (s (N)) 8M est une intégrale de Stratonovitch.

4. Si T est un temps d’arrét, e(M)=e¢(MT) e(M—MT").
5. Si ge@G, Int(g) (e M))=¢c(Ad (g) M)).
6. Si H est un élément de g, alors

Ad(e(M))(H)=H+ f Ad (e (M) ((H,, H]) $M'.

0
7. Si X et Y sont des semi-martingales a valeurs dans G, alors

f Ad(X)d < f Ad(Y) 8M> = JAd (XY) M.

8. Revenons a la propriété (3), et écrivons M=M,,+M,;, N=N, +N,,
avec M,, et N,, martingales locale et M,, N, processus a variation finie.
Ecrivons M=M'H;, N=N'H;, M'=M;,+M; et N'=N; +N;. Alors la

partie martingale de fAd (e(N)) M est

f Ad(e(N))aM,,
et la partie 4 variation finie est
JAd (e(N))aM, +1/2 JAd (e N) (H;, HDd{N', M7).

Démonstration. — 1. Ce résultat se trouve dans [HD, L], théoréme 1.

2. Si on pose X=expM, on trouve dX=Tyexp(0M) et comme le
groupe est abélien, on a Tyexp=T,Ly si on identifie g et Ty g. Donc
expM et €(M) vérifient la méme équation différentielle stochastique et
sont issues du méme point, et par conséquent sont égales.

3. Ce résultat se trouve dans [HD, L] proposition 5.

4. 11 suffit d’appliquer la propriété précédente a MT et M—MT en

remarquant que jAd EM-MD)sMT=M".

5. Soient Y =1Int(g) (¢ (M)) et X=¢(M). Alors 8Y =(Int (g)), (Lx), SM.
Or Int(g)°Lx=Ly,,x°Int(g), donc 8Y=(Ly,ux)s Ad@M

=(Ly), Ad(g)dM ce qui prouve que Y=¢ ( f Ad(g) 8M> =g (Ad (g) (M)).
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SEMI-MARTINGALES DANS LES ESPACES HOMOGENES 273
6. Soit h(g)=Ad (g) (H). Alors T, (k- L,) (K)=Ad (g) (K, HJ). Donc
h(s(M))=H+ J Ad (e (M)) ((3M, H))=H+ j Ad (e (M) ((H,, H]) SM..

7. Les intégrales de Stratonovitch a valeurs vectorielles se composent
de la méme fagon que les intégrales classiques.

8. J Ad(e(N))sM = JAd (e(N)) H; 8M'

- fAd (e (N) dM -+ 1/2.¢ Ad (6 (N)) (), M

et
3 Ad (e (N)) (H) = Ad (e (N)) ((H}, H]) 8N

d’aprés la propriété 6, donc
1/2{ Ad(e(N)) (H), M*)=1/2 fAd () (H;, H]) d( N, M*)
et

jAd (e (N))dM=jAd (e(N)aM,,+ J(Ad e(N))dM,

mart loc. var. finie

ce qui achéve la démonstration.

1.3. La connexion gauche sur un groupe de Lie

La connexion gauche V* sur G est caractérisée par Vx Y=0 si Y est
invariant a gauche. Pour cette connexion, les sous-groupes 4 un parametre
sont des géodésiques, les applications L, R,, Int(g) sont affines.

La proposition suivante établit un lien avec I’'exponentielle stochastique.

PRrOPOSITION 1.1. — Nous avons les propriétés suivantes:

1. Soient y:R — G un chemin de classe C* tel que y(0)=e et V un
élément de g. Alors U(f)=V,, est le transport paralléle de V, au-dessus
de vy pour la connexion V*.

2. Soient M une semi-martingale & valeurs dans g, X=¢ (M) l'exponen-
tielle stochastique de M, et V un élément de g. Alors le processus U défini
par U,(0)=Vy, , est le transport paralléle stochastique de V., au-dessus
de X pour la connexion V*.

3. Soit M une semi-martingale & valeurs dans g (=T,G). Alors la semi-
martingale X=ge(M) est le développement de M dans G pour la
connexion V*.

Vol. 29, n° 2-1993.



274 ) M. ARNAUDON

Ce résultat figure dans [HD, L] avec une démonstration différente,
puisqu’elle est faite dans une carte locale.

Démonstration. — 1. Vi, U=V}, V=0, donc U est bien un transport
parallele.

2. Le résultat précédent et le principe de transfert de Stratonovitch
([E], 7.24) permettent de conclure (nous faisons une interpolation de M
par des chemins C* par morceaux, nous trouvons avec le résultat précédent
le transport paralléle stochastique au-dessus de I’exponentielle stochastique
de cette interpolation, et par passage a la limite, nous obtenons le résultat).

3. Il suffit de vérifier que le relévement M’ de X est égal a M.

La base Hy,=(H;x,); <i<. €st le transport paralléle stochastique de H,

au-dessus de X, donc M'= j( H, Hx!, 8X ). Or H . Hy'=(Lg"),, d’ou
M'=(Lx 1), (Lx), SM=38M; par conséquent M'=M.

2. GROUPES SEMI-SIMPLES, METRIQUE INVARIANTE
ET MOUVEMENT BROWNIEN

2.1. Définition d’une métrique sur un groupe semi-simple

Un groupe de Lie est semi-simple si la forme de Killing
B:gXxg3(X, Y)— Tr(ad (X)°ad (Y)) est non dégénérée.

Rappelons que B est symétrique, invariante par Ad(G) et vérifie
BX, [Y, Z)=B(Y, [Z, X]) [H]. Si G est semi-simple, il existe une décom-
position de Cartan g=f @ p, avec f algébre de Lie, B définie posmve sur p
et définie négative sur f, f et p orthogonaux pour B.

De plus, I'application 6 de @ p dans t® p qui & T+S associe T—S
est une involution orthogonale, et [f, p] = p, [p, p] = L.

On définit alors By (X, Y)= —B(X, 0(Y)).

La forme B, est définie positive sur g, et p sont orthogonaux pour B,.
En outre, By permet de définir une métrique invariante a gauche sur G en
posant { T,L, X, T,L,Y )=B¢(X, Y)si X, YeT,G.

2.2. Mouvements browniens dans les groupes semi-simples
La métrique invariante a gauche définie a partir de la forme de Killing
ne donne pas en général les mémes martingales que V*, car la connexion
symétrisée de VX n’est pas la connexion associée a cette métrique. Néan-

moins, nous avons le résultat suivant sur les browniens.

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



SEMI-MARTINGALES DANS LES ESPACES HOMOGENES 275

ProPOSITION 2.1. — Soit M une semi-martingale a valeurs dans g nulle
en 0. Alors M est un mouvement brownien sur g si et seulement si € (M) est
un mouvement brownien sur G issu de e.

Démonstration. — Soient (H;);<;<, une base orthonormale de g et
M=M'H; un mouvement brownien sur g nul en 0. Alors &(M) est une
diffusion de générateur 1/2) H?, [HD, L]. Or le laplacien sur G est égal
a ) H?([T1]). Donc & (M) est un brownien.

Réciproquement, si € (M) est un brownien, alors £ (M) a pour générateur
1/2) H} et les M sont des browniens indépendants [HD, L].

3. ESPACES HOMOGENES REDUCTIFS, CONNEXION
CANONIQUE, DEVELOPPEMENT DES SEMI-MARTINGALES

Aprés avoir muni un espace homogéne réductif d’une connexion définie
par Nomizu [N], nous étudierons le développement des semi-martingales
et la caractérisation des martingales. Nous nous plagerons ensuite dans
un espace symétrique de type non-compact muni d’'une métrique compa-
tible avec la connexion précédente, pour étudier le mouvement brownien.

3.1. Connexion canonique

Soient G un groupe de Lie et K un sous-groupe de Lie. L’espace
homogéne G/K est muni de sa structure canonique de variété C®. Nous
noterons L, (g€ G) I'application de G/K dans G/K qui a g'K associe gg’' K
et m la projection canonique de G dans G/K. Alors L,en=mn-°L,.

Soient g 'algebre de Lie de G et f I’algébre de Lie de K. On dit que
G/K est réductif s’il existe un sous-espace vectoriel p de g tel que g=f@D p
et Ad(K)(p) = (p).

11 existe alors une connexion affine canonique invariante (telle que les
applications L, soient affines [N]). Cette connexion est caractérisée par la
propriété suivante : si U est un voisinage de 0 dans p tel que I’application ¢
de U dans ¢ (U) = G/K qui a u associe (m°exp)(u) soit un difféomor-
phisme, et si X, Yep, alors Vg, . (9, Y)=0, [N].

Soit Y’ un champ de vecteurs é“’ sur G/K, et soit Y un champ de
vecteurs sur G. On dira que Y est horizontal lorsque Y, est dans T,L,p
pour tout g, et que Y et Y’ sont n-liés lorsque Y} ,,=T,n (Y,) pour tout g.
Si les deux propriétés sont réalisées, on dira que Y est le relévement
horizontal de Y'.

La proposition suivante et son corollaire permettent d’exprimer la déri-
vation covariante sur 1’espace homogéne en fonction de la connexion
gauche du groupe.

Vol. 29, n° 2-1993.



276 M. ARNAUDON

ProposiTION 3.1. — Soit Y' (resp. X') un champ de vecteurs C*® sur
G/K et Y (resp. X) son relévement horizontal. Alors Y est de classe C*® et
les champs de vecteurs V. Y' et Vi Y sont n-liés (V™ est la connexion gauche
sur G).

CoROLLAIRE 3.2. — Soient A" et B' deux vecteurs de T, ,,G/K et A, B
les vecteurs de T,L,p qui vérifient T,n(A)=A’, T,n(B)=B". Alors

VfeC®(G/K), Hess f(n(g))(A’, B")
=Hess" (f°m)(g) (A, B) (Hess f désigne V df).

Démonstration du corollaire. — On choisit deux champs de vecteurs X’
et Y’ sur G/K qui coincident avec A’ et B’ au point n (p), et on note X et
Y leurs relévements horizontaux. Alors X, =A, Y,=Betona

Hess f(r(2)) (A", B')=Hess (1 (g)) Xz g Yz ()
=X:l(g) (Y’f)_vx;,(g, Y'f
=X, Y(fem)-T,n (V‘,‘(g Y) f d’aprés la proposition
=X, Y—-V%,Y)(fen)=Hess"(fm) () X,, Y,)
=Hess" (f°n)(g) (A, B).

Démonstration de la proposition. — Montrons que Y est de classe C*.

Remarquons que Y est le relévement horizontal de Y’ si et seulement
si L,, Y est le relévement horizontal de L,, Y'. Il suffit donc de montrer
que Y est C* au voisinage de e. Nous pouvons remarquer aussi qu’il
suffit de construire un champ de vecteurs Y” de classe C* sur G tel que
Y" et Y' soient n-liés, car Y s’obtiendra a partir de Y’ avec la formule
Y% =(Lyy-p((Ly~1),.(Y})) ou p est la projection de g sur p parallélement
at

Soient U et V des voisinages de 0 dans p et f tels que I’application
u+v>expu exp v réalise un diffeomorphisme de U@ V dans expUexpV
et tels que @ : U - ¢(U), ur— meexpu soit un diffeomorphisme. Si
g=expuexpveexpUexpV, alors Y, =T (R, ,°exp°¢ )Y, , convient,
car

Tn(T(Rexpvoexpo(p_l)Y(,p(u))=T(noRexpvoexpo(p_l)Y(,p(u)=Yt,p(u)

’

en vertu de I'égalité n=mn°R,,,, et le dernier terme est bien égal a Y, .
L’expression de Y ainsi obtenue est C* sur expUexp V.

Montrons que Vy Y’ et VY sont m-liés, c'est-a-dire Dégalité
Vi, Y =, (VE, Y).

Elle est vraie pour g=e et X', Y définis sur o@(U) par
Xow=Tx Xexpwr You=Ts (Yerp), avec X et Y éléments de p, car le
long de t—exp ¢ X, pour ¢ petit, Y coincide avec Y, donc Vyx Y =0 et
Vi, Y =0.
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SEMI-MARTINGALES DANS LES ESPACES HOMOGENES 277

Elle est vraie pour g=e et X', Y’ quelconques: on écrit Y'=Y /Y]
avec les Y; comme dans le cas précédent; alors Y=Y (f*°m) Y, et

Voo Y =Ko ) Yi=Tn X, (fFom) Y) =T, m(V%,Y)

car Vx, Y;=0.

Ele est vraie pour g quelconque: on se raméne 4 g=e en utilisant la
premi€re remarque et le fait que les applications L, de G sont affines pour
V* et les applications L, de G/K sont affines pour V

3.2. Geéodésiques, transport paralléle,
développement des semi-martingales

La proposition du paragraphe précédent nous conduit aux résultats
suivants sur le transport paralléle et le développement.

ProposiTiION 3.3. — 1. Les géodésiques de G/K pour la connexion
canonique sont les chemins vy tels que y(t)=mn(gexp t X) avec ge G, Xep.

2. Si y est un chemin C® de G/K et si \y est un chemin de G dont la
dérivée \Il appartient a .p=(L,), (p) et tel que n>y=v, si de plus U est
un transport paralléle au-dessus de \y et Ue\.p, alors t— (T, ,n) U (?) est
un transport paralléle au-dessus de vy.

3. Si X=¢(M), avec M semi-martingale nulle en 0 et @ valeurs dans p,
et si U=Vy ou V est un élément de p, alors (Ty n) U, est un transport
paralléle stochastique au-dessus de 1t (X).

4. Si nous identifions T, G/K a p a l'aide de T, n|,, alors m°¢ est le
développement dans G/K des semi-martingales de p.

Démonstration. — 1. est une conséquence de 2.
2. Nous avons a établir l’egahte V.o TrU=0. Or puisque U est un

relévement horizontal de TnU et \l/ un relévement horizontal de vy, nous
avons V,, TnU= Tn(V\l, ® U) d’aprés la proposition 3.1, et le dernier
terme est nul car U est un transport paralléle. Ceci achéve la démons-
tration.

3. est une conséquence du résultat précédent et du principe de transfert

de Stratonovitch.
p

4. Soient (H)), c;<, une base de p, M=) M'H; une semi-martingale
i=1
de p telle que M;=0 et soit X=me(M). Il suffit de montrer que M est
le relévement de X dans p. Notons (V;(#));<;<, le transport paralléle
stochastique de (H)), <;<, au-dessus de X, et (), <;<, sa base duale.

Vol. 29, n°® 2-1993.



278 M. ARNAUDON

Montrons que M= J( 6, 8X ). Posons Y=¢(M). Alors V,()=Ty nH,y,
d’aprés (3) et

J(Bi,8X>=J<Tn*O", 5Y>=j<Tn*ei, H,) M/

=f< Gi,TnHj>8Mj=f8§8Mj=Mﬁ.

3.3. Décomposition des semi-martingales de G
et caractérisation des martingales de G/K

Soit X=¢(M) une semi-martingale a valeurs dans G, issue de e. On
écrit M=M,+M,, ot M, est 4 valeurs dans f et M, est a valeurs dans p.

ProposITION 3.4. — La semi-martingale JAd (e(M,)) M, est le reléve-

ment de ne(M) dans p, et c’est une martingale locale si et seulement si
ne (M) est une martingale de G/K.

Démonstration. — Pour montrer que |Ad(e(My))3M, est a valeurs
dans p, on écrit M, =M; H; et JAd (e(Mp) M, = JAd (e(Mp)H,;3M.. La

semi-martingale €(M,) est a valeurs dans K (car I’exponentielle stochas-
tique de G restreinte aux semi-martingales de ¥ coincide avec I’exponen-
tielle stochastique de K), donc Ad(e(M,)H; est une semi-martingale a
valeurs dans p quel que soit i.

Ensuite, la décomposition (1.2.3) entraine

e (M)=meg < f Ad (e (M) SMD>; or f Ad (e(My) dM, ep,

donc JAd(S(Mf))SMlu est le relévement de me(M), d’aprés la

proposition (3.3).

Si nous considérons le fait que le relévement transforme les martingales
d’une variété en martingales locales de I’espace tangent, et le dévelop-
pement transforme les martingales locales de I’espace tangent en martinga-
les de la variété ([E], 8.26), nous obtenons la derniére assertion de la
proposition.

Relévement dans G des martingales de G/K. — Si X=mne(M,) est une
martingale de G/K, alors £ (M,) est le relévement canonique de X dans G.
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C’est aussi une martingale pour V*. Un relévement quelconque dans G
s’écrit

e(My+M,  avec JAd (e(My) M, =

ou M;=JAd (e (M,)_l)BMP, et on pourrait montrer que £ (M, +M,) est

une martingale si M, et M, sont orthogonaux.

3.4. Espaces symétriques de type non-compact,
métrique canonique et mouvement brownien

Soient G un groupe de Lie connexe, o un automorphisme involutif
de G et K, le sous-groupe de G des points fixes de 6. On dit qu’un espace
homogéne G/K est symétrique lorsque K? = K = K, (K? est la compo-
sante connexe de K, contenant e). Si G/K est symétrique, la décomposition
g=1 @ p vérifie en plus des propriétés de (3.1) la propriété [p, p]<f. La
connexion canonique est sans torsion et est la connexion de Levi-Civita
associée a toute métrique invariante sur G/K [N].

On dit que G/K est symétrique de type non-compact lorsque de plus G
est semi-simple non compact, et la décomposition g= @ p est de Cartan.
La restriction de By & p est une forme bilinéaire symétrique définie positive
invariante par Ad(K), et si on identifie p a T, G/K, elle permet de
definir une métrique sur G/K telle que les applications L,, (g€ G) soient
des isométries: pour X, Y appartenant a T, G/K g appartenant a G,
(TL,X, TL,Y )=By(X, Y). La connexion associée & cette metrlque est
donc la connexion canonique sur I’espace symétrique [N].

Prorosition 3.5. — Soit M=M;+M, une semi-martingale nulle en 0,
a valeurs dans g. Alors nous avons les propriétés suivantes
1. Le processus me (M) est un brownien si et seulement si

J Ad (e(My)) M, est un brownien.

2. Si M, et My sont orthogonales et si M, est une martingale locale
(resp. un brownien), alors ne (M) est une martingale (resp. un brownien).

Démonstration. — 1. Découle de la proposition (3.4) et du fait que le
relévement transforme les browniens d’une variété en browniens de ’espace
tangent, et le développement transforme les browniens de ’espace tangent
en browniens de la variété ([E], 8.26).
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2. Résulte de (1.2.8): JAd (e(Mp)dM, = JAd (eMp)aM, si M, et
M, sont orthogonales, et comme Ad (e (M,) est une transformation ortho-
gonale de p, fAd (e(My)dM, est un mouvement brownien si et seulement

si M, est un mouvement brownien.

4. MOUVEMENT BROWNIEN DANS LES ESPACES
SYMETRIQUES DE TYPE NON-COMPACT:
DECOMPOSITION D’IWASAWA ET DE CARTAN

En application de tout ce qui a été fait jusqu'a maintenant, nous
retrouvons les décompositions de Cartan et Iwasawa du brownien dans
un espace symétrique de type non-compact, effectuées par M. P. et
P. Malliavin. Les résultats de géométrie que nous utiliserons sont briéve-
ment énoncés ici, mais on pourra trouver des détails dans les articles de
Taylor, et en particulier la référence a Sl(n, R)/SO(n) qui aide a la
compréhension.

4.1. Décomposition d’Iwasawa : rappels

Nous utiliserons les notations du paragraphe précédent : G est un groupe
de Lie semi-simple connexe non compact, d’algebre de Lie g=I®p
(décomposition de Cartan).

Soient a un sous-espace abélien maximal de p, et q le supplémentaire
orthogonal de a dans p pour B, L’algébre de Lie g s’écrit alors
comme somme directe orthogonale pour B, d’espaces propres
ga={Xeg, VHea, ad H)(X)=a(H)X} avec a:a—R racine de g.
Notons a’=a\_U Kera et a* une composante connexe de a’ (chambre

a#0
de Weyl).

Si o est une racine, on écrit >0 si VHea™, a(H)>0. On pose
n1=®,>04, Cest 'algébre de Lie du sous-groupe analytique fermé N.

L’algébre de Lie a est associée au sous-groupe analytique fermé A, et
nous avons un difféomorphisme C* de Nx AxK dans G qui a (n, a, k)
associe nak.

Si o est une racine, 'involution 0 induit une isométrie de g, dans g_,.

Soit (N;); <;<, une base orthonormale de n telle que Vi, Jay, N;€g,;.
Posons

P,=Q;=1/ /2(N;=6 (N).
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Alors (Q)); <;<, €st une base orthonormale de q.

Soit m=g,NE Clest une sous-algébre de Lie deg. Soit [ le
supplémentaire orthogonal de m dans . Posons L;=1/_/2 (N;+ 0(N))).
Alors (L;); <;<, st une base orthonormale de I et I’application linéaire t
de q dans [ qui a Q; associe L; est une isométrie. On a de plus I’égalité
N;=1/ \/? (L;+Q)). Notons que les Y; de Taylor [T2] sont différents des
N;, ce qui conduit a des formules différentes.

PROPOSITION 4.1. — Nous avons les propriétés suivantes:

1. VHea, ad(H)(L)=o,(H)Q; et adH(Q)=o;(H)L,; et par consé-
quent: e ® (L)=cho,(H)L;+sho,(H) Q..

2. Si on note H,, I'élément de a tel que VH € a, o;(H) =B, (H,,, H), alors
[L, Q1=H,. q

3. L’élément H,=1/2 Y’ H,, appartient a a*.

i=1
Démonstration :

1 _ 1 1
1. [H,L]= ﬁ[H’ N;+0(Ny]

—o; (H)N,—
\/2 l( ) i \/z
car N;eg,, et 6(N)eg_,,. La démonstration est identique pour [H, Q.
On en déduit (ad (H))?>"(L)=o;(H)2"L; et (ad H)?"*! (L) =0, (H)?>"*1Q,,
d’ou la formule donnant e* ® (L)).

2. Soit Hea; on sait que [L;, Q;]€p; d’aprés I'identité de Jacobi,
[H, [L;, Qll=[L; [H, QIl—-[Q; [H, L]=[L;, o;(H) L] —[Q;, o;; (H) Q] =0,
par conséquent [L;, Q]Jea et

By (H, [L;, Q)=B(H, [L, Q])=B(L; [Q;, H)=—-B(L;, o;(H) L))
=0; (H) By (L;, L) =0, (H)=By (H, H,)

donc [L;, Q]=H,,.

3. Cf. [T2].

o (H)O(N) =0, (H)Q;

4.2. Les coordonnées du mouvement brownien
dans la décomposition d’Iwasawa

Le difféeomorphisme de Nx A xK dans G nous permet de définir un
difféomorphisme m|y, de NA dans G/K. L’ensemble NA est un sous-
groupe de Lie de G, d’algebre de Lie n @ a. Le but de cette partie est de
trouver une semi-martingale a valeurs dans NA dont le projeté par © soit
un brownien de G/K issu de = (e).

ProrosiTioN 4.2. — Soit X une semi-martingale & valeurs dans G/K
telle que X,=m(e). Alors X est un mouvement brownien si et seulement si
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il existe deux processus H et n a valeurs dans a et n respectivement, tels
que

1. X=mn(e(n)exp H),

2. H,=H,,()—H, t ou H,, est un brownien de a et H, est I'élément de
a* défini dans la proposition (4.1),

t
3. n= \/EJ Ad (exp Hy) dv, ou v est un brownien de n nul en 0, indépen-
0

dant de H,,.

De plus, si H et n vérifient les deux derniéres propriétés, alors €(n) est
une martingale convergente de N.

Ce résultat est di @ M. P. et P. Malliavin [M, M]. Il est identique a
celui de Taylor ([T1], théorémes 6.3 et 7.1), mais la formulation est
différente et nous écrivons le laplacien aprés avoir déterminé le mouvement
brownien. Dans la démonstration qui va suivre, nous utiliserons essentielle-
ment la proposition [3.5(1) et (2)] qui donne les semi-martingales de G
dont la projection dans G/K est un brownien, et le calcul de I’exponentielle
stochastique d’une somme de semi-martingales (1.2.3).

Démonstration. — Soit X une semi-martingale de G/K issu de n(e). La
décomposition d’Iwasawa et le relévement des semi-martingales de N et
A nous permettent d’écrire X=m(c(n)exp H) avec n semi-martingale a
valeurs dans n nulle en 0 et H semi-martingale a valeurs dans a nulle en 0.

Ensuite, e(n)exp H=¢(n'+H) avec n’en et n= JAd (e(H)) én" d’apres la

propriété (1.2.3). A la semi-martingale »' nous associons la semi-
martingale ¢ de q telle que n'=¢g+1(q), t(g)=I/ étant un élément de
[(I =¥). Le processus n'+H se décompose dans £ @ p en la somme /+p si

on pose p=g+ H. Donc s(n’+H)=s@+l)=e<fAd(s(l))8p>a(1) tou-

jours d’aprés (1.2.3), et p'= JAd (e (1)) dp est le relévement dans p de X.

Donc X est un brownien si et seulement si p’ est un brownien.
D’aprés la propriété (1.2.8), la partie martingale de p’ est

Pm= JAd () dp,,
et sa partie a variation finie est ‘
’ 1 i j
= JAd ) (dpd+ E[Li: Plall, p’ >>

si on note /=I' L,=¢'L; et p=p,+p,=p'P;, les P; désignant les
éléments Q; pour j<g, et les éléments d’une base orthonormale de a pour
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J>q. Par conséquent, X est un brownien si et seulement si p;, est un
brownien et p;=0. Or Ad(g(/)) est a valeurs dans I’ensemble des trans-
formations orthogonales de p donc p;, est un brownien, si et seulement si
Pm €St un brownien ou encore si et seulement si g, et H, sont des
browniens indépendants.

Supposons que X soit un brownien. Alors d{/’, p Y=d{p', p’ Y=8"dt
donc [L;, P]Jd{F, p'y=[L,, P]dt=2H, dt d’aprés la proposition (4.1.2).
Puisque p;=0, on a p,= —H, t et donc ¢;=0 et H;= —H, ¢. En résumé,
4=¢,, est un brownien de q et H,=H,,(f)—H, ¢ avec H,, brownien de a
indépendant de g,,. Il reste a calculer 7 :

n’=q+t(q)=qi(Qi+L,.)=\/§(qiNi)=\/§v et v=¢'N;

est un brownien de n. D’ou n= \/Q fAd (expH) av.

Pour la réciproque, il suffit de remonter les derniers calculs.
Il reste 2 montrer la convergence de n. On a

J Ad(expH) dv= je*‘d M (N, dq' = fe"i N, dq'.

Ce processus est une martingale de variation quadratique totale
® H H,
J €2 o; (Hy) dt. OI' d’i (Ht) — tozi <( m)t _ ( m)t

t

0
vers —H, et o;(—H,)<0 d’aprés la proposition (4.1.3), la derniére
intégrale converge. Le processus n est donc une martingale convergente,
et en utilisant [HD, L], proposition 8, on en déduit que &(#) est une
martingale convergente. Ceci achéve la démonstration de la proposition.

H+> et comme —H, converge

CoRrOLLAIRE 4.3. — Soit (H)), <;<, une base orthonormale de a. Alors si
on identifie G/K au groupe NA, le laplacien s’écrit

q r
2Y N2+ Y H?-2H,.
i=1 i=1

Démonstration. — 11 suffit de faire le calcul en e. Le mouvement
brownien s’écrit €(n’+H)=Y avec les notations de la preuve du théoréme.
De plus, n,+H,= \/72v,+Hm,—H+ t. Le processus Y est donc une diffu-

q r

sion de générateur L= ) N?+1/2 ) H?—H, ([HD, L], proposition 4).

i=1 i=1
Par conséquent, V fe C* (NA), J 12A5a f(Y) dt= fL f(Y)dt. En dérivant
en 0, nous obtenons 1/2 Ay, f(e)=(L 1) (e), d’ou Ay, (e)=2L(e).
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4.3. Les coordonnées du mouvement brownien
dans la décomposition de Cartan

Soit M le centralisateur de A dans K. C’est un sous-groupe de Lie de
K qui admet m pour algébre de Lie. Définissons A" =expa™. Alors
Papplication ¢ de K/MxA* dans G/K qui a (k, a) associe =(ka)
(k désigne la classe de k dans K/M) est réguliére et injective, et son image
est dense dans G/K.

Nous allons munir K/M d’une connexion. L’algébre de Lie f est somme
directe de | et m, et nous allons montrer que Ad(M)(l) = (I). Nous
pourrons ensuite définir une connexion sur K/M de la méme fagon que
dans la partie 3.

LEMME 4.4 :
AdM) () < (0).
Démonstration. — Soient meM, Hea. Pour tout i,

[H, Ad (m) (N)]=Ad (m) ([Ad (m™ ") (H), NJ)
=Ad (m) ((H, N;])=a; (H) Ad (m) (N))

donc Ad (m) (N,) € g,,- De plus, Ad (m) commute avec 0 car Ad (m) conserve
les espaces propres de 0. Il résulte que

Ad (m) (Ly)= —\}-—2 (Ad (m) (N) + 6 (Ad (m) (N))

est un élément de [. Le lemme est montré.

Décomposition du mouvement brownien de G/K dans K/M x A*. — Soit
Hyea™; n(exp Hy) est un élément de ¢ (K/M x A™); la décompositon dans
K/M x A* d’un mouvement brownien de G/K issu de n(exp H,) consiste
a trouver un processus / & valeurs dans [, nul en 0 et un processus H a
valeurs dans a* tels que H soit issu de Hy et n(e(/)exp H) soit un
brownien de G/K (la composante de K/M recherchée sera n’e (/) ou «'
désigne la projection canonique de K dans K/M).

Soit g, =exp H,.

PROPOSITION 4.5. — Soit X une semi-martingale a valeurs dans G/K
telle que X, =m(g,). Alors X est un mouvement brownien si et seulement si
il existe deux processus H et | a valeurs dans a et | respectivement tels que

1. X=n(e()exp H),

2. H est solution issue de H, de I'équation différentielle stochastique

dH=dH,,+1/2 Y m,H,cotha(H)dt (E)

«>0

ou m, est la dimension de g, et H,, est un brownien de a nul en 0,
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: 1 ) .
3. I= - dqg' Li ou g= i ; st b ien lndé on-
i; <f sho; (H) q) 9 i§1q Q; est un brown p

dant de H,,. De plus I, €(I) et n' €(l) sont des martingales convergentes si
(2) et (3) sont réalisées.

Cette décomposition est due a M.P. et P.Malliavin [M, M].
J. C. Taylor la retrouve dans [T2] ainsi que la convergence de la compo-
sante dans K/M. Sa démarche est inverse de la démonstration qui va
suivre puisqu’il écrit d’abord le laplacien dans K/M x A™* et détermine
ensuite une diffusion dont le générateur est ce laplacien.

Remarque. — La derniére assertion de la proposition découle du résultat
suivant montré par Orihara [O].

LeMME 4.6. — L’équation (E) admet une solution sur [0, + o[ a valeurs
dans a™*. De plus,

P( lim H_ 172 Y, maHa>= 1.
t>o I a>0

Démonstration de la proposition. — Soit X une semi-martingale de G/K
issue de m(g,). On suppose que X est a valeurs dans @ (K/M x A™). Alors
lapplication ¢ et le relévement des semi-martingales nous permettent
d’écrire X=n(e(/)expH) ou / et H sont des semi-martingales de [ et a
respectivement, avec H issue de H,, et / nulle en 0. Nous allons exprimer
X comme le développement d’une semi-martingale de p que nous allons
calculer a partir de / et H.

Posons H'=H—H,, et cherchons le relévement de (/) exp H dans
T,,G:
e()expH

=g(/)expHoexpH' =g, Int(g; ') (e (/) expH’

=g, ( Ad(gs ") dl) g(H') d’aprés (1.2.5),

=g08( ”Ad(s(H')'1)8<fAd@g 1)d1>+H'> d’aprés (1.2.3)

"
=go€ ( Ad((expH") 1 gs 1) oI+ H> =g0¢€ <JAd (exp (—H)) d/+ H)
Décomposons J Ad(exp(—H))8/+H' danst @ p :

JAd(exP(—H))81+H'=l’+p=l'+q+H”
avec l'el, pep, geq, H' ea.
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Le relévement de X dans p est p'= J Ad(e(l")) dp. Par conséquent, X

est un brownien si et seulement si p’ est un brownien.

On désigne par (H,) une base orthonormale de a et on note H=A'H,,
I'=I"L;,, p=p'P, I=1I'L;, g=¢'Q; (P;=Q; pour i<gqg et P;=H; , pour
i>q).

Avec la décomposition p=p,,+ p, et le résultat (1.2.8), la partie martin-

gale de p’ s’écrit JAd (e())dp,, et sa partie a variation finie s’écrit

~fAd (e(!") (dp,+1/2[L;, Pd 1", p')). Et comme Ad (g (I")) est une trans-

formation orthogonale de p, p’ est un brownien si et seulement si
(1) p,, est un brownien et

@ fdpﬁ 1/2[L;, P]d{I", p')=0.

Exprimons maintenant /' et p en fonction de H et /:
JAd (exp(—H)) d/= fead Mg
= Je“d CH(L)dIP—-1)2 IAd (exp(—H))((H,, L) d (A, ') d’aprés (1.2.6)

= f(ch o, (H)L,—sho,(H)Q) dl'—1/2 fe‘“d E(H, LDd{H, V).
La partie martingale de cette expression est
Jch o (H) L, dli, — jsh o; (H)Q, dlL.

La premiére intégrale est dans f et la deuxiéme est dans g, et nous en
déduisons p,,=H,, — jsh o, (H) Q;dlt.

Supposons que X soit un brownien. Notons

T=inf{7>0, X,¢ 0 (K/Mx A"},

et calculons les coordonnées de X pour des temps inférieurs a T.
Daprés (1), p,=¢.+H, est un brownien, donc H, et g, sont des

1 . A
dqi,, on a (I, F>=0
sh o, (H) 1 < ?

browniens indépendants. Comme dli,= —
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pour tout i, j, donc

pa=Hg— JSh o; (H)Q; dl.

Nous obtenons l'=jch o, (H)L,dl' et H"+q=p=H’—J‘sh o; (H) Q; dl ce

qui donne H"=H' et g= —Jsh o; (H) Q;dl'.
Il reste & exprimer la condition (2) a l'aide de ces égalités. Le terme
1/2[L;, P1d (1", p’ ) devient
12[L;, Q(—sha;(H)) cho, (H)d{ /', I')
=—1/2[L;, Q]cotho; (H)ydt=—1/2 ). m,H,cotha (H)d!

>0
d’aprés la proposition 4.1. On trouve en écrivant (2)
dp,=1/2 Y. m,H,cotha (H)dt

a>0

donc ¢,=0 et dH,=dp,. Alors X reste p.s. dans ¢ (K/M x A*) d’apres le
lemme (4.6), et T= + co0.
En conclusion, /=1,=1'L; avec

1f=—f L,
sho; (H)

[ est une martingale locale, H vérifie
dH=dH,,+1/2 Y. m,H,cotha (H)dt,

a>0

q. ¢t H,, sont des browniens indépendants.

La réciproque est claire en remontant les calculs.

I reste a montrer que /, £ (/) et n’ € (/) sont des martingales convergentes.
Le crochet de [ vérifie

. © 1
Ly, = ———adr.
B L sh? o, (H,)

o (H,)

Posons A;=a;(H,) (>0); - converge presque siirement vers A; d’apres

le lemme (4.6), donc J ————dt<oo. Par conséquent, /' converge
o sh?a;(H)

p.s., donc il en est de méme pour /. D’aprés [HD, L], proposition 8, € (/)

converge dans K, donc n’ ¢ (/) converge p.s. dans K/M.
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