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We are interested in doubling a manifold with boundary N. and in defining semi-martingales w ~ t h  values 
in the doubled manifold. When N 1s endowed wirh a connection, reflected martingales with respect to a 
field of transverse directions on the boundary are defined. A construction of Barlow is used to associate 
to a semi-martingale on N. a semi-rnartingaie on the doubkd maiiifo!d w h ~ s e  drii! en ?N be!ongs to 
T?N When the first semi-martingale is a reflected martingale, the second one is a martingale for a certain 
connection, and this allows us to say whether ~i lc  hd bemi-martingale is 3 semi-mar?ingalr up to infinity. 
When N is a Riemannian manifold, these results are extended to other types of reflection at the boundary. 
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On s'inttresse au dedoublement d'une varikte a bord N et a la definition de semi-martingales a valeurs 
dans la varietk dedoublee. Lorsque N est munie d'une connexion, on definit dans N des martingales 
reflechies suivant un champ de directions transverses au bord. Avec une methode de Barlow, on construit 
a partir d'une serni-martingale a valeurs dam N, une semi-martingale a valeurs dans la variete dedoublee 
dont le drift sur aN appartient a TdN. Si la semi-martingale de depart est une martingale rkflechie, la 
semi-martingale obtenue est une martingale pour une certaine connexion, et cela permet de determiner si 
la premikre semi-martingale est une semi-marhgaie jiisqii'i I'infini. Lorsque .&! est rme variete rie- 
mannienne, ces resultats sont etendus a d'autres types de reflexion au bord. 

INTRODUCTION, NOTATIONS ET DEFINITIONS 

L'objet de ce travail est I'etude des semi-martingales continues dans une varitte a 
bord, a I'aide du langage du second ordre defini par Meyer et Schwartz ([8], [lo]) 
et du dkdoublement de la variete et des processus, ceci afin de donner des rbultats 
sur le comportement asymptotique des martingales rkflechies. 

Le problbme de reflexion dans IW, de Skorohod a ete Ctudie par N. El Karoui et 
M. Chaleyat Maurel ([4]), conduisant a la resolution d'kquations differentielles 
stochastiques reflechies dans R +  pour des semi-martingales genkrales. L'existence et 
l'unicitt de diffusions reflechies, solutions d'equations differentielles stochastiques 
dans un domaine convexe de IW" ont etC demontrees par Tanaka ([I 11). 

Une construction du brownien reflechi dans un c6ne a Ctt: effectuee par S. R. S. 
Varadhan et R. Williams ([12]), et son comportement a CtC etudik en fonction des 
angles de reflexion sur les parois et de I'angle d'ouverture du cane. 

E. B. Davies ([3]) a obtenu dans des variktbs a bord, des majorations pour le 
semi-groupe de la chaleur avec conditions de Neumann au bord. 

Soit N une variCte C" a bord, de dimension n. On notera T N  le fibre vectoriel des 
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vecteurs tangents d'ordre 2 defini dans [8], et z*N son dual. Si N' est une autre 
variete C" a bord et cp est un morphisme C" de N  dans N' ,  on notera cp, l'application 
tangente de T N  dans TN' ,  ainsi que I'application tangente de rN dans rN' .  

Soit T N  0 T N  le produit tensoriel symitrique de T N .  I1 existe une application 
lineaire canoniquc b, de r N  dam T N  0 T N ,  te!k que si A et B son: d e w  chaiiip~ 
de vecteurs d'ordre 1 ,  I'on ait 

pour tout .u dans N .  Si L est un element de r N ,  on dira que b(L) est la partie bilineaire 
de L. 

Si X est une semi-martingale continue a valeurs dans N ,  on notera 9 X  sa 
m - 

diffkrentiek d'ordre 3. Celle-ci admet la decomposition 9 X  = d X  t OX; 0.;: 9?,v est 
urt iiecieiii fcoimel d'iii-die 2 qiui dksignr Irs cara&ris!ique.; locaips & mlri.ifigl!e 

m 
([lo], [8]), et d X  est un vecteur iormei d'ordre 1. En coordonnees locales, si on note 
X' = M' + A' la decomposition de X' en somme d'une martingale locale et d'un 
processus a variation finie, on a 

Si f E C L ( N ) ,  on notera dif (x) I'element de r,*N qui verifie V A  E zx N ,  (d2 f (x ) ,  A) = 

A( f ). On a la decomposition 

en somme d'une martingale locale et d'un processus a variation finie. 
Si S ,  et S ,  sont deux semi-martingales reelles continues, on convigndra i e  noter 

dS,dS, ou d(S,,  S,) la differentielle de leur crochet. La notation dX 8 dX prend 
alors un sens. Nous kcrirons plus simplement d X  8 dX.  I1 est important de remarquer 
que la partie bilineaire de 9X est egale a fdX 8 dX.  

Si N est munie d'une connexion sans torsion V ,  on notera F I'operateur qui a un 
vecteur d'ordre 2 associe sa partie d'ordre 1 ; F preserve les champs d'ordre 1 et verifie 
F(AB) = V A B ,  et ces propretes determinent entiirement F a partir de V .  En co- 
ordonnees locales, on a F(Di) = Di et F(Dij) = T f j ~ , .  Rkciproquement, on peut 
montrer que la donnee d'un operateur F, application lineaire de z,N dans T,N pour 
tout x E N, qui depend de faqon C" de x et dont la restriction a T,N est l'identite, 
determine une unique connexion sans torsion V vkrifiant les proprietes enoncees plus 
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haut. On pourra donc appeler F connexion sur N. Si f E C X ( N ) ,  on note Hess f 
l'application Vdf. On dira que f est convexe lorsque pour tout x dans N ,  Hess f  (x) 
est une forme bilineaire positive. Si A et B sont deux champs de vecteurs d'ordre 1, 
on a 

Hess f ( A  Q B j  = ABf - V,Ef = ABf - F(AB)f ,  

ce qui donne Hess f (b (L) )  = Lf - F(L) f, et en appliquant ceci aux semi-mariiiigaks, 
on a 

Si X est une semi-martingale reelle sur I'espace probabilisi: filtre (Q, 3, (st), P) et 
A E F, on dira que X es: m e  cemimar!lngale jusqu'a l'infini sur A si son crochet et 
la variation totale de sa partie i variation finie convergent sur A. Ceci est encore 
kquivalent a: X est une semi-martingale jusqu'a l'infini pour la probabilite PC.1 A]  
([6]). Si X est une semi-martingale a valeurs dans N, on dira que X est une 
semi-martingale jusqu'a l'infini sur A si pour toute fonction f E C m ( N ) ,  f  ( X )  est une 
semi-martingale jusqu'a l'infini sur A. Si on a une semi-martingale jusqu'a l'infini sur 
un ensemble, le calcul stochastique usuel s'applique sur cet ensemble jusqu'a I'infini 
compris. On peut par exemple dkfinir sur A des integrales d'Iti3 ou de Stratonovitch 
jusqu'a l'infini, de formes bornkes par rapport 6 cette semi-martingale. 

1 DEDOUBLEMENT DES VARIETES A BORD 

Sdient N une varietk a bord de classe C" et de dimension n, et N une variktk disjointe 
de N et diffkomorphe N.  Notons s  le diffkomorphisme de N sur N'. Nous allons 
recoller les variktks N et N' suivant le bord, et determiner un atlas sur l'ensemble 
M = fi v dN u &. Ici comme dans la suite, les bords de N et N sont identifiks au 
moyen de I'application s, et on peut kcrire M = N u N'. Cet atlas comportera d'une 
part les cartes C" de fi et I?' et d'autre part les bijections d' un sous-ensemble de 
M dam un ouvert de Rn dont les restrictions a N et N' sont des diffkomorphismes 
Cm d'ouverts de N et N' sur leurs images. I1 est facile de montrer que les applications 
de changements de cartes sont des homtomorphismes. Pour montrer que ces cartes 
dkfinissent une structure de variCte topologique sur M ,  il reste a verifier que leurs 
domaines recouvrent aN.  Soient donc x un elkment de aN et cp  une carte de N dkfinie 
sur un voisinage U de x dans N,  telle que cp(U) soit inclus dans R+ x Rn-' et 
q ( a N  n U )  soit inclus dans (0 )  x Rn-'. A partir de cette carte, on definit une carte 
cp' sur N' par I'application o o  cp 0 s-' de s (U)  dans o(cp(U)), ou a est la symetrie de 
Rn qui change le signe de la premikre coordonnee. Nous appellerons dedoublke de 
cp  l'application JI de U v s (U)  dans q ( U )  v cpl(s(U)) qui A y  associe cp(y) si y  appartient 
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a U et cp'(y) si y appartient a s(U). L'application $ est bien dans I'atlas defini plus 
haut car son image est un ouvert de Rn. De plus son domaine contient le point x. Une 
carte I) construite de cette facon sera aussi appelee carte symetrique. Nous avons 
la preuve que M possede avec cet atlas une structure de variete topologique. 

Si nous restreignons les domaines des cartes de notre atlas a des ouverts inclus 
0 0 

dans N i-1 N' ,  !es ch~ngements de cartes sont de classe C". Sachant qn'une fonctinn 
definie sur un ouvert de Rn et localement difference de convexes transforme une 
semi-mar!inga!e vectorielle continue en u n e  ~emi-martingale reelle continue; il nous 
suffit de montrer que les changements de cartes de l'atlas difini sur M ont leurs 
coordonnees localement differences de convexes pour pouvoir definir des semi- 
martingales a valeurs dans M. 

LEMME 1 Soient 51 un oucert de Rn, R' un oucert de RP, U :  R + RP et f :  R' -+ R deux 
applications localement difSPrences de concexes telles que u(R)  soit inclus dans 0 ' .  Alors 
f = u est localement diffirence de convexes. 

Ce !emme rst dfi A Kiselman ([7]) dam le cas ou p est Cgal a 1. 

Ddmonstration La demarche esi ideniique 3 d i e  cie Kiselman. On peut supposer 
que f est convexe. Soit x un point de R.  On choisit un ouvert convexe K voisinage 
de x ,  tel que chaque coordonnee de u soit difference de convexes sur V et tel que 
u(V)  soit inclus dans un ouvert V' convexe dans lequel 1- est lipschitzienne de rapport 
c. On considere la fonction g de V'  x V' dans R qui au couple ( x ,  y) associe 
f ( x  - y) + cC(xi + yi). Cette fonction est convexe. On ecrit u = c - w avec ci et wi 
convexes et on pose h(z) = g(v(z), w(z)). Alors f c u = h - cX(ci + wi), et il suffit de 
montrer que h est convexe pour avoir le resultat du lemme. Soit donc y :  [0, 11 + V 
un segment. Si t appartient a [0, I], on a 

et ce dernier terme est superieur ou egal a y(c(y(t)), w(y(t))) en raison de la convexite 
de chaque coordonnee de c et w et de la definition de c. La demonstration est achevee. 

LEMME 2 Soient f :  M + R une fonction continue dont les restrictions a N et N' sont 
localement dzfirences de convexes, et $ une carte de M dont le domaine rencontre 2N.  
Alors l'application f 0 $- ' est localement diffkrence de convexes. 

Ddmonstration Soit U le domaine de $. L'ensemble $(dN n U )  est une sous- 
variete C" de dimension n - 1 de Rn, donc il existe pour tout element x de dN n U 
un voisinage W de $(x)  inclus dans $(U)  et un diffeomorphisme 4 de W dans un 
ouvert de R"te1s que 4($(dN n U )  n W )  soit inclus dans (0) x Rn-'. L'application 
4 0 I) est encore une carte, et on peut supposer que l'image recipropque de R + x Rn- ' 
est dans N et que l'image reciproque de R _  x Rn-'  est dans N',  quitte a diminuer 
son ouvert de definition. En utilisant le lemme 1 et le fait que les applications C" 
sont localement differences de convexes, il suffit de montrer que f 0 $- ' c 4 - ' est 
localement difference de convexes. Appelons g cette application. Elle est continue sur 
son domaine de definition que nous appellerons V et localement difference de 
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convexes sur V n (x' 2 0 )  et V n (x' 5 0) .  On peut supposer quitte a 1e restreindre, 
que V est de la forme ] -a ,  a[ x V' avec V' convexe inclus dans Rn-' et a reel 
strictement positif. Alors d'apres Kiselman 171, la restriction g' (resp. g - )  de g a 
V n {xl 2 0 )  (resp. V n {x' < 0 ) )  est difference de convexes. Notons gt = g: - g: 
(resp. g -  = g; - g;) la dkcomposition en difference de convexes. On peut sup- 
poser que g: et g; sont lipschitziennes de rapport inferieur a c. Notons 8 ,  (rcsp. 
g ; )  la fonction qui vaut + cxl (resp. g; - cx') sur V n (x' 2 0 )  (resp. V n 
{ x l  I 0 ) )  et qui vaut g:(0, x2, . . . , xn) (resp. g ,  (0, x< . . . , x")) sur V r, { x l  I O ]  (resp. 
V n {x' 2 0)). Montrons que g, est convexe. La restriction de cette application a 
V n { x l  2 0 )  et V n {x' I 0 )  est convexe, et il suffit de montrer que pour un chemin 
y de la forme y(t) = (1 - t)x + tx' avec x dans V n {x' < 0 )  et x' dans V n (xl > O), 
la dtrivee a gauche de l'application g, 0 y est inferieure a la derivke a droite au point 
to tel que y(to) appartienne a V n { x l  = 0). Notons n la fonction qui a ( x l , .  . ., xn) 
associe (0, x2, . . . , xn). L'application g: o n est convexe, inferieure ou egale a gl en 
raison de I'hypothQe sur c et kgale a g ,  sur {x' 1 0 ) .  Cela implique qu'en to ,  la 
dkrivee $ ganclie de g, = 7 soit kga!e 6 !a dirivie a gauche de 91' - n - 7 ,  que cette 
derni2re soit inferieure ou egale a la derivee A droite de g: - n 7, elk m&mc inferieure 
ou egale la derivee A droite de gl 3 y. On en deduit que g ,  est cunvcxc. De m&me, 
la fonction g', est convexe, ainsi que les fonctions g ,  et g; dkfinies de fagon identique. 
11 est facile de verifier que g est tgale a g, + g', - g2 - g; - g: o n + q l o  n et on sait 
maintenant que chaque element de la decomposition est convexe, ce qui acheve la 
dkmonstration. 

D'apr2s le lemme 2, si nous avons un changement de cartes e'o I+-' dtfini sur 
I+(U), il sera localement diffirence de convexes au voisinage de $(dN n U). Nous 
avons montrt le rtsultat suivant. 

PROPOSITION 3 L'atlas comportant d'une part ies cartes C" cie T$ et I*, d'azctrc part 
les bijections d' un sous-ensemble de M duns un ouuert de Rn dont les restrictions a N 
et N' sont des difliomorphismes Cw d'ouuerts de N et N' sur leurs images, dijinit une 
structure de variitt sur M qui est Cw sur N et N', et localement dlflirence de convexes 
au uoisinage de aN. 

Nous appellerons C?(M) ]'ensemble des fonctions continues sur M dont les 
restrictions 2i N et N' sont C". 

I1 est possible de prolonger I'appIication s en une involution continue sur M, dont 
la restriction fi LJ &? est un diffeomorphisme C", en posant s(x) = s-'(x) si x est 
dans N'. Nous adopterons dtsormais cette definition de s. 

Examinons maintenant le cas ou N est munie d'une connexion Cw et d'un champ 
de vecteurs r transverse sur le bord, dirigk vers I'intirieur de la variktk. 

PROPOS~T~ON 4 Sous ces hypothkses, il existe une structure canonique de variiti Cw 
sur M, qui ne dkpend que de la direction de r, et telle que pour x E dN, la courbe 

dtfinie pour ( t ( petit soit Cm. 
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Ddmonstration Nous allons restreindre I'atlas de M a des cartes definies de la 
facon suivante. Soient q une carte de ? N  definie sur un domaine U suffisamment 
petit, A une fonction Cx definie sur U et a valeurs strictement positives, E un reel 
strictement positif suffisamment petit. Alors l'application h de [0, E [  x U dans N qui 
a ( t ,  x) associe exp,(ti(x)r) est un diffeomorphisme sur son image et I'application cp 
de h([O, E [  x L j )  dans i0, t.i x qjb'j qui i hjr, xj associe (t, ~ ( x ) )  est une carte de N .  
L'atlas de M comportera toutes les cartes tji qui sont les dedoublees des cartes cp 
ainsi construiies, ei iouies ies caries C' cir 16' ei 13'. 11 est clair que les domaines de 
ces cartes forment un recouvrement de M ,  et il reste a montrer que si i,b et I)' sont 
deux cartes au voisinage du bord, I'application i,b = $ ' - I  est C". Or cette application 
associe au couple ( t ,  y) le couple 

c'est donc bien une application C'. La demonstration est achevee. 
Notons que dans une carte symttriquc parmi ccllcs que I'on vient de definir, et 

pour x c 28, iei vecteur D,(.xj est colineairc a r ct dirige vers l'intericur dc S, tandis 
que les vecteurs D,(x), . . . , D,(x)  appartiennent ri T,?N. 

On notera M(F,  r) la variete C" obtenue avec l'atlas que l'on vient de construire. 
et seulement M s'il n'y a aucune ambigufte. Une carte symetrique de M(F,  r) designera 
une carte symetrique appartenant 21 cet atlas. 

Dans le cas des varietes riemanniennes N a bord, on a un champ canonique 
transverse au bord qui est le champ des vecteurs unitaires normaux entrants, et cela 
permet d'obtenir une structure canonique de variete C" sur la variete dedoublee M. 
On notera M(g) la variete obtenue, ou M s'il n'y a pas d'ambiguite. La metrique de 
N se proionge au moyen de i'invoiution s en une metrique sur M(g'). non derivabie 
sur 2N. 

2 SEMI-MARTINGALES DANS M ET FORMULE D'ITQ-TANAKA 

Un processus X a valeurs dans M sera appele semi-martingale si pour toute fonction 
.f appartenant a C,"(M), le processus f 0 X est une semi-martingale continue. On sait 
qu'une semi-martingale vectorielle continue est transformee par une fonction locale- 
ment difference de convexes en une semi-martingale reelle continue. Le lemme 2 nous 
permet donc d'affirmer que si X est un processus continu qui prend ses valeurs dans 
le domaine d'une carte $, alors X est une semi-martingale si et seulement si $ 0 X 
est une semi-martingale a valeurs dans Rn. 

On peut definir de cette facon des semi-martingales dans toute variete topologique 
munie d'un atlas dont les coordonnees des changements de cartes sont localement 
differences de convexes. 

Formule d'lt8-Tanaka 
Soit X une semi-martingale a valeurs dans le domaine U d'une carte IC/ telle que 



$ - ' ( ( X I  2 0 ) )  soit inclus dans N et I , ! - ' ( ( X I  5 0)) soit inclus dans N', et soit .f une 
application dans C,"(M). Alors j' est C' sur ?N et ses derivees de tous ordres dans 
la carte i,b par rapport aux variables d'indice superieur ou tgal a 2 sont dans 
C,"(M n U).  Notons f" (resp. f N ' )  la restriction de f a N (resp. N'). Les dkrivees 
Dl f" et l?, f"' ne coincident pas sur dN n U. 

PROPOSITION 5 L'accroissement df ( X )  est &a1 a 

L + (i-esp. L-!  &ant le temps local en 0 de X 1  (resp. - X 1 ) .  

Remiti-que Soit .-ll la partie B variation finie de X ' .  L'expression 

s'kcrit aussi +(Dl f N  - D, f"') dL+ + Dl f  ""I1,,,,, d A 1  en vertu de l'kgalitk d L +  = 
d L -  + 2 .  l,,,,,, d A 1 .  

Dimonstration de la proposition On peut supposer par localisation que $(U) est 
de la forme 1 - a, a [  x V ou V est un ouvert de Rn-I.  Notons n' I'application 
$ - I  0 sr 0 I!,; et si x E U. notons x +  (resp. x - )  le point de coordonnees ( x l + ,  x2 ,  . . . , xn) 
(resp. ( - ( -x ' ) ' ,  x2,  . . . , x")). Alors si x E U, 

donc f ( X )  = f N ( X + )  + f N ' ( X - )  - f N(~'(X)) et il reste a appliquer la formule dYIto 
classique aprbs avoir applique la formule de Tanaka a X +  et X - .  Cela donne pour 
9 X t  I'expression 

alors que 9X- peut s'ecrire 
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et 9 n 1 ( X )  est egal a 

En remarquant que l~x,,,vl est egal et en utilisant les dernikres Cgalitts, 
on obtient 

ce qui conduit au resultat recherche. 

Cas particuliers 1) Si en tout point x d'un ouvert V de aN I'ensemble T,SN n'est 
inclus ni dans Ker df '(x) ni dans Ker djm"'(x-), on peut, quitte a restreindre G7, choisir 
une carte t,b verifiant les conditions de la proposition 5, et telle que la restriction de 
f a V soit la deuxieme coordonnee de cette carte. 

2)  Si au contraire il existe un ouvert V de a N  tel qu'en tout point x de l'ensemble 
T,aN soit inclus dans Ker df N(x)  et dans Ker df N'(x), lors I'application f est constante 
sur V et on obtient en choisissant une carte suffisamment petite 

Si x est un kltment de M, on notera 1x1 et on appellera valeur aboslue de x I'elkment 
de N tgal a x si x est dans N et a s(x)  sinon. Nous allons calculer les caracteristiques 
locales de la valeur absolue d'une semi-martingale X en fonction de ses caract6 
ristiques locales exprimtes dans une carte symetrique. 

PROPOSITION 6 Soient X une semi-marringale d valeurs dans une carte syme'trique et 
Y la valeur ubsolue de X .  Alors 

L+ (resp. L - )  ttant le temps local en 0 de X' (resp. - x'). 

Dtmonstration Soient f une fonction appartenant a Cm(N) ,  et f la fonction de 
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C,"(M) qui vaut f " sur Net f 0 s sur N'. Alors f "(Y) = f (Xi, df "(Yj = df (X) donc 

Or D, f "'(x) = -Dl f "(x) si x E dN, ce qui donne le rbultat. 

Cas particulier Si N est munie d'une connexion et dN est muni d'un champ de 
vecteurs transverse, alors d 'aprb la proposition 4, M(F, r) a une structure de varikte 
C". La derniere formule devient dam une carte symetrique de M(F, r) 

(si on note .A1 la partie a variation finie de X'j ou encore 

3 DEDOUBLEMENT DES MARTINGALES REFLECHIES 

La variet6 N est maintenant munie d'une connexion F et d'un champ de vecteurs r 
entrant au bord. On dkfinit une connexion FM sur M(F, r) par FM = F sur fi, 
F~ = sl 0 .f 0 sI sur fi', et FM = 8 F  + s, 0 F 0 s*) SUT dN. Cette connexion est Cw sur 
fi et sur N', elle n'est pas continue au voisinage de d N ,  et sa restriction a ia vaiiCiC 
dN est une connexion C". Plus precidment, dans une carte symetrique de l'atlas C" 
de M(F, r) (dkfini dans la demonstration de la proposition 4) et en un point x de dN, 
les symboles de Christoffel (TM)f,(x) de la connexion FM sont tgaux aux symboles de 
Christoffel T@) de F pour i, j, k 2 2, les (TM),!j(x) et les (TM)ji(x) sont nuls pour 
i, j 2 2, ainsi que les (TM)tl(x) pour tout k. Enfin les (TM)ij(x) sont egaux aux Tij@) 
pour tout j 2 2. 

On dira qu'une semi-martingale Y dkfinie sur N est une (F, r)-martingale rkflechie 
lorsque d'une part ~ ( 1 { , , ~ , 9 7 )  = 0 et d'autre part F(I!y,aN19P) est colineaire au 
champ de vecteurs r. 

Une semi-martingale X dtfinie sur M(F, r) sera appelCe FM-martingale si 
~ ~ ( 9 8 )  = 0. 

LEMME 7 Soient X une semi-martingale a valeurs dans un carte locale symitrique de 
M(F, r), et Y = ( X I .  Notons A' la partie a variationjnie de X ' .  Alors 

Comme Dl est colinkaire i r, on a en corollaire immkdiat la proposition suivante. 
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9' @ 9" pour P, .* la tribu engendree par 3; @ {R", a\, et les negligeables pour 
P de 3. On definit Y et 4, sur (R, 9) par Yiw', o") = Y( to l )  et $,((u', (or ' )  = $,(to"). 

On peut denombrer les excursions de Y en dehors de ? N :  on note ti,,, ,,, . . . . 
e;,.,.,p,n,, les excursions dont la duree est dans l'ensemblr [ 1 , ' ( t j 1  t I ) ,  l,'m[ ct qui 
dCbuient da is  I'iii:c;va!!e [ p ,  p + I[. pmr ru ef p entiers naturels ( 1  (0  = + x), puis 
on renumerote pour n'avoir qu'un seul indice. On note ensuite x,, (resp. 8,) le debut 
(I-esp. la fifi) be !'excursion e,. On dkfinit so = Idl C: = z, d,  I! ,::;,:, it), et 

Alors .A4 et Fr sont independants conditionnellenient a 3, ([I]), et toute martingale 
pour (z) est aussi une martingale pour (./&). Cela implique que F ( Y  P) aura la mCme 
valeur par rapport i (.FJ et (.,/(/%). 

On appellera semi-martingale dkdoublke de Y la scmi-martingale X ,  = sC'(l;). 

Ddmonstration Le probleme est local, donc on peut supposer que Y prend ses 
valeurs dans le domaine d'une carte locale symetrique de M(F,  r), et que sa premi2re 
coordonnee dans cette carte est une semi-martingale dont le crochet et la variation 
totale de la partie a variation finie sont bornts. On renumerote les excursions en 
fonction de leur hauteur: on note el ,  . . . , enm les excursions de hauteur superieure ou 
&ale a I/m pour m entier strictement positif. On a une application 6, Pa-~iiesiira"v:e, 
dkfinie par e&,, = e,. 

Soit A' la partie a variation finie de X1.  On doit montrer que 

Puisque les (TM)b sont nuls lorsque i, j 2 2, et lIx,,,,  d(X1, Xj) = 0 pour tout j, il 
reste a montrer que d ~ '  = 0. On sait que l,,,,,, dA1 est aussi kgal a 
&dL+ - d L - ) ,  oh L t  (resp. L - )  dtsigne le temps local en 0 de X' (resp. -XI) 
K9, Ch. 61). 

I1 suffit de montrer que L: = L,  p.s., car on en dtduit ensuite par arr&t que 
L: = L; p.s. pour tout t rationnel, et par continuit6 que les processus L + et L- sont 
Cgaux, et ce dernier point implique que l,,,,,, dA1 = 0. 

Soit E > 0. Notons d, le nombre de descentes de X' du niveau E au niveau 0 (c'est 
aussi le nombre d'excursions de X 1  dont la hauteur dkpasse E [9]). Notons aussi d: 
le nombre de descentes de Y' du niveau E au niveau 0, et u, le nombre de montkes 
de X1 du niveau - E  au niveau 0. On peut remarquer que d;, ,  = n,. 

La relation Y = 1x1 implique d; = d,  + u,. De plus, ~ d : ,  ~ d ,  et EM, convergent dans 
L2 et dans L1 respectivement vers +Lb, (L' designe le temps local en 0 de Y'), iL: 
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et i L ;  ([9] theoreme 1 10) Cela permet d'ecrire Lk = L; + L ,  On en deduit aussl 
que {L> = 0) c {L: = U) et IL, = O j  c { L ;  = 0).  On peut donc se restreindre dans 
la suite au cas oil L', est p s non-nu]. 

LFMMF 10 Le rapport 1 , ,, u !  ..: d\ ,, con1 ergr dun7 L2 t e n  & lorsque m tend z9erc 
rv$nl. 

Admettons !In instant ce lemme. N o ~ i s  en deduisons que . . - . . . . . . . - - . 

converge dans L' vers 0, et donc que L; = iL',+ p.s., et par suite que LA = L;  p.s. 
La demonstration de la proposition est achevee. 

DPmonstrution rlu lemtne 10 Le rapport 

Posons $, = 2(4, - :) et montrons que 

D'apres [9 (theoreme 1.10)], n,,'m converge dans L2 vers LI,, donc nm croit p.s. 
vers + x. D'autre part, on a 

qui est bornee par 1 et converge p.s. vers 0, donc converge dans L1 vers 0. La 
demonstration du lemme est achevee. 
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Nous pouvons maintenant donner une reciproque de la proposition 8. 

PROPOSITION 11 Les notations sont identiques a celles de la proposition 9, et on 
suppose de plus qtw Y ext une ( F .  r)-martingale rijfkchie. Alors la semi-martingale 
X = sC(Y) est une FM-incrrringule. 

Dans le cas ou N = R +  et M = R, ce rbultat a ete montre par Gilat. 

Demonstration I1 suffit de montrer que F"(9X') = 0. Or 

car !a restriction de s a N' est affine. Le dernier tcrme est nul, donc il rcste a montrer 
que F ~ ( I , , , , , ~ ~ ~ ~ )  = 0. D'aprb le lemme 7, on a dans une iartc symetrique de 
M(F, r) 

La condition F ( ~ ~ ~ , , ~ , ~ F )  colineaire a D, nous permet maintenant de dire que 
~~(1, , , , ,~9-?)  est colinkaire a D , .  En utilisant la proposition 9, on deduit que 
FM(I~x,aN19X) = 0, et ceci acheve la demonstration. 

4 CONVERGENCE DES MARTINGALES REFLECHIES 

Zheng Weian ([13]) a montre qu'une martingale Y a valeurs dans une variCtC 
sans bord est une semi-martingale jusqu'i I'infini sur I'ensemble { Y ,  existe dam la 
variete). Nous allons montrer que ce resultat est encore vrai d'une part pour une 
martingale rkfltchie dans une variete i bord, d'autre part pour une semi-martingale 
B valeurs dans une variete riemannienne a bord. dont le drift est nu1 lorsque la 
semi-martingale prend ses valeurs dans I'interieur, et a une direction suffisamment 
eloignee de I'espace tangent au bord lorsque la semi-martingale prend ses valeurs au 
bord. 

On dira qu'une semi-martingale Y de N est asymptotiquement une (F, r)-martingale 
rkfltchie s'il existe t(w) p.s. fini tel que pour tout s 2 t (w),  on ait d'une part 

et d'autre part F(1{yv,~N19Ps) colineaire au champ de vecteurs r. 
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PROPOSITTON 12 Soir fl une f'arittt a bord munie June connexion F et d'un champ 
de vecteurs r entrant au bord. Alors tout point de N possdde un voisinage U tel que 
toute semi-martinyule Y qui est usymptotiquernent une (F, r)-martingale rdjltchie soit 
une semi-martingle jusqu'a I'infini sur I'dotnemenr 

( I 1  cxistc t'(w) tcl ~ U E  Y,((o) opparrit.l~nc d U pour rout s 2 r l ( o ) ) .  

L'knoncc cst prcsquc idcntiquc i cclui d'Emery ( [ 5  proposition 4.461) dans le cadre 
des varietb sans bord, et la demonstration qui va suivre est identique. 

Demonstration Si x est dans fi, on est ramene au cas des varietes sans bord. 
Si x est dans dN,  on considbe la variete M(F,  r) dedoublee de N. Puisque toute 

(F, r)-martingale reflechie de N est la valeur absolue d'une FM-martingale de M(F, r), 
il suffit de resoudre le probleme dans M(F,  r). Si Li' est un voisinage de x dans M 
qui repond a la question et si U' = sW). on pourra choisir U = I U'I. 11 suffit de 
trouver des coordonnees dans M(F.  rj au voisinage de x, convexes pour la connexion 
Fm, et on pourra appiiquer ensuite ia demonstration d'Emery. 

Considtrons une carte symttrique (I:', . . . . vn) de M ( F .  r) au voisinage de x telle 
que x ait pour coordonnees (0,. . . ,0). Pour un reel positif c suffisamment grand, 
et quitte a rkduire I'ouvert V de definition. I'application (x'. . . . , xn) dkfinie par 
xi  = yi + c &(jJ)' pour tout i est une carte locale dont chaque coordonnte est 
convexe pour FM (on peut considerer separtment les ensembles V n N, V n N' et 
V n dN). 

Nous pouvons enoncer en corollaire le resultat rechercht La demonstration est 
identique a celle d'Emery ([5 corollaire 4.48]), valable pour les variktb sans bord. 

COROLLAIRE 13 Si Y est asymptotiquement une (F, r)-martingale rijldchie dans N, 
c'est une semi-martingale jusqu'a Pinjini sur PPotnement {lim,,, I: existe dans N}. 

Dtmonstration Soient (U,) un recouvrement de N par des ouverts verifiant la 
condition de la proposition 12, et A, = {lim,,, existe dans U,).. En utilisant la 
proposition 12, on peut dire que Y est une semi-martingale jusqu'a I'infini sur A,, 
donc aussi sur 

Darling ([2]) a montre qu'une martingale dans une varietk riemannienne sans bord 
converge dans le compactifii d'Alexandroff si sa variation quadratique riemannienne 
est finie. Nous allons montrer que ce rbultat est encore vrai pour une martingale 
reflechie a valeurs dans une variete riemannienne A bord. 

Soient N une varitte riemannienne a bord de mttrique g et r un champ de vecteurs 
au bord, non-nuls et diriges vers I'intCrieur. On notera F la connexion de Levi-Civita 
associke a g, et la notation (g, r)-martingale designera une (F, r)-martingale. 

PROPOSITION 14 Soient Y une semi-martingale ddfine sur N, et I? le compacti$e 
d'Alexandrofde N. On note yo (dY (dY) la variation quadratique de Y entre les instants 
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0 et t. Si Y est asynptotiquement une (g, r)-martingale rijichie, alors on a l'inclusion 

Dimonstration I1 suffit de montrer que pour tout n, 

{r(w) 5 n} n {J': (d  Y id Y )  < rn} c ( Y converge dans f i } .  

Pour cela, on se place sur M(F,  r) (et non M(g)) et on considere la semi-martingale 
X, dedoublee de Y, qui est asymptotiquement une F"-martingale. Si y est la metrique 
de A', on choisit de munir N r  de la mitrique s*(q), que I'on notera encore g. Soit 
@F, rf !e cnrr?pac!ifii d'Alexandroff de M ( F ,  r). On cherche a montrer que 

c {X converge dans fi). 

La demonstration dans le cas des varittks sans bord ([5 proposition 5.321) 
s'applique pour X, malgre la discontinuite en dN de la metrique de M ( F ,  r). On 
remarque ensuite que X converge dans Q(F, r) si et seulement si Y converge dans 
fi, 11 reste a montrer que les variations quadratiques riemanniennes de X et Y sont 
egales. Pour cela, nous allons enoncer un lemme dont la demonstration suivra la fin 
de la preuve de la proposition. 

LEMME 15 Soient P une varikti Cm, Z et Z' deux semi-martingales a ualeurs duns P,  
b une section mesurable localement bornke de T*P @ T*P et H un processus riel 
adaptt, localement borne et tel que { H  # 0) soit inclus duns { Z  = 2'). Alors 

Le lemme permet de justifier la deuxibme ligne du calcul qui suit. 

La dtmonstration de la proposition est achevbe. 
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DPmonsrration du lemme I1 suffit de faire la demonstration avec b = d f @  df, f 
etant une fonction dans Cm(P). On k i t  

et il suffit ensuite de remarquer que I,,=,., d(f(Z) - f(Z1)) est un processus A 
variation finie. 

Les martingales rtflkchies que nous avons ttudiees jusqu'a maintenant ont une 
direction de reflexion constante au bord, et leur drift peut &re dirige vers I'interieur 
ou vers I'exterieur de la variete, comme le montrent les exemples qui suivent la 
demonstration du lemme 7. Nous allons maintenant nous intkresser a des martingales 
reflechies dont la direction de rCfiexion est altatoire, inais nous aurons besoin de 
supposer que le drift au bord est dirige uniquement vers l'intkrieur de la variktC La 
re-marque qxi suit !a dkmonstration & !a propositiofi 16 e~p!iq"e !'cti!itk & ~ e t t e  
hypothbe supplementaire. 

Dans la suite, la variete N sera munie d'une metrique riemannienne y, et la varittk 
dedoublee sera M(g), c'est a dire la variete obtenue en dedoublant N a I'aide du champ 
n des vecteurs normaux de dN,  dirigts vers I'intkrieur. 

Si x est un element de aN et a un kltment de [0, 7~/2[, on appellera cane d'angle 
u en x et on notera %(x, a) le sous-ensemble de T,N constitue des vecteurs qui forment 
un angle inferieur ou Cgal a a avec le vecteur normal entrant n(x). 

On dira qu'une semi-martingale Y a valeurs dans N est asymptotiquement une 
n - m a r t ; n r r g l m  A g n c  ll;ntir;p~ir 1nrcn i i ' ; l  p y i c t p  t(<,t\ < a tc! pour tout s 2 t(&,), y *.*U.C".bU.V UU*." I II..V*.VUI .".".,U II Vl l lU IV  1\W, 

ait F ( ~ ~ , ~ , ~ , ~ F J  = 0. On notera A(a) pour tout Z E  [O, 7~/2[, I'ensemble des w tels 
qu'il existe t'(w) < oo verifiant: .pour tout s 2 tr(o), ~ ( 1 , , ~ , , , , 9 ~ ~ )  appartient a 
WY,, 4 .  

On dira qu'une semi-martingale Y qui est asymptotiquement une g-martingale 
dans I'intkrieur est asymptotiquement une (g, a)-martingale rkflechie lorsque 
P(A(a)) = 1. 

Les (g, n)-martingales reflkchies dont le drift au bord est dirige vers I'interieur de 
la varied sont des (g, 0)-martingales rkflkchies. I1 est donc facile de verifier que toutes 
les (y, n)-martingales rkflechies dans une variett a bord localement convexe sont des 
(g, 0)-martingales reflechies, mais dans le cas general, une (g, n)-martingale reflechie 
n'est pas une (g, +martingale rkfltchie. 

Notons aussi qu'une (g, a)-martingale reflechie est une (g, n)-martingale reflechie si 
et seulement si on peut choisir u = 0. 

PROPOSITION 16 Soir E E ]0,7~/2]. Alors tour point de N posstde un voisinage U(E) tel 
que toute semi-martingale Y qui est asymptotiquement une g-martingale dans l'intirieur 
soit une semimarringale jusqu'd l'in$ni sur l'tvtnement 

A - - E A (I1 existe t"(w) tel que Y, appartienne d U(E) pour tout s 2 tt'(o)}. (1 ) 
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Dtmonstration Notons A'(&) cet evinement. 

Si x est dans fi, on est ramene au cas des martingales d valeurs dans les varietes 
sans bord. 

Si x est dans 2N, on dtfinit une carte bornee ( y ' ,  . . . , yn) (avec y' 2 0) au voisinage 
de x telle que x ait pour coordonnkes (0, . . . , 0), et tellc que ( Y '  - 0) c ?Rr .  Pour un 
reel positif c suffisamment grand, et quitte a reduire l'ouvert de definition, l'applica- 
tion ( x l , .  . .; xn) definie par x' = y' t c x j ( y i ) 2  pour tout i est une carte locale dont 
chaque coordonnke est convexe. I1 existe, quitte a reduire le domaine U de la carte, 
un reel c' tel que pour tout vecteur V dans le c6ne d'angle n,!2 - E en un point x' du 
domaine, on ait I (dy', V ) (  I c'(dyl ,  V ) .  Et puisque ( d x l ,  V )  est egal a 

on peut encore restreindre le domaine U pour avoid (dzrl, I/> 2 0 (en imposant 
2 < ( c ' c ) - ' j .  

On aura alors 

od S' est une martingale locale. Pour des temps suffisamment grands, les deux 
derniers termes du membre de droite deviennent positifs sur A'(&). Notons x' o Y = 
S' + A'. Le processus A' est croissant pour t suffisamment grand, ce qui implique 
que S' soit majorke donc converge sur At(&), puis que A' converge et soit a variation 
totale finie. En conclusion, x' 0 Y = S' + A' est une semi-martingale jusqu'a l'infini 
sur A'(&). 

I1 reste a montrer que xi c Y est une semi-martingale jusqu'a I'infini sur Af(c), pour 
i 2 2. On a toujours 

avec Si martingale locale. Si nous montrons que I'integrale du dernier terme est un 
processus a variation total finie sur A'(&), nous pourrons nous ramener a la demonstra- 
tion precedente. 

Ce dernier point est obtenu en constatant que quitte a reduire encore U et a 
augmenter c', on peut avoir I (dxi ,  V)I < c' (dyl ,  V ) ,  puis (dy ' ,  V )  5 2(dx1 ,  V ) ,  ce 
qui implique I(dxi, V)I < 2c'(dx1, V ) .  On aura donc sur A'(&) et pour t grand, 

et on sait que I'integrale du dernier terme est finie, ce qui acheve la demonstration. 

Remarque Nous avons utilise dans cette demonstration le fait que la partie a 
variation finie de x 1  0 Y devenait croissante, et ceci est dG au fait que le drift au bord 
est dirigt vers l'intkrieur uniquement. Le cas od ce drift est autorisk prendre ses 
valeurs dans un cBne exterieur reste non rtsolu. 
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I1 suffit de montrer que tout point x de N possede un voisinage compact K tel 
que pour toute fonction f de classe C' a support dans K, la semi-martingale f ( Y )  
soit convergente sur A,. 

Si x n'est pas dans ? N ,  on fait en snrte que K ne rencontre pas dN, et il existe une 
constante c telle que 

Le premier terme est l'accroissement de la variation quadratique de f ( Y )  et le 
deuxieme est l'accroissement apres le temps m de la variation totale de la partie a 
variation finie de f ( Y ) .  On deduit de ces majorations que f ( Y )  est une semi-martingale 
convergente sur A,. 

Si x est dans dN, choisissons K inclus dans un ouvert relativement compact U tel 
que 0 soit inclus dans le domaine W d'une carte cp  dont on notera (x' ,  . . . , xn) les 
coordonnkes, telle que cp(W) c (xl 2 0). q ( W  r. 3N) c {x' = 0) et que pour tout y 
sur le bord on ait D l ( y )  = n(p), vecteur unitaire normal au bord. Soit q5 une fonction 
de classe C"' d vaieurs dans p, I], valan! ! sur e? i support compact dans W. 
Posons h(Y)  = Y1q5(Y). Montrons que h(Y)  est une semi-martingale jusqu'a l'infini 
sur .4,. On a pour des temps superieurs a m, 

1 
dh(Y) = dS + - Hess h(dY @ d Y )  + I (, ,,,)(dh, ~ ( 9  P)). 

2 

ou S est une martingale locale. Or si y est dans dN, on a dh(y) = 4 ( y )  dx' .  De plus, 
la premiire composanie de !(,,,,,~(9 F) est Cgale A 

si A' est la partie a variation finie de x 1  0 Y,  donc 

1 
dh(Y)  = dS + - Hess h(dY Q d Y )  + 1(,,,,,q5(Y) 

2 

Les quantitks dh Q dh(dY Q d y ) ,  l,y,a,I r;k(Y) d ( y j ,  y k )  I et 4IHessM h(dY Q dY)I 
peuvent &tre majorkes par c (dY1dY)  pour une constante c suffisamment grande, et 
on en deduit que h(Y)  est la somme d'une semi-martingale jusqu'a l'infini sur A, et 
de J lIY,,,,q5(Y) dA1 qui est un processus croissant. Comme h est bornee, on en deduit 
que h(Y)  est une semi-martingale jusqu'A I'infini sur A,. Soit L son temps local en 
0. On sait maintenant que L,  est fini sur A,. I1 est facile de verifier que l'on a 
1(,,,,, l,,,,) d ~ '  = $l(,,,, dL. La premiire composante de 1(,,,, l,,,,,, F ( ~ B )  est 
Cgale a l,,,,, l(,,,,)(dA1 + $jk(Y) d ( Y J ,  Yk) ) ,  et peut donc &re majorie en valeur 
absolue par dL + c(dY1dY) .  Si y est dans dN, on note .n la projection orthogonale 
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de T,N sur T,dN.  La condition de refiexion dans un c6ne implique l'existence d'une 
constante C telle que l'on ait 

Soit maintenant f  une fonction C" a support dans K. I1 reste a montrer que f  (Y) 
est une semi-martingale convergente sur A,. On a 

1 
d f ( Y ) =  dS' + - Hess f !dY  8 d Y )  + l t , , , , : ( d f .  F @ P ) )  

2  

ou S' est une martingale locale. Comme dans la premiere situation, on peut affirmer 
que S' est une martingale convergente et f Hess f ( d Y  Q d Y )  converge. Si C' est une 
c"lisiaIiie y-ui Iliaj"ie ie giadieIii de f, pe-ui iiiaj"i;ei; slli- A,  la iiai-iaii"ii totale de 
la somme des deux derniers termes par C'C f," (2 d L  + 2c(dYldY) ) .  On en deduit 
que f  ( Y )  converge sur A,, ce qui acheve la demonstration. 

Remarque Revenons au cas d'une variktk a bord N munie d'une connexion F et 
d'un champ de vecteurs r sur le bord, dirigks vers I'intkrieur. Si nous definissons une 
nouvelle connexion F' Cgale a la restriction de FM a la varittk N, alors les martingales 
rkfltchies sont les memes pour F et F' car dans une carte cp definie dam la 
demonstration de la proposition 4, on a pour Y semi-martingale 

et D ,  est colinkaire a r sur le bord. De plus, le drift au bord d'une martingale rtflechie 
Y  pour F', qui est Cgal a I{,, , ,) d A I D l  (si on note A' la partie a variation finie de 
sa premiere coordonnee) est toujours dirigk vers I'inttrieur de la variete. On peut 
alors utiliser des mkthodes identiques a celles employees pour demontrer la proposi- 
tion 16, le corollaire 17 et la proposition 18 pour retrouver respectivement les resultats 
de la proposition 12, du corollaire 13 et de la proposition 14. 
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