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Résumé :

Dans cette étude, nous considérons pour probléme modele d’une configuration décollée, I’écoulement autour d’un
cylindre de section circulaire pour un nombre de Reynolds de 200. Notre objectif est de minimiser I’instationnarité
de sillage par rotation sinusoidale du cylindre autour de son axe principal. La résolution de problémes d’opti-
misation de grande taille restant d’un codt prohibitif, il existe une vraie demande de modeéles d’ordre faible de
dynamique permettant de représenter pour un codt de calcul limité I’essentiel de la dynamique non linéaire du
systéme. L’approche spécifique suivie dans ces travaux est de construire un modeéle réduit de dynamique basé sur
la POD (Proper Orthogonal Decomposition). Par la suite, par utilisation d’une méthode adaptative proposée par
Ravindran (2000), ce modéle est utilisé comme équation d’état dans le systéme optimal développé pour déterminer
les paramétres de contrdle de I’écoulement. Les premiers résultats issus de la boucle d’optimisation sont finalement
présentés.

Abstract :

In this study we consider the flow around a circular cylinder for a Reynolds number of 200 as a model problem of a
separated flow. Our objective is to minimize the wake unsteadiness by sinusoidal rotation of the cylinder around its
principal axis. Due to the prohibitive cost of resolution of large scale optimization problems, there is a true request
for low order models of dynamics making it possible to represent at a limited calculation cost the main nonlinear
dynamics of the system. The specific approach followed in this work is to build a reduced-order model based on
POD (Proper Othogonal Decomposition). Following the method introduced by Ravindran (2000), this reduced-
order model is used as the state equations in the optimality system derived to estimate the flow control parameters.
Finally, we present the first results obtained with this reduced-order adaptive controller based on POD.
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1 Introduction

Poussés par des intéréts économiques (réduction des colts d’exploitations) et par des contraintes
environnementales en termes de pollution et de bruit de plus en plus contraignantes, les indus-
triels du domaine aéronautique et automobile ont apporté ces derniéres années un regard atten-
tif au contrdle actif d’écoulements et a I’optimisation de formes aérodynamiques. L’approche
généralement utilisée pour résoudre ces probléemes d’optimisation est de coupler un code de
calcul résolvant les équations de Navier-Stokes et un algorithme d’optimisation (Mohammadi
et Pironneau, 2001). Toutefois, la résolution de problémes d’optimisation de grande taille (plu-
sieurs dizaines de millions de variables) reste d’un codt prohibitif (Bewley et al., 2001), re-
tardant d’autant des applications en temps réel. Il existe donc une vraie demande de modeles
d’ordre faible de dynamique permettant de représenter pour un codt de calcul limité I’essentiel
de la dynamique non linéaire du systéme.
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Dans cette étude, nous considérons pour probléeme modéle d’une configuration décollée,
I’écoulement autour d’un cylindre de section circulaire pour un nombre de Reynolds de 200.
Notre objectif est de minimiser I’instationnarité de sillage par rotation sinusoidale du cylindre
autour de son axe principal (Tokumaru et Dimotakis, 1991). L’approche spécifique suivie dans
ces travaux est de construire un systeme dynamique de dimension faible (en comparaison avec
le nombre de variables discrétes prises en compte dans la résolution des équations de Navier-
Stokes) par projection de Galerkin des équations du mouvement sur une base de fonctions
propres obtenues par POD (Proper Orthogonal Decomposition). Ce modéle est par la suite
utilisé, via une méthode adaptative proposée par Ravindran (2000), pour déterminer par controle
optimal les parametres de contrdle de I’écoulement.

2 Configuration et résolution numérique

L’écoulement de sillage en aval du cylindre est résolu sur un domaine bidimensionnel €2
(voir figure 1) supposé contenir un fluide visqueux incompressible et Newtonien. Les équations
de continuité et de Navier-Stokes rendues adimensionnelles sont résolues en temps par une
méthode de projection a trois pas et en espace par une méthode d’éléments finis (P, P;) a
I’aide de la boite a outils équations aux dérivées partielles de Matlab. Tous les détails sur la
méthode de résolution numérique peuvent étre trouvés dans Cordier et Bergmann (2002b).
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FIG. 1 — Géométrie du domaine (diamétre du cylindre=1; frontieres entrée et sortie situées
respectivement a 10 et 20 du centre du cylindre ; hauteur=20).

Par la suite, nous considérerons que le cylindre tourne autour de son axe longitudinal a une
vitesse angulaire y supposée sinusoidale : y(t) = A sin(27 S; t).

3 Décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD)

Cette décomposition, introduite en turbulence par Lumley en 1967, consiste a rechercher
dans un ensemble de réalisations de I’écoulement u(X) avec X = (x,t) € D = Q x R", la
réalisation ®(X) “ressemblant le plus” en moyenne aux réalisations »(X) i.e. la solution du
probléme suivant :

(I(u, 2)1%)

_ 1
ST @

Par construction, la réalisation ®(X) solution du probléme (1) maximise la représentation

2



16 €M Congrés Francais de Mécanique Nice, 1-5 septembre 2003

énergétique de I’écoulement. Dans Cordier et Bergmann (2002a), on montre que I’équation (1)
est équivalente a une équation intégrale de Fredholm? :

/ Ri(X, X')<1>§.”) (X")dX' =AM (X) ()
D

ol R;;(X,X') est le tenseur des corrélations spatio-temporelles en deux points. Ce tenseur
symétrique et défini positif, posséde donc un ensemble de valeurs propres réelles et positives
A™ qui par ailleurs forme une série décroissante et convergente. Les vecteurs propres associés
@™ (X)) sont orthogonaux, a divergence nulle et vérifient les conditions aux limites homogeénes
de la simulation numérique.

Selon que I’opération de moyenne (. ) apparaissant dans (1) soit évaluée en temps ou en
espace, on trouve deux formulations équivalentes du probleme POD (voir Cordier et Bergmann,
2002a, §5). Dans la premiére, dénommée méthode directe, le terme R;;(X, X') est remplacé
par ;;(z, ') tenseur des corrélations spatiales et les fonctions propres ®(X) par ¢(x). Dans
la seconde, appelée méthode des snapshots, I’équation de Fredholm a résoudre est définie par :

/ C(t, t)a™ (") dt' = Xa™ (1) (3)

. 1 e
ouC(t,t") = T ui(z, t)u;(x, t") de est le tenseur de corrélations temporelles. Cette approche

étant plus appropﬁée dans le cas ou une simulation numérique est utilisée pour déterminer les
réalisations w(z, t) nécessaires a la résolution de I’équation de Fredholm, cette méthode a été
retenue dans nos travaux.

Enfin, I’ensemble des fonctions propres de la POD formant une base de I’écoulement, toute
réalisation u(z, t) peut s’écrire sous la forme du développement suivant :

Npop

ui(e, )= Y a" ()¢ (x) O

n=1
4 Modéle réduit de la dynamique contrdlée du cylindre

4.1 Principe

La projection de Galerkin des équations de Navier-Stokes sur la base de fonctions propres
POD s’écrit (Cordier et Bergmann, 2002b) :

L Ou . 1
® U, . (40 _ RN
<¢ ' By + (u V)u) (d) , —Vp+ oo u>

ou encore

) . N . 1 :
(¢<Z>, S+ V)u) = (. V- 99) ~lp )= (V67, (V)T ) +1-[(Vu) ¢
(5)
= -ndl'et(A, B)= | A:Bd) = E A;: B dS).
avecal /r“" ¢4, B) / / o

IDans cette équation et par la suite, il y aura sommation implicite sur I’indice répété.
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Pour que les conditions aux limites vérifiées par les fonctions propres POD soient ho-
mogeénes, et cela méme en cas d’application du contréle au cylindre, on utilise la décomposition
suivante (Graham et al., 1999) :

Npop
u(@,t) = up(@) + (1) ue(2) + Y a® ()9 () ©)
k=1
dans laguelle u,,(x) et u.(x) correspondent respectivement aux champs de vitesse moyen
et a I’écoulement généré pour un contrble unité et ou Npop est égal au nombre de réalisations
de I’écoulement utilisées pour déterminer les fonctions POD.

L’introduction du développement (6) dans I’équation (5) conduit, en ne conservant dans
la projection de Galerkin qu’un nombre de modes POD égal a Ny < Npop, au systeme
d’équations différentielles ordinaires suivant :

d a,(l gal gal

=A; +ZBUCL +ZZC a9 ()a®) (1)
Moo j=1 k=1 (7)
dy 2
+D; - + 5+Zﬁ,a +Giv

Les coefficients A;, B;;, Ciji, D;, &, Fij et G; dépendent de ¢, u,, et u, et sont explicités
dans Cordier et Bergmann (2002a).

4.2 Résultats pour un contrdle défini par A =3etS; =0,5

L’écoulement contrdlé est simulé pour A = 3 et S, = 0,5. Les fonctions POD sont
déterminées par résolution de I’équation de Fredholm (3) a partir de 115 réalisations de I’écoulement
prises uniformément sur une durée T' = 5, 75 correspondant approximativement a la période na-
turelle de I’écoulement non contrﬁlé Sur la figure 2, nous avons comparé I’évolution temporelle
des coefficients de projection a(” () obtenus par projection des réalisations de I’écoulement sur
les fonctions propres POD a celle des coefficients évalués par intégration numérique du systéme
(7) a partir de conditions initiales issues de la simulation numérique. On trouve que 6 modes
POD (contenant 99% de I’énergie du systéme) sont suffisants pour représenter la dynamique
contrdlée de I’écoulement.

5 Formulation contrdle optimal

5.1 Systeme optimal

Nous cherchons ici a déterminer par contrdle optimal, les paramétres A et S; qui minimisent
I’instationnarité du sillage i.e. I’lamplitude des modes propres POD. Pour cela, nous introduisons
la fonctionnelle codt suivante :

T gal
_ _ @5 B
J(a, A, S) = /0 J(a, A,S,)dt = /0 Za + AT+ SSE| dt (8)
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FiG. 2 — Evolution des coefficients de projection temporelle a® (¢) pour A = 3, S; = 0, 5.
Traits pleins : prédiction, traits pointillés : projection.

dans laquelle les coefficients a®)(¢) sont obtenus par résolution du systéme (7) et ou les
parameétres « et 3 sont des termes de pénalisation.

L’introduction de multiplicateurs de Lagrange &;(t), ¢ = 1,-- - , Nyq permet alors de trans-
former le probléme de minimisation de la fonctionnelle (8) sous les contraintes imposées par
le systéme (7) en un probléeme de minimisation sans contrainte d’une fonctionnelle Lagran-
gienne (Gunzburger, 1995). On obtient, aprés manipulations, un systéme optimal constitué par
les équations d’état (7), par des équations adjointes (9) qu’il faut résoudre de 7" a 0 (car elles
sont munies d’une condition terminale &;(7") = 0) et par des conditions d’optimalité du premier
ordre (10) et (11) qui ne sont vérifiées que lorsque le minimum est atteint.

Les équations adjointes sont données par :

Ngal Ngal
de, Z.
di ==Y | Bis +7(t) Fis + Y (Cx + Ciri) a® | & — 207 ©)

La condition d’optimalité pour I’amplitude est donnée par :

Ngal

T o~
5A = / ad +sin(rSit) 3 A &) | dt (10)
0 i=1
ou
Ngal
A(t) = 218, cot(2mSyt)D; + &; + Z Fij a9 + 2Asin(215,t)G;
j=1

La condition d’optimalité pour le nombre de Strouhal est :
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T Ngal
55, = / BS, + (274) cos@nSit) 3 8t (1) | dt (11)
0 i=1
ou
_ Ngal
Sy(t) = [1 — (27S,t) tan(2rSyt)]| Di + ¢ | £ + Y Fyya¥) | + 2At sin(2r5,t)G;
j=1

5.2 Controle optimal par méthode adaptative et réduction de dynamique

Si il est maintenant clairement établi (Prabhu et al., 2001) qu’un modéle réduit de dy-
namique déterminé pour une configuration non contrdlée de I’écoulement ne permet pas de
représenter la dynamique contrdlée de celui-ci, il est cependant permis d’espérer que dans une
certaine région de I’espace des parameétres de contrble dite région de confiance, ce modéle
d’ordre faible puisse &tre utilisé pour résoudre le systéme optimal. On comprend alors aisément
gu’il soit nécessaire de reconstruire au cours du processus d’optimisation le systéme dynamique
d’ordre faible, la difficulté étant de déterminer quand il est nécessaire de le faire. Une premiere
approche naive, dite méthode adaptative, a été proposée par Ravindran (2000). Le principe en
est le suivant : partant de paramétres de contrdle initiaux A©®) = 3, S,fo) = 0, 5, on détermine
par simulation numérique de I’écoulement des réalisations qui sont utilisées pour construire
le modeéle d’ordre faible (7) représentatif de la dynamique contrélée. On résoud ensuite les
équations adjointes (9) puis on détermine par les équations (10) et (11) les variations des va-
riables de contrdle 6 A et 4.5, que I’on utilise, via un algorithme de plus grande descente couplé
a une méthode de recherche linéaire, pour déterminer les nouveaux paramétres de contrdle A
et S,fl). On itéere alors cette procédure jusqu’a ce que la réduction de la fonctionnelle colt soit
jugée suffisante ou que le contrdle n’évolue plus entre deux itérations successives.

La méthode qui vient d’étre décrite a été mise en oeuvre. Les premiers résultats sont les
suivants. On trouve apres deux itérations de la boucle d’optimisation que les paramétres de
controle sont égaux &8 A = 2,986 et S; = 0,697 correspondant a une réduction relative de 4%
de la fonctionnelle colt définie par (8).

6 Conclusions et perspectives

L’application de méthodes de contrdle actif a des écoulements a fort nombres de Reynolds
autour de géométries complexes reste d’un codt de calcul prohibitif, nécessitant le développement
de modéles réduits de dynamique décrivant I’essentiel des phénomeénes. Dans cette étude, un
modeéle réduit de la dynamique contrélée de I’écoulement a été développé par POD. A I’aide
d’une méthode adaptative proposée par Ravindran (2000), ce modele a été utilisé comme équation
d’état dans le systéeme optimal déterminé dans le but de réduire I’instationnarité du sillage par
contréle. Les premiers résultats de la boucle d’optimisation sont encourageants. L’approche
proposée par Ravindran (2000) est actuellement confrontée a une méthode d’optimisation a
région de confiance, utilisant des modeéles réduits de dynamique construit par POD, récemment
proposée par Fahl (2000) et intitulée TRPOD (Trust Region POD).
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