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Résune :

L'objectif de cettectude est de minimiser, par rotation sinidae, le coefficient de tiaée moyen d’un cylindre
circulaire en regime laminaire. Une prdure d’optimisation couplant méte réduit par POD et réthodea
région de confiance (TRPOD) est utles Cette approche condditune €duction du coefficient de fisgee de 30%
pour un cdit de calcul limié.

Abstract :

The objective of this study is the mean drag minimizatioreunatary control of the cylinder wake in the laminar
regime. The optimization problem is solved by a proceduat tlouples POD reduced order models and trust
region method (TRPOD). Finally, 30% of relative mean draguetion is found for reduced numerical costs.
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1 Introduction

1.1 De l'intérét de la reduction de mockles en contdle d’@coulement

Les caits de calcul (CPU, Bmoire) liesa la esolution des proBmes d’optimisation sont
tellement importants que cette approche devient in&esguix applications du cobte actif en
boucle fernée, pour lesquelles le cobteur a besoin de&terminer son action en tempset.
Dans cette communication, nous proposons&geudre le prokime d’optimisation assaeiau
contdle d’écoulement par une @&hode de confile optimal dans laquelle lequations Btat
ne sont plus consti@tes par legquations de Navier-Stokes mais par un Bledéduit de dyna-
mique de lécoulement condlé construit par PODRroper Orthogonal DecompositipnCette
technique, introduité l'origine en Turbulence [1] afin d’extraire les Structufésherentes,
permet dévaluer une base, optimale au sens éedtrgie, qui peldtre utili€e par la suite pour
construire par projection de Galerkin sur Egguations du mouvement un nedd eduit de dy-
namique de Bcoulement conbié [2]. En cepit de I'optimali€ énergtique de la base POD,
il pardt cependant difficile de construire une fois pour toute, ebutl du processus d’optimi-
sation, une base POD capable @erire 'ensemble degcoulements susceptiblestte ren-
conties par le systme au cours du processus d’optimisation (voir discussiemeeen [3]). Une
réactualisation de la base POD au cours du processus d’eptiori semble donc incontour-
nable, la difficulé consistank determiner le momenttoune nouvelle&solution degquations
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de Navier-Stokes eséressaire powrvaluer une nouvelle base POD. Par la suite, nous utilise-
rons un algorithme @&omné TRPOD pouiTrust Region POD}M4] qui couple neéthode d’opti-
misationa region de confiance et mekks eduits POD (voir section 2).

1.2 Configuration de I'etude

Dans cetteetude, nous cherchomscontbler le sillage instationnaire existant en aval d’un
cylindre circulaire (figure 1) pour un nombre de Reynokis = 200 (Re = % avecU,,
vitessea l'infini amont du cylindre,D son diangtre etv, la viscosié cirematique du fluide).
L’ écoulement est congie comme incompressible et le fluide est su@pdsqueux et Newto-
nien.

FIG. 1 — Repésentation s@matique de notre  FIG. 2 —Ecoulement non coriité (y = 0).
configuration decoulement conlé mockle.

La dynamique d’'urécoulement de sillage eregime laminaire est cardgisee par son
nombre de Strouh&lt defini commeSt = % ou f estla fquence caragtistique du compor-
tement @riodique de Ecoulement (Fig. 2). Le coritle de 'écoulement est exex@ar rotation
instationnaire du cylindre autour de sangratrice. Soifl’r la vitesse tangentielle du cylindre,
le paranétre de confile du probéme esty(t) = Vr(t)/Us. Poury = 0, I'@écoulement sera dit
non contblé. Dans la suite, nous recherchons la loi de @eaty sous forme harmoniquiee.
telle que :

v(t) = Asin (2w St st)

ou I'amplitude A et le nombre de Strouhal dercageSt; correspondent aux deux dégr
de libergé du contole.

2 Optimisation par méthodesa région de confiance et moeles eduits POD

Dans cette section, seul le principe de lathode sera expésPour tous lesé&tails et en
particulier les preuves de convergence, le lecteur estdarise &férera [4, 3].

L'objectif est de &soudre le prokeime d’optimisation :

min J(¢yg(c), € 1)

CcR™

ou J : R™ x R* — R est la fonction objectif et ¢, ¢(c) et c repesentent respecti-
vement les variables @tat obtenues paésolution nurérique de€quations du sysme et les
variables de conble. L'indice N S signifie que legquations ctat qui relient les variables de
contdle c aux variables dtat sont legquations de Navier-Stokes. Il est possible, paolution
d’'un syséme dynamique d’ordreeduit, de reconstruire ces variables par utilisation dloase
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POD. En notant ., ces variables, le probine (1) peuétre remplae par une suite de sous-
problemes de la forme

min J(¢pop(c), ). 2

CcRn

Or, le mockle eduit de dynamique construit par POD ne ésante la dynamique dé&toule-
ment contdlé que sur uneégion limitee de I'espace des paratres de condie diterégion de
confiancePosong\, le rayon de la&gion de confiance e}, les paramgtres de conéile obtenus
pour un ieré k. Pourévaluer la fonction7 (¢ s(ck), cx), il est recessaire deé&erminer les
variablesg ¢ (c;). Ces variables sont obtenues pasalution deg€quations de Navier-Stokes.
Lors de cetteé@solution, il est possible d’extraire desatisations (snapshots) détoulement
contlé, et ainsi de grérer une base POP®;}i_, . . Cette base est utik® pour construire
un mockle d’ordre faible. L'inégration temporelle de ce melé d’ordre faible permet de re-
construire les champg (¢ ), et donc dévaluer la fonction7 (¢ pop(ck), ). On cEfinit
ensuite la fonction

mi(Crs1) = mi(ex + s1) = T (dpop(cr + s1), cx + st 3)
comme fonction moele de la fonction objectif

flewr) = fler + sk) = T(dns(cr + sk), e + Sk), (4)

a l'intérieur de lagion de confiancgs|| < Ay.
On est alors amé résoudre le proeime

én]iRn mi(cr + 8) sous les contraintes||s|| < Ay. 5)
E n

Il faut ensuiteévaluer la performance des nouveaux partes de confile ¢, = ¢; + sk
obtenus parésolution du prolme (5). On compare ainsi l&droissanceéelle de la fonction
objectif,ared, = f(c,+sk) — f(ck), @la cecroissance pdite par la fonction magle,pred,, =
my(ck+8s,)—my (e ). Sila decroissance de la fonction objectif estéegonne, en comparaison
de celle obtenue par la fonction n#ld, le pasc,.,; = ¢, + s est acce@ et le rayon de
confiance est augmea I'itéré suivant. Si la @croissance est jég moyenne, le pas est ac@pt
et le rayon de confiance est maintenu. Enfin, sidardissance est jég mauvaise, le pas est
refu$ et le rayon de confiance est dimiwAfin d’évaluer la valeur de la fonction objectif
au pointeg.1, f(cr + si), il est recessaire deéerminer une nouvelle solution du nede de
précision,¢ y ¢(ci. + si). Un autre jeu degalisations, qui correspond au houveau dietey, ;,
est disponible. Ce jeu sert alaxsconstruire un nouveau mele eduit, qui est re@sentatif de
la dynamique modiéie par application des paratres de confle ¢, ;.

3 Application a la réduction de trainée d’'un cylindre ciculaire

3.1 Definitions des fonctions objectif et moeéle

Afin de simplifier les notations futures, on introduibferateur de trénéeCp, comme :

Cp:RP—R

1 Ou 1 Ju (6)

3
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ou U = (u, v, p)T est le champ vectoriel correspondant aux variables deseites de
pression e, le coefficient de traée instationnaire. Les variableset p présentes dans la
relation (6) peuvenétre obtenues soit pagsolution du moéle de Navier-Stokes, soit par re-
constructiora I'aide d’'un moele d’ordre eduit bag sur la POD. En effet, dans ceétide, une
base PODP, repesentative des champs de vitegst v, ainsi que du champ de pressioaéte
déetermiree [3]. Par ailleurs, afin d’aétiorer la robustesse du mele ©duit de dynamique, la
base propre PODé&lermiree pour un paragtre de confile ¢ donrg, aéte augmersée en ajou-
tant NV,,., modes de noiquilibre, suivant en cela la predure @crite dans [6]. Les champs de
vitesse et de pression peuvent alors @eonposer sur la base propre POD comme :

Ngal Ngal+Nnﬁq

Uz, t) =7(c, Y Ucm)+ > a;(t)®i(x) + Y ai(t) i(x), 7

i=0 i=Ngar+1

(.

—_— ———
modes POD Galerkin modes de noréquilibre

ou U, est une solution particére deséquations de Navier-Stoke€t@rmiree de telle
mankere que les fonctions propres soient hogrogs sur le bord du domaine.

Le syseme dynamique POD d’ordréduit, de dimensioV,,; + N,., + 1, est alors de la
forme [3] :

d i Ngar+Nrneq Ngat+Nneq Ngai+Nneq
. Z Bija;(t Z Z Ciji a;j(t)a(t)
8a
+D; dﬁy—k &+ gagj:v"eq Fija;(t) | v(e, t) + G(e, t) -
dt ’ — R ’ ' T

avec les conditions initiales suivantes :
a;(0) = (u(z, 0), ®i(z)). (8b)
En notantgys(c) = (uns, vns, pns)” €t @pop(crop) = (urop, vrop, Prop)”, la

fonction objectif est

€)= Tbuste) = 7 [ Colduste)

et la fonction objectif moeéle, introduite et justiie dans [3], est
gal+Nneq
mk(c) = (Q-"POD / Z t)N; dt,

Pour Esoudre le sous-praithe d’optimisation (5), le plus simple consisteésoudre le
syséme optimal construid I'aide du moeéle duit de dynamique POD. Ce sgste optimal
est constité des systmes etquations suivantes [3] :

— syséme détat(8)
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— syséme adjoint

Ngal+Nneq Ngal+Nneq

d&(t) 1
S ]Zo Bii + (e, t) Fji + % (Cjix + Cina) ax(t) | &(1) = =N
(99)
muni des conditions terminales suivantes :
&(T) = 0. (9b)
— conditions d’optimalié
T [ Ngalt+Nneq
Vel = > Li| Vevdt, (10)
0 i=0
avec
de; Foe e
L; = —Epz‘ +& | &+ jzo Fija; + 27(c, t)G;

Ce syséme peuttre esolua I'aide d’'une néthode iérative ccrite dans [3].

3.2 Reésultats nunériques et observations

Finalement, les paragtres de coniile obtenus sondt = 4,25 et St; = 0,738 [3]. Ces
parangtres sont dtermirés en une dizaine détations (10 &solutions du mogle de Navier-
Stokes). Cesésultats sont semblablasceux pedits par exprimentation nurarique. Les pa-
rametres de confile, obtenus par gthodesa region de confiance, convergent vers les pa-
rametres de conéile optimaux, et ce, quels que soient les partes de conéile initiaux uti-
lises. Ceci prouve la performance et la robustesse deethade d’optimisation &krite ici.

La figure 3 repesente evolution temporelle du coefficient de inae, pour unécoulement
non contblé et pour Iecoulement fore par les paragtres de conéile optimaux. Cesésultats
sont compas avec les coefficients obtenus pod@cbulement de base stationnaire instable.
Cet écoulement deéference grere le coefficient de tiaée le plus faible pour la configura-
tion étudiée [7]. Le coefficient de tiaée moyen passe d’'une valeegalea 1,39 dans le cas
non contdblé a une valeuggalea 0, 99 lorsque les paragires de conéile optimaux sont ap-
pliqués. Une eduction relative d80% est obtenue. La valeur du coefficient deinée pour
I’écoulement conilé s’approche de celle obtenue powcbulement de base stationnaire in-
stable C'p = 0,94). Par ailleurs, la dynamique de la vort&Eiaégalement un comportement
similaire (voir Fig. 4).

4 Conclusions

Une pro@dure d’optimisation couplant@&hodes région de confiance et mekks Eduits
bas®s sur la POD @&te mise en ceuvre afin de minimiser le coefficient dené@ moyen du
cylindre. Les paramtres de conéile optimaux obtenus dans ce#ttude sontd = 4,25 et
Sty = 0,738. Laréeduction relative du coefficient de inee moyen estgalea30%. Par ailleurs,
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(a) Ecoulement conélée ~(t) = Asin(2xStst),

S LR
G A=4,25etSt; =0,738.
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1
09— 50 5 100 }
unites de temps (b) Ecoulement de base stationnaire instable.

FiG. 3 - Evolution temporelle des coefficients FIG. 4 — Iso-contours de vorti@&t
de trdnée.

I'utilisation de nméthodesa region de confiance prouve mathatiquement la convergence des
paranetres de conéile obtenus sur le mede eduit vers les paraatres de conéile optimaux du
syskéme Navier-Stokes. En outre, cettétimode permet deeduire consiérablement les dds

de calcul. Ainsi, le systme optimal obtenu en utilisant un m#d POD en lieu et place du
mockle de Navier-Stokes comme Syste détat, permet de stockén0 fois moins de valeurs
numériques et estsolu environt fois plus rapidement.
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