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Résuḿe :

Cette communication présente une synthèse des travaux réaliśes par notre groupe sur le contrôle de l’́ecoulement
de sillage laminaire en aval d’un cylindre circulaire. L’objectif est de d́emontrer, qu’il est possible, moyennant
certaines pŕecautions qui seront d́ecrites, de ŕesoudre un problème de contr̂ole d’écoulement par une procédure
couplant contr̂ole optimal ou sous-optimal et un modèle ŕeduit de dynamique construit par POD. Cette approche
conduità une ŕeduction relative du coefficient de traı̂née moyen de l’ordre de 25̀a 30% pour des côuts de calcul
limités.

Abstract :

This communication presents a synthesis of the work done by our group on the control of the circular cylinder wake
in the laminar regime. The objective is to demonstrate that,with some care which will be described, a flow control
problem can be solved by a procedure that couples an optimal or suboptimal control approach and POD reduced
order models. This approach leads to a relative mean drag reduction of about 25 to 30 % for reduced numerical
costs.

Mots-clefs :

Contr ôle optimal ; r éduction de mod̀ele ; POD ; méthodeà région de confiance ; sillage ;
cylindre ciculaire ; tra ı̂née.

1 Introduction

1.1 De l’intérêt de la réduction de mod̀eles en contr̂ole d’écoulement

Ces dernìeres anńees, les industriels du domaine aéronautique et automobile ont apporté un
regain d’int́er̂et au contr̂ole actif d’́ecoulements et̀a l’optimisation de formes áerodynamiques.
Formellement, ces problèmes se ram̀enentà minimiser une fonction objectifJ (coefficient de
trâınée, concentration de polluant, bruitémis,...) en fonction den param̀etresc = (c1, c2, · · · , cn)T

∈ R
n (vitesse de soufflage/aspiration, flux de chaleur, paramètres de formes,...) sous certaines

contraintes (́equations de Navier-Stokes, contraintes géoḿetriques,...). Grossièrement, les dif-
férentes ḿethodes de résolution existantes peuventêtre clasśees en deux catégories, lesméthodes
de type descentequi nécessitent au minimum une approximation du gradient de la fonction ob-
jectif, et lesméthodes stochastiquesdont le principe consistèa étudier l’́evolution d’une po-
pulation d’individus au cours de géńerations successives (algorithme géńetique, ḿethode du
simplexe, ...). Quelle que soit l’approche envisagée, les côuts de calcul (CPU, ḿemoire) líesà
ces ḿethodes de résolution sont tellement importants qu’elles deviennent inadapt́ees aux appli-
cations du contr̂ole actif en boucle ferḿee, pour lesquelles le contrôleur a besoin de d́eterminer
son action en temps réel. Une alternative consisteà ŕesoudre ces problèmes en d́ecrivant la dy-
namique des ph́enom̀enes non plus par des modèles pŕecis, mais côuteux en ŕesolution, mais
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par des mod̀eles approch́es dits ŕeduits. En ḿecanique des fluides, la méthode actuellement
la plus utiliśee est la POD ouProper Orthogonal Decomposition. Cette ḿethode, introduite
en Turbulence par Lumley [1] afin d’extraire les Structures Cohérentes pŕesentes au sein d’un
écoulement turbulent, permet d’évaluer une base, optimale au sens de l’énergie, qui peut̂etre
utilisée par la suite pour construire par projection de Galerkin sur leséquations du mouvement
un mod̀ele ŕeduit de dynamique de l’écoulement contrôlé [2]. Finalement, ce modèle ŕeduit rem-
place leśequations de Navier-Stokes commeéquation d’́etat lors de la ŕesolution du probl̀eme
d’optimisation par une ḿethode de contrôle optimal [3].

Cette communication présente une synthèse des travaux réaliśes par notréequipe sur une
configuration mod̀ele d’́ecoulement d́ecolĺe constitúee par le sillage laminaire de l’écoulement
en aval d’un cylindre de section circulaire (section 1.2). L’objet est de d́emontrer qu’il est
possible, moyennant certaines précautions qui seront justifiées intuitivement (section 2) puis
décrites (sections 3 et 4), de résoudre un problème de contr̂ole d’écoulement par une approche
liant contr̂ole optimal et ŕeduction de mod̀eles par POD. Nos travaux ayant fait l’objet d’ex-
pośes d́etaillés au cours des différentes ŕeunions d’avancement du GDR, nous avons choisi ici
de limiter la pŕesentation aux principes des méthodes de contrôle mises en œuvre ainsi qu’aux
résultats les plus pertinents. De manière syst́ematique, le lecteur sera prié de se ŕeférerà d’autres
publications pour toutes les précisions, en particulier algorithmiques.

1.2 Configuration de l’étude

L’objectif géńeral de l’́etude est de contrôler le sillage instationnaire existant en aval d’un
cylindre circulaire (figure 1). L’́ecoulement est considéŕe comme incompressible et le fluide est
suppośe visqueux et Newtonien.
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FIG. 1 – Repŕesentation sch́ematique de notre
configuration d’́ecoulement contrôlé mod̀ele.
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FIG. 2 – Evolution du coefficient de traı̂née
moyen en fonction du nombre de Reynolds.
Comparaison entre l’écoulement naturel et
l’ écoulement de base stationnaire instable.

La dynamique d’uńecoulement de sillage en régime laminaire est caractériśee [4] par son
nombre de ReynoldsRe, défini commeRe = U∞D

ν
où U∞ est la vitessèa l’infini amont du

cylindre,D son diam̀etre etν, la viscosit́e cińematique du fluide, et par son nombre de Strouhal
St défini commeSt = f D

U∞

où f est la fŕequence caractérisitique du comportement périodique
de l’écoulement (Fig. 2). Le contrôle de l’́ecoulement est exercé par rotation instationnaire
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du cylindre autour de sa géńeratrice. SoientR le rayon du cylindre, eṫθ le taux de rotation
instantańe de celui-ci, on construit un paramètre de contr̂ole adimensionnelγ(t) comme le
rapport de la vitesse tangentielle du cylindreVT sur la vitessèa l’infini amont :

γ(t) =
VT (t)

U∞

=
Rθ̇

U∞

.

Pourγ = 0, l’ écoulement sera dit non contrôlé. SoientA, l’amplitude, etStf , le nombre de
Strouhal deforçage, caract́eristiques de l’́ecriture sous forme harmonique de la loi de contrôle
γ :

γ(t) = A sin (2πStf t) ,

nous cherchons̀a d́eterminer les param̀etresc = (A, Stf )
T qui minimisent le coefficient

de trâınée moyen de l’́ecoulement,i.e., à faire tendre l’́ecoulement vers la solution de base
stationnaire instable (figure 2).

2 Résolution d’un problème d’optimisation par modèles ŕeduits

2.1 Principe de la POD

Dans cettéetude, nous avons fait le choix d’utiliser pour base réduite d’approximation
de l’écoulement, une base détermińee par POD, en raison de son optimalité de convergence
énerǵetique. Plus pŕeciśement, nous avons retenu un des avatars de la POD, la méthode des
Snapshots dont le principe est le suivant. Partant deN réalisations de l’́ecoulement́evalúees
à des instants différents{v1, · · · ,vN}, on d́etermine les valeurs et vecteurs propreswi, i =
1, · · · , N de la matrice de corrélations des donńees, puis, on construit une nouvelle base ortho-
normée par

Ui =
N∑

j=1

wj
i vj

où wj
i est laj ème composante duième vecteur proprewi. Par construction, les vecteurs propres

VPOD = {U1, · · · ,UN} sont ranǵes dans l’ordre d́ecroissant en fonction de l’amplitude de la
valeur propre associée. Si la d́ecroissance des valeurs propres est suffisamment rapide, alors on
peut choisir un sous-espace{U1, · · · ,Un} deVPOD comme espaceVred sur lequel ŕealiser la
projection de la dynamique de l’écoulement. Pour que la base soit effectivement réduite, il faut
quen ≪ N .

2.2 Discussion ǵenérale

Les gains attendus par les approches par réduction de mod̀ele reposent sur l’hypothèse
qu’une ŕeduction esta priori possible. Or, d’un point de vue de la théorie de l’information,
la POD s’interpr̀ete comme une ḿethode qui supprime l’information redondante contenue dans
l’ensemble des ŕealisations de la base de données utiliśee pour construire la base réduite. En
d’autres termes, une base POD est incapable de représenter une information qui n’était pas
contenue initialement dans la base de données utiliśee pour la d́eterminer.

Une condition, ńecessaire (mais pas suffisante), d’utilisation de modèles ŕeduits construits
par POD en contr̂ole d’écoulements repose donc sur la géńeration d’une ”bonne” base de
donńees. Id́ealement, on aimerait construire une base de données qui contienne toute l’infor-
mation ńecessairèa la ŕesolution ult́erieure d’un probl̀eme d’optimisation par modèle ŕeduit. A
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défaut, on souhaiterait que cette base de données contienne autant d’information que possible.
Mais le probl̀eme n’est pas simple. Pour s’en convaincre, considérons un probl̀eme d’optimisa-
tion quelconque posé dans l’espace des paramètres (figure 3(a)). En supposant connu le chemin
qui mèneà l’optimum avec le mod̀ele pŕecis, la construction de la base de données POD serait
facile à ŕealiser, il suffirait pour cela de considérer des ŕealisations de l’espace des paramètres
situées ”suffisamment proches” du chemin vers l’optimum (figure 3(b)). Chacun deśetats suc-
cessifs du processus d’optimisation pouvant alorsêtre d́ecrits par la base réduite, il existerait des
garanties importantes pour que le modèle ŕeduit construit surVred soit utilisable pour d́eterminer
l’optimum. La difficulté pratique est que ce chemin n’est naturellement pas connu. Sans autre
information sur le systèmeà optimiser (et en particulier sur la valeur des paramètres optimaux
que l’on recherche), il y a de forte probabilité qu’en prenant ”au hasard” les réalisations de la
base de donńees, celles-ci ne soient d’aucune utilité pour ŕesoudre le processus d’optimisation
(figures 3(c) et 3(d)).

(a) Configuration ǵeńerale. (b) Echantillonnage id́eal.

(c) Echantillonnage inadapté. (d) Echantillonnage inadapté.

FIG. 3 – Repŕesentation sch́ematique d’un problème d’optimi-
sation dans l’espace des paramètres de contr̂ole. −−−− chemin
d’optimisation, conditions initiale� et terminale� du processus
d’optimisation,• réalisation utiliśee pour la base de données.
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FIG. 4 – Repŕesentation
sch́ematique de l’optimisa-
tion par ḿethode adaptative
et ŕegion de confiance.

Dans ces conditions, comment procéder pour choisir ”au mieux” les réalisations̀a utiliser
pour construire la base réduite ? A l’heure actuelle, il n’existe pour ainsi dire pas de méthode
syst́ematique, rationnelle et efficace pour géńerer ces ŕealisations. Une façon de procéder consiste
à exciter l’́ecoulement de manièread-hocafin de construire des réalisations qui possèdent la dy-
namique la plus ”riche” possible. Cette méthode est mise en œuvre avec un certain succèsà la
section 3 et conduit̀a une solution sous-optimale. L’inconvénient est que la construction de la
base de donńees ne repose sur aucune base théorique śerieuse. Une autre ḿethode consistèa
utiliser une ḿethode adaptative par laquelle on construit pasà pas la solution optimale dans
l’espace des param̀etres de contr̂ole (figure 4). Ainsi, les contraintes sur la détermination des
réalisations ne sont plus aussi fortes que préćedemment car chaque base réduite ne doit plus
repŕesenter qu’une zone limitée de l’espace des paramètres. L’inconv́enient est qu’il faut alors
déterminer le moment òu la base ŕeduite n’est plus en mesure de représenter correctement le
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mod̀ele pŕecis. Pour prendre en compte cette difficulté, nous utiliserons̀a la section 4 un al-
gorithme d́enomḿe TRPOD pourTrust Region POD[5] qui couple ḿethode d’optimisatioǹa
région de confiance et modèles ŕeduits POD. La solution sera alors optimale.

3 Contrôle sous-optimal

La méthode d’optimisation mise en œuvre pour le contrôle sous-optimal est représent́ee de
manìere sch́ematique sur la figure 5. Cette approche a fait l’objet de la publication [6] dans
laquelle le lecteur pourra trouver de nombreux compléments.

Initialisations
γ(t) = γe(t)

Résolution du système
de Navier-Stokes

Construction d’une
base POD ǵeńeraliśee

Résolution du système
optimal d’ordre ŕeduit

boucle ferḿee sur le mod̀ele ŕeduit

γ(0)(t) = γe(t)

γopt(t)

FIG. 5 – Repŕesentation sch́ematique de l’ap-
proche par contr̂ole sous-optimal.

Résolution et stabilisation
du syst̀eme d’́etat

Résolution du système
adjoint

Evaluation de la
condition d’optimalit́e

Minimisation deJ
(gradient conjugúe & Armijo)

an, γ(n)(t)

an, γ(n)(t), ξn

∇γJ
(n)

γ(n+1)(t)

γ(n)(t) = γe(t) γopt(t)

Résolution du système optimal d’ordre ŕeduit

FIG. 6 – Repŕesentation sch́ematique de la
résolution du système optimal.

Puisque la base POD n’est pas réactualiśee au cours de la résolution du processus d’opti-
misation, le d́eveloppement d’un modèle POD pŕecis et robuste permettant en outre de décrire
l’ensemble des dynamiques intermédiaires susceptibles d’être rencontŕees devient capital. Pour
cette raison, des fonctions de base PODΦk dites ǵeńeraliśees ont́et́e évalúeesà partir d’une
base de donńees obtenues après avoir impośe au cylindre une excitation temporelleγe ad-hoc
décrite math́ematiquement par l’expression :

γe(t) = A1 sin(2πSt1 t) × sin(2πSt2 t − A2 sin(2πSt3 t))

où A1 = 4, A2 = 18, St1 = 1/120, St2 = 1/3 etSt3 = 1/60.

Par ailleurs, le contr̂ole instationnairéetant appliqúe aux frontìeres du cylindre, il est préférable [2]
de d́ecomposer le champ de vitesse sous la forme :

u(x, t) = um(x) + γ(t) uc(x) + ũ(x, t)

= um(x) + γ(t) uc(x) +

NPOD∑

k=1

ak(t)Φk(x)
(1)

où um(x) est le champ de vitesse moyen calculé par moyenne d’ensemble sur lesNPOD

réalisations de la base de données POD et òu uc(x) est un champ de vitesse vérifiant des condi-
tions aux limites homog̀enes sur le cylindre.

En outre, apr̀es projection de Galerkin deśequations de Navier-Stokes sur lesNgal (≪
NPOD) premiers modes POD, un modèle ŕeduit de dynamique représentatif de la dynamique
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contr̂olée de l’́ecoulement est obtenu :

d ai(t)

d t
=Ai +

Ngal∑

j=1

Bij aj(t) +

Ngal∑

j=1

Ngal∑

k=1

Cijk aj(t)ak(t)

+ Di

d γ

d t
+


Ei +

Ngal∑

j=1

Fij aj(t)


 γ + Giγ

2.

(2)

où les coefficientsAi, Bij, Cijk, Di, Ei, Fij et Gi ne d́ependent que deΦ, um, uc et du
nombre de ReynoldsRe.

En pratique, leśequations (2) sont intégŕees en temps par une méthode de Runge-Kutta
d’ordre4 à partir des conditions initiales

ai(0) = (u(x, 0), Φi(x)), i = 1, · · · , Ngal (3)

ce qui donne des coefficients temporelsai(t) de pŕediction.
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C
D

unités de temps

FIG. 7 – Comparaison de l’évolution tempo-
relle des coefficients de traı̂née dans le cas
non contr̂olé (traits pleins) et dans le cas où
le contr̂ole sous-optimal est appliqué (poin-
till és).

FIG. 8 – Iso-vorticit́es pour l’́ecoulement
contr̂olé (γ = γsopt) à t = 150. Les
lignes discontinues correspondent aux valeurs
négatives.

Finalement, le champ de vitesseétant seul représent́e dans la d́ecomposition (1), il nous a
ét́e impossible de choisir pour fonctionnelle coût la trâınée áerodynamique du cylindre. Par
conśequent, nous avons minimisé sous contrainte du système d’́etat (2) l’instationnarit́e du
sillagei.e.sonénergie repŕesent́ee math́ematiquement par :

J (ũ, γ(t)) =
α

2

∫ T

0

∫

Ω

‖ũ(x, t)‖2
2 dΩdt +

β

2

∫ T

0

γ2(t) dt

=
α

2

∫ T

0

Ngal∑

i=1

(ai(t))
2 dt +

β

2

∫ T

0

γ2(t) dt.

(4)
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Après des d́eveloppements analytiques, ce problème de minimisation contraint conduità un
syst̀eme optimal constitúe par deśequations d’́etat, deśequations adjointes et des conditions
d’optimalité, syst̀eme que l’on ŕesout de manière it́erative comme il est indiqúe sur la figure 6.

Après convergence du processus itératif, une loi de contr̂ole sous-optimaleγsopt est ob-
tenue. Cette loi s’écrit approximativement sous forme harmonique avecA = 2, 2 et Stf =
0, 53. Lorsque cette loi de contrôle est introduite dans leśequations de Navier-Stokes, plus de
25% de ŕeduction relative de traı̂née est obtenue (figure 7). En comparaison avec la topolo-
gie de l’́ecoulement non contrôlé (figure 2) l’alĺee de Von-Ḱarmán est fortement diminúee et
l’ écoulement tend̀a se symḿetriser (figure 8). Enfin, si ces résultats sont parfaitement com-
parables avec d’autreśetudes utilisant pouŕequation d’́etat leséquations de Navier-Stokes,
l’int ér̂et de notre approche est que nos coûts de calcul (CPU et ḿemoire) sont ńegligeables
devant les leurs, respectivement d’un facteur 100 et d’un facteur 600.

4 Contrôle optimal par méthodesà région de confiance

La méthode d’optimisation mise en œuvre pour le contrôle optimal est repŕesent́ee de manìere
sch́ematique sur la figure 9. Par la suite, seul le principe des méthodes̀a ŕegion de confiance
utilisant des fonctions modèles baśees sur la POD sera présent́e. Pour tous les d́etails et en par-
ticulier les preuves de convergence, le lecteur est prié de se ŕeférerà [5, 7].

Initialisation
c(k) = c(0)

Résolution du système
de Navier-Stokes

Construction d’une
base ŕeduite POD

Résolution du système
optimal d’ordre ŕeduit

boucle sur le mod̀ele de Navier-Stokes

c(k)

c(k+1)

c
fin
opt

FIG. 9 – Repŕesentation sch́ematique de la
méthode d’optimisation avec réactualisation
de la base POD.

Initialisation :c0, résolution du mod̀ele de Navier-Stokes,J0. k = 0.

∆0

Construction du mod̀ele POD
et de la fonction objectif̃Jk

Résolution du système
optimal ŕeduit

sous les contraintes∆k

ck+1 et J̃k+1

Résolution du mod̀ele
de Navier-Stokes

et construction base POD

Jk+1
Evaluation de la performance
(Jk+1 − Jk)/(J̃k+1 − J̃k)

mauvais moyen bon

∆k+1 < ∆k

∆k+1 = ∆k

∆k+1 > ∆k

k = k + 1

k = k + 1

c0

ck ck+1ck+1

FIG. 10 – Sch́ematisation de la ḿethodeà
région de confiance.

4.1 Principe ǵenéral

L’objectif est de ŕesoudre le problème d’optimisation :

min
c∈Rn

J (φNS(c), c) (5)

avecJ : R
m × R

n 7→ R et òu φNS(c) ∈ R
m repŕesente les variables d’état obtenues

par ŕesolution nuḿerique deśequations du système. L’indiceNS signifie que leśequations
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d’état qui relient les variables de contrôle c aux variables d’́etat sont leśequations de Navier-
Stokes. Par ŕesolution d’un syst̀eme dynamique d’ordre réduit, il est possible de reconstruire
ces variables par utilisation d’une base POD. En notantφPOD ces variables, le problème (5)
peutêtre remplaće par une suite de sous-problèmes de la forme

min
c∈Rn

J (φPOD(c), c). (6)

Or, comme il aét́e discut́e à la section 2.2, le modèle ŕeduit de dynamique construit par
POD ne repŕesente la dynamique de l’écoulement contrôlé que sur une région limit́ee de l’es-
pace des param̀etres de contr̂ole diterégion de confiance. Posons∆k, le rayon de la ŕegion de
confiance, etck, les param̀etres de contr̂ole obtenus pour un itéŕe k. Pourévaluer la fonction
J (φNS(ck), ck), il est ńecessaire de déterminer les variablesφNS(ck). Ces variables sont obte-
nues par ŕesolution deśequations de Navier-Stokes. Lors de cette résolution, il est possible d’ex-
traire des ŕealisations (snapshots) de l’écoulement contrôlé, et ainsi de ǵeńerer une base POD
{Φi}

k
i=1,...,NPOD

. Cette base est utilisée pour construire un modèle d’ordre faible. L’int́egration
temporelle de ce modèle d’ordre faible permet de reconstruire les champsφPOD(ck), et donc
d’évaluer la fonctionJ (φPOD(ck), ck). On d́efinit ensuite la fonction

mk(ck+1) = mk(ck + sk) = J̃ (φPOD(ck + sk), ck + sk) (7)

comme fonction mod̀ele de la fonction objectif

f(ck+1) = f(ck + sk) = J (φNS(ck + sk), ck + sk), (8)

à l’intérieur de la ŕegion de confiance‖sk‖ ≤ ∆k.
On est alors amené à ŕesoudre le problème

min
s∈Rn

mk(ck + s) sous les contraintes‖s‖ ≤ ∆k. (9)

Il faut ensuitéevaluer la performance des nouveaux paramètres de contr̂oleck+1 = ck + sk

obtenus par ŕesolution du probl̀eme (9). On compare ainsi la décroissance réelle de la fonction
objectif,aredk = f(ck +sk)−f(ck), à la d́ecroissance prédite par la fonction mod̀ele,predk =
mk(ck+sk)−mk(ck). Si la d́ecroissance de la fonction objectif est jugée bonne, en comparaison
de celle obtenue par la fonction modèle, le pasck+1 = ck + sk est accept́e et le rayon de
confiance est augmenté à l’it éŕe suivant. Si la d́ecroissance est jugée moyenne, le pas est accepté
et le rayon de confiance est maintenu. Enfin, si la décroissance est jugée mauvaise, le pas est
refuśe et le rayon de confiance est diminué. Afin d’évaluer la valeur de la fonction objectif
au pointck+1, f(ck + sk), il est ńecessaire de déterminer une nouvelle solution du modèle de
précision,φNS(ck +sk). Un autre jeu de ŕealisations, qui correspond au nouveau contrôleck+1,
est disponible. Ce jeu sert alorsà construire un nouveau modèle ŕeduit, qui est repŕesentatif
de la dynamique modifíee par application des paramètres de contr̂ole ck+1. L’ensemble de la
proćedure est ŕesuḿe sur la figure 10.

4.2 Application à la réduction de trâınée d’un cylindre ciculaire

Contrairement̀a ce qui avait́et́e ŕealiśe à la section 3, òu l’instationnarit́e du sillagéetait la
fonctionnelle objectif̀a minimiser, ici nous avons considéŕe pour fonctionnelle côut la trâınée
aérodynamique du cylindre. Afin de simplifier les notations futures, on introduit donc l’opérateur
de trâınéeCD comme :
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CD : R3 −→ R

U 7→ 2

∫

Γc

(
pnx −

1

Re

∂u

∂x
nx −

1

Re

∂u

∂y
ny

)
dΓ = CD(t),

(10)

où U = (u, v, p)T est le champ vectoriel correspondant aux variables de vitesse et de pres-
sion etCD, le coefficient de trâınée instationnaire. Dans cette approche, puisqu’il est nécessaire
de pouvoir reconstruire les variablesu etp à l’aide d’un mod̀ele d’ordre ŕeduit baśe sur la POD,
nous avonśetendu [7] la base PODΦi à la pressionp. Par ailleurs, afin d’aḿeliorer la robustesse
du mod̀ele ŕeduit de dynamique, la base propre POD détermińee pour un param̀etre de contr̂ole
c donńe, aét́e augment́ee en ajoutantNneq modes de non-équilibre, suivant en cela la procédure
décrite dans [8]. Les champs de vitesse et de pression peuventalors se d́ecomposer sur la base
propre POD comme :

U (x, t) = γ(c, t) U c(x) +

Ngal∑

i=0

ai(t)Φi(x)

︸ ︷︷ ︸
modes POD Galerkin

+

Ngal+Nneq∑

i=Ngal+1

ai(t)Φi(x)

︸ ︷︷ ︸
modes de non-équilibre

, (11)

où U c géńeralise la fonction de contrôle uc introduite à la section 3. Compte tenu du
développement (11), le système dynamique POD d’ordre réduit devient :

d ai(t)

d t
=

Ngal+Nneq∑

j=0

Bij aj(t) +

Ngal+Nneq∑

j=0

Ngal+Nneq∑

k=0

Cijk aj(t)ak(t)

+ Di

d γ

d t
+


Ei +

Ngal+Nneq∑

j=0

Fij aj(t)


 γ(c, t) + Giγ

2(c, t).

(12)

En notantφNS(c) = (uNS, vNS, pNS)T et φPOD(cPOD) = (uPOD, vPOD, pPOD)T , la
fonction objectif est

f(c) = J (φNS(c)) =
1

T

∫ T

0

CD(φNS(c)) dt,

et la fonction objectif mod̀ele, introduite et justifíee dans [7], est

mk(c) = J̃ (φPOD(c)) =
1

T

∫ T

0

Ngal+Nneq∑

i=0

ai(t)Ni dt,

où Ni = CD(Φi).

Pour ŕesoudre le sous-problème d’optimisation (9), le plus simple consisteà ŕesoudre le
syst̀eme optimal construit̀a l’aide du mod̀ele ŕeduit de dynamique POD défini par (12).

4.3 Résultats nuḿeriques et observations

Afin d’ évaluer la robustesse de cette méthode, diff́erents param̀etres de contr̂ole initiaux,
c0 = (A ; St), ont ét́e utilisés. La figure 11 représente pourc0 = (1, 0 ; 0, 2), les évolutions
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des valeurs de la fonction objectif au cours du processus d’optimisation. La figure 12 montre
la convergence du processus dans l’espace des paramètres de contr̂ole. Quels que soient les
param̀etres de contr̂ole initiaux utiliśes, les param̀etres de contr̂ole obtenus nuḿeriquement
(A = 4, 25 etStf = 0, 738) convergent vers les paramètres de contr̂ole optimaux, ce qui prouve
la performance et la robustesse de la méthode. La ŕeduction relative du coefficient de traı̂née
moyen est́egaleà30% (figure 13). En outre, que ce soit pour la valeur du coefficientde trâınée
de l’écoulement contrôlé ou la dynamique de la vorticité (figure 14), l’́ecoulement contrôlé par
la loi optimale se comporte comme l’écoulement de base stationnaire instable.

L’int ér̂et de l’utilisation de ḿethodes̀a ŕegion de confiance est l’existence de preuves mathé-
matiques de la convergence des paramètres de contr̂ole obtenus sur le modèle ŕeduit vers les
param̀etres de contr̂ole optimaux du système Navier-Stokes. En outre, cette méthode permet de
réduire consid́erablement les côuts de calcul. Ainsi, le stockage mémoire est ŕeduit d’un facteur
600 et le temps de calcul d’un facteur4, permettant ainsi de s’intéresser̀a des configurations
complexes, tant du point de vue de la géoḿetrie que de la dynamique.
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FIG. 11 – Evolution de la fonction objectif en
fonction du nombre d’it́erations. Conditions
initiales :A = 1, 0 etSt = 0, 2.
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FIG. 12 – Evolution des param̀etres de
contr̂ole dans le plan(A, St). Conditions ini-
tiales :A = 1, 0 etSt = 0, 2.

5 Conclusion

Nous avons montré, sur une configuration modèle d’́ecoulement d́ecolĺe, qu’il était pos-
sible, moyennant certaines précautions qui ont́et́e d́ecrites, de ŕesoudre un problème de contr̂ole
d’écoulement par une approche liant contrôle optimal et ŕeduction de mod̀eles par POD. Sans
nul doute, ce type d’approche est une des technologies clés qui permettra, dans un futur proche,
de s’int́eresser au contrôle actif en boucle ferḿee d’́ecoulements complexes.
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FIG. 14 – Iso-vorticit́es pour l’́ecoulement
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