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Introduction

| - Méthodes mathématiques
La théorie du contréle optimal

Réduction de modéle par Décomposition Orthogonale aux valeurs Propres (POD)
Il - Optimisation sans réactualisation de la base POD

lIl - Optimisation avec réactualisation de la base POD
Méthode adaptative

Méthode a région de confiance

IV - Amélioration du modéle réduit
Méthode de construction des coefficients temporels

Méthode de construction de la base spatiale

Conclusions et perspectives



Optimisation de I'aérodynamique interne et externe d’un avion par contrble des
écoulements : un enjeu majeur pour le développement du transport aéronautique

» Optimisation aérodynamique

s Augmentation de 'autonomie en vol
s Diminution de la masse au décollage
— Réduction des colts opérationnels

» Reéduction de I'émission de gaz polluant

» Reéduction de la nuisance sonore
Gain de mancauvrabilité

» Exemple chiffré

» Reéduction 1% consommation mondiale de fuel pour le transport aéronautique

— gain de dépense de 1,25 millions de dollars par jour en colt
opérationnel (valeur en 2002)



® Ecoulement 2D autour d’un cylindre

circulaire a Re = 200

$» Fluide visqueux, incompressible et

newtonien

®» Oscillations du cylindre a une vitesse

tangentielle

v(t) = % = Asin(27Stst)

Castest: A=2et Sty =0,5

I‘sup

Finf

Déterminer les param étres ¢ = (A, Sty I" qui minimisent le
coefficient de train ée moyen

$» Méthode a pas fractionnaires (correc-

tion de pression) en temps

pe

® Eléments finis (P, P;) en espace

Code de calcul développé par M.Braza et D. Ruiz

(IMFT-ENSEEIHT).

R

<N
e

S
<N

YaVAVaY)

NN/

AVAVAV/
]

S

i
hay
AVAV,

I

SNOINININ/N

VAVAVAVAY

AN
N/

Vi

ININININININGS
NONINININ/N/

KT
1
53

L
03
S5

AN

05
K

=

N/

R

AN
/DN

AN
<]

AVAN
A0
S
<>
o

TAVaY s eva
S

K
KR

AV,
YAV,

YaVay

WA

%
v %
KR
YAV 0
RO
X
vivaa
VAVAVL oL oad

i

VAVAVAY
\N\/
VAN
NN/
Q‘;%Av K]
o
AVAVAY,
S ‘VAVAVAVAV

N/
3
I>X<T

o
T

VAV,

<

R
va)

FL

LK
A

\7

Vaviars
\
/\

YAV4

VAVAVAVAY
R0

TAN
VAN
PYAVAVAVAVAN

NANAN

<>

PRI
SRS
VAAVAY

7Y
N
TR NN

A VAVAVAY

K

SRR
AVAVAVAVAVAV.O SVAVAVAVAVAVAY, VAV IS!
T N YAV LV Av S S VAVAVAVAV ROV
3 A VAV NAVAV, S X AVAVAVAVAY, o R SO K
RRNSNNSRRRENINNNORRIINNRORRINN VIR ORIV,
NNNISS N N RRSSSN
N RNSNINRSARRRRRS RN NN
INNNNNSNNNNNNRRRNNINNNNSRNAINANNNNY
K N N N Y N VNV TATATATAA
vAYAYAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV,AVAVAVAVAVAVAVAVAVAY,
AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAY

SN ﬁ
KK
aAA

VAVAVA
VAV

SANSARNSNNNARY

A"
X

9
va¥l
KN

AAVAVAVAVAVA

SAVAVAVAY
%

v

PR A I I I IR IIIKRAAARINANINRIKINRIKINANAAIR
NNNNNNNNNANNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNCOE,
vav VAV AYAVAVAVAYAYAVAVAVAVAVAVAVAAVAAVAYAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVATAT, 4
Y YA A A A A Y AV AV AV AV AV A AV AVAVAVaVaVAVAVAAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA
VAVAVA'AQVAVAAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA 'VAV¢VAVb )
YAVA%

KK
00
\VAVAVAVY %

N\

XOORK]
VAVAVAVAVAV%E
PO
KRS
VAVA%AVE{}"
VAVAVAVN A

\VAVAVAY

%

VAVA

AVAVAY
VAVAVAY

DU
§<ﬂhv
1%; VA

AVaN
N




2.5

2.25

1.75

Cp

15

1.25

Fig.

—&— |écoulement naturel

---©--- écoulement de base|

N
///' \
s
[ N
VAN
“\’\\(1 ST
\ 1
RN f///,/” f
AN
-7 N !
AN

Cp-=

O w
h -}
||||||||P|||||||||||||||||||

0
CD
Chsse = 0,944

Re

. Evolution du coefficient de trainée moyen en fonction du nombre de Reynolds. Comparaison

entre I'écoulement naturel et 'écoulement de base stationnaire instable.

Protas, B. et Wesfreid, J.E. (2002) : Drag force in the open-loop control of the cylinder wake in the laminar
regime. Phys. Fluids, 14(2), pp. 810-826.
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Fig. : Coefficient de trainée moyen en fonction de I'amplitude et de la fréquence de forcage.

Minimum (global?) : Cp = 0,9930 pour A = 4,25 et Sty = 0, 74.




Méthode mathématique permettant de déterminer sans empirisme une loi de commande
a partir de I'optimisation d’une fonctionnelle co(t.

® Equations d’état F(¢,c) = 0;
(Navier-Stokes + C.I. + C.L.)

» Variables de contréle c;
(Soufflage/aspiration, parametres de forme, ...)

® Fonctionnelle objectif 7 (¢, ¢).
(Trainée, portance, ...)

Déterminer les variables de contréle c et les variables d’état ¢ telles que la fonctionnelle
objectif 7 (¢, ¢) soit minimale ou maximale sous les contraintes F (¢, c¢) = 0.




Optimisation avec contraintes =- optimisation sans contraintes
» Introduction de multiplicateurs de Lagrange & (pour chaque contrainte active).

» Fonctionnelle de Lagrange : L(¢, ¢, &) = J(p,¢c)— < F(p,c), & >.
oL oL oL

» Probleme : rendre £ "stationnaire" = déterminer 0L = —d¢ + —dc+ — 6§ = 0.
0 dc o€
oL oL oL
Hypothése : ¢, c et £ indépendantes: —d¢p = —dc = — 3£ = 0.
» Hyp ¢, cetg p a¢¢ 52 0¢ agﬁ
: oL , : ,
— Solution de 8—§5§ — 0: équations d’état F(p,c) =0.
— Solution de a—£5q5 =0: équations adjointes (8_]—") £ = (8_j) :
¢ ¢ ¢
— Solution de a—ﬁéc = 0: conditions d’optimalité (8_j) = (8_]—”) £.
oc oc oc

= Assure un extremum local (minimum)
= Méthode de résolution colteuse en temps CPU

et mémoire pour des systemes de grandes tailles!




"without an inexpensive method for reducing the
cost of flow computations, it is unlikely that the solution
of optimization problems involving the three dimensio-
nal unsteady Navier-Stokes system will become rou-
tine"

M. Gunzburger, 2000




» Proper Orthogonal Decomposition (POD), Lumley (1967).

» Rechercher la réalisation (X)) "ressemblant 2% o
s . . X
le plus” en moyenne aux realisations u(X). ) NS . P
(X = (z,t) € D=Q x RT) =
(%] < 0% o
. hY . g @ ¢ < <
» ®(X) solution du probléme : 3 ANt
2 2 ° o ¢
53 ’ ’ o *Neo | N\e
max(|(u, ®)[%), @] =1 :
o © SN < o ©
. 2 , . . <><> % o .
» Convergence optimale en norme L~ (énergie) N SN axes originaux
de @(X) < Q <><> ©
e . . . R TIN X © X
= réduction de dynamique envisageable. SN 10 i (X)

Lumley J.L. (1967) : The structure of inhomogeneous turbulence. Atmospheric Turbulence and Wave
Propagation, ed. A.M. Yaglom & V.I. Tatarski, pp. 166-178.




» Equivalence avec une équation intégrale de Fredholm :

/ Ri; (X, X0 (X)) dX' = \p@P(X) n=1,.,Npop
D

— R(X, X'’) : tenseur des corrélations spatio-temporelles.

Temps
» Méthode des snhapshots, Sirovich (1987) : \Q;gz‘\ Vs
b & \'o,
Espace $ Oo\
/ C(t,tan(t") dt’ = Apan(t)
T
— C(t,t") : corrélations temporelles.
>
- X
» ®(X) base de I'écoulement : Moyenne spatiale

Npop

u(x,t) = Z an (1) B ().

Sirovich L. (1987) : Turbulence and the dynamics of coherent structures. Part 1,2,3 Quarterly of Applied
Mathematics, XLV N© 3, pp. 561-571.




M Npop
» Contenu énergétique relatif : RIC(M) = > Ak/ >
k=1 =1

Objectif : réaliser une troncature dans la base POD en conservant 99% de I'énergie relative

» Castest: A=2et Sty =0,5= Npop = 361 réalisations sur " = 18
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Indice des modes POD Nombre de modes retenus
Fig. . Spectre énergétique et échelle de coupure Fig. : Energie cinétique relative en fonction du
POD. nombre M de modes POD retenus.

Ngqi = arg m]v'{[n RIC(M) t.q. RIC(Ngq;) >99% = Nggqi = 6!




Fig. : Représentation des 6 premiers modes POD de fluctuations autour du champ moyen
v(t) = Asin(2nStst) avec A =2 et Sty = 0, 5.




» Projection de Galerkin des équations de Navier-Stokes sur la base POD

ou 1
<I>7;,— -V — <I>7;,—V —A :
(20 G + @) = (20 -9p+ 7o)

» Intégration par parties (formule de Green) :

(2 5 (e V)u) =0, V-2 - o (Vo 27, Ve u)

- @)+ (V@ w®,)

avec [a]:/ra,-ndacet(j, E):/

Q Q

]

» Termes de pression "indésirables" : = élimination




» Décomposition du champ de vitesse sur Npop modes :

Npop

u(x,t) = um (x) + v(t) uc(x) + Z ar ()P (x).
k=1

» Systeme dynamique réduit avec N, (K Npop) modes retenus :

( da(t) Ngal gal Ngal
dz =A; + Z Bijaj(t) + Z Z Ciji aj(t)ak(t)
t :

J=1 j=1 k=1
d Ngal

< D | & 3D Fiyag(t) | v+ G

71=1
(ai(0) = (u(z, 0), Pi(x)).

Ai, Bij, Ciji, Di, E;, Fi; et G; dépendent uniquement de @, w.,, uc et Re.




Castest:y = Asin(2nStst), A=2et Sty =0,5.

Erreurs de reconstruction POD ROM = amplification temporelle des modes

p» Causes:

®» Extraction des grosses et moyennes
structures porteuses d’énergie

®» Essentiel de dissipation dans les pe-
tites structures

» Solution :

$» Ajout de viscosités artificielles opti-
males sur chaque mode POD

Fig. : Evolution temporelle des 6 premiers
modes POD.

projection (Navier-Stokes) : a, (t)
prédiction avant stabilisation (POD ROM)




Castest:y = Asin(2nStst), A=2et Sty =0,5.

Erreurs de reconstruction POD ROM = amplification temporelle des modes

p» Causes:

®» Extraction des grosses et moyennes
structures porteuses d’énergie

®» Essentiel de dissipation dans les pe-
tites structures

» Solution :

$» Ajout de viscosités artificielles opti-
males sur chaque mode POD

temps
Fig. : Evolution temporelle des 6 premiers
modes POD.
projection (Navier-Stokes) : a, (t)
prédiction avant stabilisation (POD ROM)
prédiction apres stabilisation (POD ROM).
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Fig. : Comparaison du contenu énergétique de Fig. . Erreur en norme infinie du contenu
chaque mode POD estimé respectivement par éenergétique de chaque mode POD avant et
DNS et par POD ROM. apres stabilisation.

» Bonne concordance entre spectres POD ROM et DNS
» Réduction de I'erreur de reconstruction entre les modes prédits (POD ROM) et projetés
(DNS)

= Validation du modeéle réduit POD

B
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Fig. : Portraits de phase des 6 premiers coefficients temporels a,, sur 18 unités de temps.

& modes DNS; —— modes POD.

Le modéle réduit POD représente correctement une unique dynamique : manque de robustesse ...




Configuration générale.
Fig. : Probleme d’optimisation posé dans I'espace des parametres de contréle.
—— chemin d’optimisation, conditions initiale [ et terminale M du processus d’optimisation.




Echantillonnage inadapté.
Fig. : Probleme d’optimisation posé dans I'espace des parametres de contréle.
—— chemin d’optimisation, conditions initiale [ et terminale M du processus d’optimisation,
e réalisation utilisée pour la base de données.




Echantillonnage inadapté.
Fig. : Probleme d’optimisation posé dans I'espace des parametres de contréle.
—— chemin d’optimisation, conditions initiale [ et terminale M du processus d’optimisation,
e réalisation utilisée pour la base de données.




Echantillonnage idéal.
Fig. : Probleme d’optimisation posé dans I'espace des parametres de contréle.
—— chemin d’optimisation, conditions initiale [ et terminale M du processus d’optimisation,
e réalisation utilisée pour la base de données.




Echantillonnage idéal.
Fig. : Probleme d’optimisation posé dans I'espace des parametres de contréle.
—— chemin d’optimisation, conditions initiale [ et terminale l du processus d’optimisation,
e réalisation utilisée pour la base de données.

$» La base représente toutes les dynamiques le long du chemin d’optimisation
Il - Optimisation sans réactualisation de la base POD
[Ber gmann etal, Phys. Fluids, 17 (9), 2005]




Echantillonnage idéal.
Fig. : Probleme d’optimisation posé dans I'espace des parametres de contréle.
—— chemin d’optimisation, conditions initiale [ et terminale l du processus d’optimisation,
e réalisation utilisée pour la base de données.

La base représente toutes les dynamiques le long du chemin d’optimisation
Il - Optimisation sans réactualisation de la base POD
[Ber gmann etal, Phys. Fluids, 17 (9), 2005]

La base ne représente qu’'une dynamique contrbélée particuliere
lIl - Optimisation avec réactualisation de la base POD




Initialisation
Y(t) = ve(t)

Résolution du systéme

de Navier-Stokes Ysopt (1)
A

base POD généralisée optimal d’ordre réduit

Construction d’une YO (t) = ~e(t) Résolution du systéme

boucle sur le modeéle réduit

Fig. : Représentation schématique de la méthode d’optimisation sans réactualisation
de la base POD.




Objectif : minimiser I'instationnarité du sillage.

» Fonctionnelle colt :

T T [Ngal o
Tar®) = [ @@= [ [ 3 a0+ 5220 | d
i=1
« . parametre de régularisation (pénalisation).

» Equations adjointes :

dam) W Ny
] c;t == > | Bii+vFji+ Y (Ciir +Cjri) ar | &(t) — 2a

j=1 k=1
L &(T) =0.

» Condition d’optimalité :

Ngal Ngal
5y(t) = — Z di Z (5}' + Z Fija; + QQi’Y(t)) & + ay(%).
i=1 i=1 j=1




1 1ERM
Résolution du systeme optimal d’ordre réduit ‘
; Y | E
| , . . . (n) — ~(n+1) L . !
! Résolution et stabilisation v v Minimisation de [J .
! \ iy - : : , . I
: du systeme d’état (gradient conjugué & Armijo) !
a(n), ~(n) v, Jm
Résolution du systéme aln) ~(n) ¢(n) Evaluation de la
I | !
: adjoint condition d’optimalité

Fig. . Représentation schématique du processus de résolution du systeme optimal d’ordre réduit.




» Pas de réactualisation de la base POD.

» Représentativité énergétique a priori difféerente de représentativité dynamique :

— inconveénient possible pour le controle.

— un systeme POD représente a priori uniqguement une dynamique proche de celle
utilisée pour le générer.

» Construction d’une base POD généralisée représentative d’'une plus large gamme de

dynamique :

—excitation d’'un plus grand nombre de degrés de liberté par balayage en amplitudes et
en frequences de v(t).



E ol =

W) - 7)) i
< - Q. 2
4k E .

_5(; L L L L 1|0 L L L L 2|0 L L L L 3'0 L L Ll 4.|0 L L L L 5'0 L L L L éo _50(; L L L L 0.2 L L L L 0.4 L L L L 0.6 L L L L 0-8 L L L L 71

temps St
Fig. : Excitation temporelle ~. imposée au Fig. : Densité spectrale de puissance de
cylindre. I'excitation temporelle ~..

Ye(t) = A1 sin(2w Sty t) X sin(2wStat — Az sin(2w Stz t))
avec Ay = 4, Ay = 18, St; = 1/120, Sto = 1/3 et Stz = 1/60.

» 0 < amplitudes < 4 et analyse de Fourier = 0 < fréquences < 0, 8

» . loi de contrdle initiale dans processus itératif.




1(:):L g 1 I 1 I 1 I 1 I 1 g 11 [ I 1 1 I 1 I 1 I 1 ]
. i ] 1 f_ .
10°F = - ]
- E 09F =
o E 08 3
10| 07F £
- f ] O o06F 3
10°F E ~ - 1
~F —— = E o o5 5
A C
10° ;_ _; 0.3 ;— —;
- i 0.2f =
10°F = - .
g e 0.1 o E
7L Ll Ll Ll Ll L | Ll Ll Ll Ll ]
10 0 10 20 30 40 50 00 10 20 30 40 50
indice des modes POD indice des modes POD
Fig. : Comparaison des spectres de valeurs Fig. : Comparaison du contenu informationnel

propres pour I'écoulement non contrélé (v = 0) relatif pour I'écoulement non contrélé (v = 0) et

et pour I'écoulement manipulé (v = ~.). pour I'’écoulement manipulé (v = ~.).

» Cylindre non controlé, v = 0 :
— 2 modes sur 100 suffisent pour représenter 97% de I'énergie.

» Cylindre excite, v = e :
— 40 modes sur 100 sont nécessaires pour représenter 97% de I'énergie
= Evolution de la robustesse p.r. aux évolutions dynamiques.
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Fig. : Evolution temporelle de la loi de contrdle Fig. : Densité spectrale de puissance de la loi de
Ysopt- controle ysopt-

» Diminution tres importante de l'instationnarité du sillage.
T(ve) =11,85 = T (ysopt) = 3, 70.

YVsopt =~ Asin(2nStyt) avec A =2,2 et Sty = 0,53
» Le contrOle est optimal pour le systéeme POD ROM.

» Le contrble est-il optimal pour Navier-Stokes ?




» Aucune preuve mathématique d’optimalité pour Navier-Stokes.

Ecoulement contr6lé, v = vsopt-

Fig. : Isocontours de vorticité w ., .

» Ecoulement non contrdlé : v = 0 = Sillage asymeétrique.
— (Grosses structures porteuses d’énergie.

» Ecoulement contrélé : v = vsopt = Sillage quasi symétrique.
— Plus petites structures = moins énergétiques.
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Fig. : Comparaison de I'évolution temporelle des
coefficients de trainée dans le cas non controlé
et dans le cas ou le contréle sous-optimal est

appliqué.

» Importante réduction de trainée :

i HHH\

Wll

L

25 50 75 100 125 150
unités de temps

Cr,

-0.5

Fig. : Comparaison de I'évolution temporelle des
coefficients de portance dans le cas non contrélé
et dans le cas ou le contréle sous-optimal est

appliqué.

Cp = 1,40 poury =0et Cp = 1,06 pour v = ysopt (plus de 25%).

» Diminution de 'amplitude de la portance :
Cr =0,68 pourvy =0etCy, =0,13 pour vy = ysopt-




» Contrble optimal Navier-Stokes par He et al. (2000) :

— loi de controle harmonique avec A = 3 et Sty = 0, 75.
= 30% de reduction de trainee.

» Contrble sous-optimal POD ROM (présente étude) :

— loi de controle harmonique avec A = 2,2 et Sty = 0, 53.
= 25% de réduction de trainée.

» Codts énergétiques inférieurs (gain énergétique supérieur ?)

» Temps de calcul :

100 fois inférieur par POD ROM que par NSE ! (idem équations adjointes et
condition d’optimalité)

$» Stockage mémoire :

600 fois moins de variables par POD ROM que par NSE'!




Initialisation

k) _ A(0 .

A

|
|
______________________________________________________________________________________ Lo e e - - - -

boucle sur le modéele de Navier-Stokes

Résolution du systeme

| . - s s
de Navier-Stokes (kD)
Construction d’'une c(k) Résolution du systeme
| | 1
: base réduite POD optimal d’ordre réduit

Fig. : Représentation schématique de la méthode d’optimisation avec réactualisation de la base POD.
Quand avoir recours au modele de Navier-Stokes ?




Echantillonnage idéal.
Fig. : Probleme d’optimisation posé dans I'espace des paramétres de controle.
—— chemin d’optimisation, conditions initiale [ et terminale l du processus d’optimisation,
e réalisation utilisée pour la base de données.

Quand avoir recours au modele de Navier-Stokes ?




» Nécessité de directions non prises | ESpacephysique controle 7

en compte dans la base POD initiale
{éi}i:1,...,Ngal

» Construction de N, modes particuliers

$» \ecteur translation entre le champ
moyen I et le champ moyen I1 :

I—II _ FI11 1
el = ol — B

$» Ajout a la base existante (Gram-
Schmidt)

Espace de contrdle

&1 — LI
Ngar+1 — =0 ' Fig. : Représentation schématique d’une
I III transition de dynamique par utilisation d’'un mode
$ ldem pour ®; , etC... moyen de non-équilibre.

Noack, B.R., Afanasiev, K., Morzynski, M., Tadmor, G. et Thiele, F. (2003) : A hierarchy of low-dimensional
models for the transient and post-transient cylinder wake. J. Fluid Mech., 497 pp. 335-363.




» Décomposition de la vitesse sur Ny, + Npeq + 1 modes :

Ngal Ngal+Nneq
u(z, t) = ao(t) Po(@) +y(c, ) uc(®) + > ai(t) @i(x)+ > ai(t) ®i(w).
— i=1 i=Ngqi+1
champ moyen ~ -

~ (g y
Ve

modes POD Galerkin modes de non-équilibre

» Systeme dynamique avec N, + Nneq + 1 modes retenus (équations d’état) :

( Ngal+Nneq Ngal+Nneq Ngal"'Nneq

da;(t
“O TS Byam+ Y Y CoraBan®)
dt j=0 7=0 k=0
N +N.
d gal neq
) + D; % + | & + Z .7:7;]' a;j (t) ’y(c, t) + gi’y2 (c, t).
oy
( a;(0) = (u(x, 0), ®i(x)).

Bij, Cijk, Di, E;, Fij et G; dépendent de @, u. et Re.
e




Aspects physiques Modes Aspects dynamiques
fonction de contréle U dynamique pré-déterminée
mode écoulement moyen Um, 1 =10 ag = Cste
: 1=
modes POD Galerkin 5 Systeme dynamique
. , 1=
correspondent a la physique de modes déterminés par
I'écoulement intégration du systéme
1 = Ngai ' -
S dynamique (le mode ¢ = 0 peut
modes de non-equilibre 1= Ngqr +1 également étre résolu et
correspondent a des directions - ao = ao(t))
privilégiées i = Ngai + Nneq

Tab. : Descriptif des aspects physiques et dynamiques des modes présents dans la décomposition sur

la base POD, augmentée des modes de non-équilibre.




Eclt. contrélé (I1) moyen ler mode POD de I1 2nd mode POD de I1
%

Mode shiftde I vers I'1 Mode shift de I vers base Fonction de contrble

Fig. : Représentation de modes Galerkin, de la fonction de contréle w., et de modes
de non-équilibre présents dans la base POD




» Opérateur de trainée

Cp:R3—R

1 Ouq 1 Ouj
u — 2 U3Ng — — —Ng — — — Ny | dl'.
T, Re Ox Re 0y

» En variables réduites,

—s Coefficient de trainée réel Navier-Stokes Cp = Cp(U) avec U = (u, v, p)*

< Coefficient de trainée modélisé par POD Cp, = Cp(U) avec U = (%, v, p)T
» Probleme : p n’est pas connu
< La base POD est étendue au champ de pression : & = (&, &P)T
: : 1
= Corrélations avec pression C(t,t") = - / U;(x, t)U; (x,t") dee
Q



» Décomposition

B gal gal+N'rL€q
U(x, t) =v(c, t) Ue(x) + Z ai(t)®i(x)+ Y ai(t) Bi(x).
’L=Ngal+1

7

~ (g y

modes POD Galerkin -~

modes de non-équilibre

» Evolution du coefficient de trainée modélisé par POD

_ Ngal Ngal+Nn6q
CD(CL) = Z ai(t)Ni + Z ai(t)Ni avec N, = CD(fI)Z)
i—0 i=Ngq +1

» Fonction objectif modélisée par POD (coefficient de trainée moyen)

gal+Nneq

J(a) = / Z ai(t)N; dt.




» Systéme dynamique adjoint :

( dg(t) Ngal+Nneq Ngal+Nneq
c;t =- > Biji + (e, ) Fji+ >
) 7=0 k=0
L &(T) = 0.

» Conditions d’optimalité

Ngal+Nn6q

(Cjir + Cjri) ak(t)> £ (t) — %Ni,

T
0

1=0

de; NgaitNneq
avec L; = ——=Di+ & | & + >
=0

Fijaj + 27v(c, t)gi>




adjoint condition d’optimalité

c(n) ccf;io?M
Résolution du systéme optimal d’ordre réduit ‘
; Y | E
| Résolution et stabilisation | _ cln) = ) Minimisation de
du systéme d'état (gradient conjugué & Armijo)|
i a(n), c(n) ch(n) E
| Résolution du systéme a(™, ) ¢) Evaluation de la |




Quand avoir recours au modele de Navier-Stokes pour "rafraichir” la base POD ?

— Déterminer un domaine de validité du modele réduit

#» Domaine "infini" (pas de contraintes)

$» Détermination empirique : méthode
adaptative

$» Détermination automatique : méthode
a région de confiance (TRPOD)

Avantages TRPOD

» Pas d’empirisme
» Preuves de convergence de la solution sous certaines conditions

» Codts de calcul identiques a méthode adaptative

Conn, A.R., Gould, N.I.M. et Toint, P.L. (2000) : Trust-region methods. SIAM, Philadelphia.




Initialisation : cg, résolution du modéle de Navier-Stokes. k£ = 0.

Ag

Construction du modéle POD k=k+1
et de la fonction objectif .7,

Agi1 = A
Résolution du systeme
optimal réduit
i C
sous les contraintes Ay k+1

i1 & Jp41

Résolution du modele
de Navier-Stokes
et construction base POD

Fig. : Schématisation de la méthode adaptative.




Parametres de controle initiaux : A = 1,0 et Sty = 0,2

L | = 1.5 T T T T T T T T T T

S

t

/

,
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0.6 O E—— 0-9(; — % 0 ;5
f itérations
Parametres de controle obtenus : oscillations autour de A = 3,25 et Sty = 0,65

Coefficient de trainée moyen : 7 = 1,01

Pas de convergence...




Parametres de contréle initiaux : A = 6,0 et Sty = 0,2
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10 15

itérations
Parametres de controle obtenus : oscillations autour de A = 4,25 et Sty = 0,74

Coefficient de trainée moyen : 7 = 0,993

Pas de convergence...




Parametres de contrdle initiaux : A =1,0et Sty = 1,0

1-4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

o
©
1

itérations
Parametres de controle obtenus : oscillations autour de A = 4,25 et Sty = 0,74

Coefficient de trainée moyen : 7 = 0,993

Pas de convergence...

15




Parametres de contrdle initiaux : A = 6,0 et Sty = 1,0

1.05 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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itérations
Parametres de controle obtenus : oscillations autour de A = 4,25 et Sty = 0,74

o
©
~
ol

Coefficient de trainée moyen : 7 = 0,993

Pas de convergence...




Initialisation : cgp, résolution du modéle de Navier-Stokes, Jy. kK = 0.

Ag
Construction du modéle POD | _ k=k+1
et de la fonction objectif 7,
Apy1 > Ag
Apy1 = Ay
- . - A A
Résolution du systéme k1l S Ok
optimal réduit - e o
sous les contraintes Ay k=k+1 Cr Ck+1 +
A
cri1 & jk +1 mauvais moyen bon
Résolution du modele _
de Navier-Stokes Jrt1 Evaluation de la performance

et construction base POD (Tk+1 = Ti) /[ (Tt1 — Tk)

Fig. : Schématisation de la méthode a région de confiance.




Parametres de controle initiaux : A = 1,0 et Sty = 0,2

2 N
| iy i
[ /‘ | 7 .
' %\% t&\ «‘c‘l::" A Y
0 @» — &gj\\\\ | ; | - | [ | | | | | | | | | | | | L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 095 5 10 15
Sty itérations

Parametres de controle optimaux : A = 4,25 et Sty = 0, 74

Convergence : coefficient de trainée moyen : 7 = 0, 993,

obtenus en uniquement 8 résolutions de Navier-Stokes




Parametres de contréle initiaux : A = 6,0 et Sty = 0,2
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Sty itérations
Parametres de controle optimaux : A = 4,25 et Sty = 0, 74

Convergence : coefficient de trainée moyen : 7 = 0, 993,

obtenus en uniquement 6 résolutions de Navier-Stokes




Parametres de contrdle initiaux : A =1,0et Sty = 1,0
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Parametres de controle optimaux : A = 4,25 et Sty = 0, 74

Convergence : coefficient de trainée moyen : 7 = 0, 993,

obtenus en uniquement 5 résolutions de Navier-Stokes
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Parametres de contrdle initiaux : A = 6,0 et Sty = 1,0

1.05 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Parametres de controle optimaux : A = 4,25 et Sty = 0, 74

Convergence : coefficient de trainée moyen : 7 = 0, 993,

obtenus en uniquement 4 résolutions de Navier-Stokes




» Loi de controle optimale : vopt (t) = Asin(2wStst) avec A = 4,25 et Sty = 0,74

1-5 ! ! ! I I I I I I I I I I I I I I I I

W(t) — Yopt (t)

7=0

1.4

1.3
écoulement de base

1.2

Cp

1.1

LI

0.9

IIIII"_

0.8 L L L L I L L L L I L L L L I L L L L
50 75 100

unités de temps

o
N
o

» Diminution relative du coefficient de trainée de 30% (Jo = 1,4 = Jopt = 0,99)




Ecoulement noncontrété, v = 0.

Ecoulement contrdlé, v = vopt.

Fig. : Isocontours de vorticité w, .

Ecoulement contrdlé : Sillage proche fortement instationnaire, sillage lointain (aprés 5
diametres) stationnaire et symétrique — écoulement de base stationnaire instable




» Contrble optimal Navier-Stokes par He et al. (2000) :

— loi de contréle harmonique avec A = 3 et St = 0, 75.
= 30% de réduction de trainée.

» Contrdle optimal POD ROM

— loi de contréle harmonique avec A = 4,25 et St = 0, 74.
= 30% de réduction de trainée.

$» Stockage mémoire :

1600 fois moins de variables par POD ROM que par NSE !

» Temps de calcul :

4 fois inférieur par POD ROM que par NSE (idem équations adjointes et
condition d’optimalité).

» Améliorer le temps de calcul de la base POD ...




Travail effectué au MAB avec A. lollo et C.-H. Bruneau

#® Ecoulement laminaire 2D autour d’un barreau

#» Fluide visqueux, incompressible et newtonien

#» Pas de contrdle (pour le moment ...)

U=0
L) Q
U(y) |—
. D
U=0 L
#» Méthode de pénalisation pour le barreau
» Méthode multigilles V-cycles en espace Code de C.-H. Bruneau

#» Méthode de Gear en temps




Objectif : améliorer la représentativité dynamique de méthodes de type projection sur
bases globales de I'’écoulement :

N
u(x,t) = > ap(t)®p(z).
=1

— déterminer les coefficients temporels a;, et la base P.

®» Détermination de la base ® par POD :

» nécessité d’obtenir des réalisations (snapshots) de I'écoulement (num. ou exp.)
— le temps d’obtention des snapshots peut étre assez long ...

$» Deétermination des coefficients temporels a; par POD :

» nécessité de construire et de résoudre un systeme dynamique
— besoin de modéliser les interactions avec modes non résolus (colteux)
— erreurs possibles dans construction car nécessité de calcul de gradient (bruit)
— temps de construction et résolution croit de facon quadratique avec N

Remarque : critere d’optimalité concerne la base POD & (énergie), mais pas la solution
reconstruite w(x,t) = S 5, ap(t)®p(x) ...




Méthode : Minimisation de la norme* du residu R (u, v, p,t) de I'opérateur de
Navier-Stokes, restreint a la base POD, a chaque pas de temps.

» Avantages:

— résolution "facile" d’un systeme linéaire La = f
aveca € RN, f e RNV et L ¢ RVXN

— pas besoin de modéliser les interactions avec modes non résolus
= a piori retour vers attracteur NS = SOLUTION STABLE

— |le pas de temps peut étre choisit "grand"” car structures a grandes échelles

— |le temps de calcul croit linéairement avec NV (pas quadratiquement)
= adapté pour systemes de grande taille

» Inconvénients :

— besoin d’évaluer le résidu
= nécessité discrétisation de I'opérateur NS (si pas code disponible)

— cycles limites légérement différents de ceux de NS (??)

* a bien définir ...




» cycles stables aux temps longs (milliers périodes), mais % NS'!




Objectif : construire ou actualiser une base a une nouvelle dynamique, sans avoir recours
a de codlteuses simulations ou expériences.

— Exemple : on cherche a actualiser une base construite & Re; afin de représenter un
écoulement a Res.

Algorithme : Initialistaion : k=0. At fixé. Calcul d’'une base POD initiale ® (a Re1), puis
des coefficients a(0) (minimisation/projection)

1. Détermination des coefficients a;(tx+1) : La(tx11) = f(a(ty))
2. Construction des champs U (@, tx11) = Zf\; a;(ter1)Pr(x).

3. Evaluation de la norme du résidu NSE R(U (@, ti11), Re2). Si ce "résidu
n‘augmente pas de trop", retour a I'étape 1. Sinon :

4. Mise en oeuvre de méthode RGMRes (Restarted Generalized Minimal Residual) :
k=k+1

(@) Ajout d’'un mode a la base POD existante par Gram-Schmidt.
Ce mode est recherché par minimisation dans I'espace de Krylov engendré
par R(U(x, txy1), Re2).

(b) Retour a I'étape 1
— Quand la base est jugée trop grande, on fait une compression (POD).

B



Initialisation : ¢ = 0, Re1, ®;(x), a;(t =0), k=0, tx = 0.

:

N :

a;(tk+1), La(tkr1) = fla(ty)) :

k=k+1

Uz, tir1) =y a7 (tegpr) @ ()
J

:

R(U(x, tii1), Res)

{(Pit1} ={P;}UU

RGMRES = U

succes

4T =i+

échec

TEST sur 'R




Evolution temporelle du résidu a Re = 200.

0.07 . | . .

'|'|'|'|\|'

0.025 | 05 | 1 |

temps
Base a Re = 100 , base a Re = 100 + RGMRes.




IV - Amélioration du modele réduit Méthode de construction de la base ¢

Visualisation des modes POD et des modes RGMRes.

1¢” mode POD 1¢" mode RGMRes

374 mode POD 274 mode RGMRes

3¢™me mode POD 3¢™me mode RGMRes

Modes POD a Re = 100 Modes RGMRes a Re = 200

La taille de la base peut augmenter tres rapidement = faire compression (POD)

Amelioration de la robustessede modeéeles reduits POD.Apolication au controle aerodvnamiaue. — n. 54/57



Comparaison des modes POD a Re = 100, Re = 200 et Re = 100 avec RGMRes.

Base POD a Re = 100

Base POD a Re = 200

Observations : bonne reconstruction des champs de fluctuations,
mauvaise reconstruction du champs moyen.
= besoin d’'une procédure itérative

B



Optimisation SANS réactualisation de la base POD

» Loi de contrble sous-optimale harmonique : A = 2,2 et Sty = 0, 53.
— 25% de réduction relative de trainée

» Réduction des codts de calculs POD/NSE
— En temps : 100 fois, en mémoire 600 fois

Optimisation AVEC réactualisation de la base POD (TRPOD)

» Loi de contrdle optimale harmonique : A = 4,25 et Sty = 0, 74.
— 30% de réduction relative de trainée

» Reéduction des codts de calculs POD/NSE
— En temps : 4 fois, en mémoire 1 600 fois

Différences résultats ?
= Méthodes et objectifs mathématiques différents

TRPOD : technique appropriée et efficace pour le controle d’écoulements
avec preuves de convergence!

Ameélioration de la base POD
» Actualisation rapide de la base POD, sans résolution NSE
» Obtention rapide et efficace des coefficients temporels
— Résultats encourageants, mais méthode reste a perfectionner




» Amélioration méthode de réduction

® Coefficients temporels : essayer de retrouver les cycles limites NS

— Trouver la bonne norme pour le résidu

— Régulariser, voir pénaliser la fonction objectif

#» Base globale POD : déterminer une base fiable (écoulement moyen)
— Essayer un processus itératif

» Applications

» Controle d’écoulements (actualisation rapide de la base) GDR CDD
— Essayer TRPOD pour écoulements complexes

$» Conditions Aux Limites Instationnaires pour les équations de Naviers-Stokes ANR
CALINS

— Coupler LES avec modele réduit proche paroi

B
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