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CHAPITRE 1

Généralités sur les tests

1. Introduction

Un test d’hypothése est un procédé d’inférence permettant de controler (accepter ou rejeter) a partir
de I’étude d’un ou plusieurs échantillons aléatoires, la validité d’hypothéses relatives & une ou plusieurs
populations. Les méthodes de 'inférence statistique nous permettent de déterminer, avec une probabilité
donnée, si les différences constatées au niveau des échantillons peuvent étre imputables au hasard ou
si elles sont suffisamment importantes pour signifier que les échantillons proviennent de populations
vraisemblablement différentes.

On distinguera deux classes de tests :

- Les tests paramétriques requierent un modele a fortes contraintes (normalité des distributions ou
approximation normale pour des grands échantillons). Ces hypothéses sont d’autant plus difficiles a
vérifier que les effectifs étudiés sont plus réduits.

- Les tests non paramétriques sont des tests dont le modéle ne précise pas les conditions que doivent
remplir les parameétres de la population dont a été extrait 1’échantillon. Il n’y a pas d’hypothése de
normalité au préalable.

Les tests paramétriques, quand leurs conditions sont remplies, sont les plus puissants que les tests non
paramétriques. Les tests non paramétriques s’emploient lorsque les conditions d’applications des autres
méthodes ne sont pas satisfaites, méme aprés d’éventuelles transformation de variables. Ils peuvent
s’utiliser méme pour des échantillons de taille trés faible.

On ditingue les tests suivant :

- Le test de conformité consiste & confronter un paramétre calculé sur I’échantillon & une valeur
pré-établie. Les plus connus sont certainement les tests portant sur la moyenne, la variance ou sur
les proportions. On connait la loi théorique en général la loi normale. Par exemple, dans un jeu de
dés a 6 faces, on sait que la face 3 a une probabilité de 1/6 d’apparaitre. On demande & un joueur
de lancer (sans précautions particuliéres) 100 fois le dé, on teste alors si la fréquence d’apparition de
la face 3 est compatible avec la probabilité 1/6. Si ce n’est pas le cas, on peut se poser des questions
sur l'intégrité du dé.

- Le test d’ajustement ou d’adéquation consiste a vérifier la compatibilité des données avec une

distribution choisie a priori. Le test le plus utilisé dans cette optique est le test d’ajustement & la

loi normale, qui permet ensuite d’appliquer un test paramétrique .

Le test d’homogénéité ou de comparaison consiste a veérifier que K (K > 2) échantillons (groupes)
proviennent de la méme population ou, cela revient a la méme chose, que la distribution de la variable
d’intérét est la méme dans les K échantillons. Y a-t-il une différence entre le taux de glucose moyen
mesuré pour deux échantillons d’individus ayant regu des traitements différents ?

Le test d’indépendance ou d’association consiste a éprouver l'existence d’une liaison entre 2
variables. Les techniques utilisées différent selon que les variables sont qualitatives nominales,
ordinales ou quantitatives. Est-ce que la distribution de la couleur des yeux observée dans la
population francaise fréquences est indépendante du sexe des individus ?
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2. Principe des tests

2.a. Méthodologie.

Le principe des tests d’hypothése est de poser une hypothése de travail et de prédire les conséquences de
cette hypothése pour la population ou ’échantillon. On compare ces prédictions avec les observations et
I’on conclut en acceptant ou en rejetant ’hypothése de travail & partir de régles de décisions objectives.
Définir les hypothéses de travail, constitue un élément essentiel des tests d’hypothéses de méme que
vérifier les conditions d’application de ces derniéres.

Différentes étapes doivent étre suivies pour tester une hypothése :

(1) définir ’hypothése nulle, notée Hy, a controler ;

(2) choisir une statistique pour controler Hy ;

(3) définir la distribution de la statistique sous I’hypothése « Hy est réalisée » ;

(4) définir le niveau de signification du test a et la région critique associée ;

(5) calculer, a partir des données fournies par I’échantillon, la valeur de la statistique;
(6) prendre une décision concernant 'hypothése posée .

2.b. Hypothése nulle - hypothése alternative.

L’hypothese nulle notée Hy est I’hypothése que ’on désire controler : elle consiste a dire qu’il n’existe pas
de différence entre les parameétres comparés ou que la différence observée n’est pas significative et est due
aux fluctuations d’échantillonnage. Cette hypothése est formulée dans le but d’étre rejetée.

L’hypothese alternative notée Hy est la "négation" de Hy, elle est équivalente a dire « Hy est fausse ». La
décision de rejeter Hy signifie que H; est réalisée ou H; est vraie.

Remarque : Il existe une dissymétrie importante dans les conclusions des tests. En effet, la décision
d’accepter Hy n’est pas équivalente & « Hj est vraie et Hy est fausse ». Cela traduit seulement I’opinion
selon laquelle, il n’y a pas d’évidence nette pour que Hy soit fausse. Un test conduit a rejeter ou a ne pas
rejeter une hypothése nulle jamais & ’accepter d’emblée.

La nature de Hy détermine la fagon de formuler H; et par conséquent la nature unilatérale ou bilatérale du
test. On parle de test bilatéral lorsque 'hypothése alternative se "décompose en deux parties". Par exemple
si Hy consiste & dire que la population estudiantine avec une fréquence de fumeurs p est représentative
de la population globale avec une fréquence de fumeurs pg, on pose alors : Hy : p = pg et Hy : p # po. Le
test sera bilatéral car on considére que la fréquence p peut étre supérieure ou inférieure a la fréquence pyg.

On parle de test unilatéral lorsque 'hypothése alternative se "compose d’une seule partie". Par exemple
si l'on fait ’hypothése que la fréquence de fumeurs dans la population estudiantine p est supérieure a
la fréquence de fumeurs dans la population pg, on pose alors Hy : p = pg et Hy : p > po. Le test sera
unilatéral car on considére que la fréquence p ne peut étre que supérieure a la fréquence pg.

Il aurait été possible également d’avoir : Hy : p =pg et H1 : p < pg

2.c. Statistique et niveau de signification.

Une statistique est une fonction des variables aléatoires représentant I’échantillon. Le choix de la statistique
dépend de la nature des données, du type d’hypothése que ’on désire controler, des affirmations que ’on
peut admettre concernant la nature des populations étudiées .... La valeur numérique de la statistique
obtenue pour I’échantillon considéré permet de distinguer entre Hy vraie et H fausse.

Connaissant la loi de probabilité suivie par la statistique S sous I’hypothése Hy, il est possible d’établir
une valeur seuil, Sseqi; de la statistique pour une probabilité donnée appelée le niveau de signification o
du test. La région critique R, = f(Sseuir) correspond a ensemble des valeurs telles que : P(S € R.) = .
Selon la nature unilatérale ou bilatérale du test, la définition de la région critique varie.

Tost Unilatéral Bilatéral

Hoit:t() H()It:to

Hypothése alternative Hy:t>tg Hi:t<ty Hy:t#t
Niveau de signification | P(S > Sgeuit) = a | P(S < Ssewit) = @ | P(|S] > Ssewit) = @
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Il existe deux stratégies pour prendre une décision en ce qui concerne un test d’hypothése : la premiére
stratégie fixe & priori la valeur du seuil de signification « et la seconde établit la valeur de la probabilité
critique ayps & posteriori.

Reégle de décision 1

Sous ’hypothése « Hy est vraie » et pour un seuil de signification « fixé

- si la valeur de la statistique Syps calculée appartient a la région critique alors I’hypothése Hy est
rejetée au risque d’erreur « et ’hypothése Hy est acceptée;

- si la valeur de la statistique S,ps n’appartient pas a la région critique alors '’hypothése Hy ne peut
étre rejetée.

Remarque : Le choix du niveau de signification ou risque « est lié aux conséquences pratiques de la
décision ; en général on choisira a = 0,05, 0,01 ou 0,001.

Reégle de décision 2 :

La probabilité critique « telle que P(S > Sops) = s est évaluée

- si agps > a hypothése Hy est acceptée car le risque d’erreur de rejeter Hy alors qu’elle est vrai
est trop important ;

- si ags < a ’hypothése Hy est rejetée car le risque d’erreur de rejeter Hy alors qu’elle est vrai est
trés faible.

3. Risques d’erreur

Définition 1. On appelle risque d’erreur de premiére espéce la probabilité de rejeter Hy et d’accepter
Hy alors que Hy est vraie.

Ceci se produit si la valeur de la statistique de test tombe dans la région de rejet alors que ’hypothése
Hy est vraie. La probabilité de cet événement est le niveau de signifiation . On dit aussi que le niveau
de signification est la probabilité de rejeter I’hypothése nulle & tort.

Remarque : La valeur du risque a doit étre fixée a priori par I’expérimentateur et jamais en fonction
des données. C’est un compromis entre le risque de conclure a tort et la faculté de conclure.

La région critique diminue lorsque « décroit (voir intervalle de confiance) et donc on rejette moins
fréequemment Hy. A vouloir commettre moins d’erreurs, on conclut plus rarement.

Exemple : Sil’'on cherche a tester I’hypothése qu’une piéce de monnaie n’est pas « truquée », nous allons
adopter la régle de décision suivante :

Hy : la piéce n’est pas truquée

— est acceptée si X € [40, 60]

— rejetée si X ¢ [40,60] donc soit X < 40 ou X > 60

avec X « nombre de faces » obtenus en lancant 100 fois la piéce. Le risque d’erreur de premiére espéce
est « = P(B(100,1/2) € [40,60]).

Définition 2. On appelle risque d’erreur de seconde espéce, notée 3 la probabilité de rejeter Hy et
d’accepter Hy alors que H; est vraie.

Ceci se produit si la valeur de la statistique de test ne tombe pas dans la région de rejet alors que
I’hypothése H; est vraie.

Remarque : : Pour quantifier le risque 3, il faut connaitre la loi de probabilité de la statistique sous
I’hypothése Hi.

Exemple : Si 'on reprend ’exemple précédent de la piéce de monnaie, et que 'on suppose la probabilité
d’obtenir face est de 0,6 pour une piéce truquée. En adoptant toujours la méme régle de décision : Hy :
la piéce n’est pas truquée



8 CHAPITRE I. GENERALITES SUR LES TESTS

— est acceptée si X € [40, 60]

— rejetée si X ¢ [40,60] donc soit X < 40 ou X > 60

avec X « nombre de faces » obtenues en langant 100 fois la piéce. Le risque de seconde espéce est
8 =P(B(100,0,6) € [40,60]).

4. Puissance d’un test

Rappelons que les tests ne sont pas faits pour « démontrer » Hjy mais pour « rejeter » Hy . L’aptitude
d’un test & rejeter Hy alors qu’elle est fausse constitue la puissance du test.

Définition 3. On appelle puissance d’un test, la probabilité de rejeter Hy et d’accepter Hy alors que
H; est vraie. Sa valeur est 1 —

La puissance d’un test est fonction de la nature de H;, un test unilatéral est plus puissant qu'un test
bilatéral. Elle augmente avec taille de I’échantillon N étudié, et diminue lorsque « diminue.

La robustesse d’'une technique statistique représente sa sensibilité a des écarts aux hypothéses faites.

Les différentes situations que 'on peut rencontrer dans le cadre des tests d’hypothése sont résumées dans
le tableau suivant :

’ Décision Réalité H Hy vraie \ H; vraie ‘
1 -
Hj acceptée correct . manque ce pulssanf: ©
risque de seconde espéce 3
H; acceptée rejet a tort puissance du test
risque de premiéres espéce « 1-0

On per




CHAPITRE 1II

Fonction de répartition empirique

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’estimation de la loi d’une variable aléatoire ainsi qu’aux problémes de
tests associés. Pour traiter ces questions, nous allons chercher & estimer la fonction de répartition de cette
variable. Nous sommes donc confrontés a un probléme de statistique non-paramétrique. Pour traiter ce
probléme, on utilisera la notion de fonction de répartition empirique.

1. Introduction

On considére un n—eéchantillon (Xi,...,X,) d’une variable aléatoire X. On note F' la fonction de
répartition de X, c’est-a-dire :

VieR, F(t)=P(X <t)=P(X; <t)
C’est cette fonction F' que nous allons chercher a estimer en introduisant la fonction de répartition
empirique.

Définition 1. La fonction de répartition empirique associée a cet échantillon est la fonction :

R — [0,1]
t = Fo(t) = %Z:‘L:l Lix,<ty

Remarque
Pour tout ¢ € R, la variable aléatoire nF, (t) suit la loi binomiale B(n, F'(t)).

Pour représenter la fonction F, , on introduit la statistique d’ordre (X1, . .., X(5)) associée a 'échantillon
(X1,...,X,) définie par
Xy Xy} ={X0, ., X} et Xy <0 < X
On a alors :
1 n
i=1

On en déduit le résultat suivant.

Proposition 2. La fonction F, est une fonction en escalier, croissante, continue & droite et admettant
une limite a gauche. Elle est discontinue auz points (X(;))i<i<n et constante sur [X gy, X41)[ pour
ie{l,...,n—1}.

La fonction F,,(t) est un estimateur naturel de F'(t), comme nous allons le voir dans le résultat suivant.

Proposition 3. On a pour tout t € R, F,(t) est un estimateur sans biais et fortement consistant de
F(t). Par ailleurs, on a

VEER, Va(Fu(t)— F(t) —= N(0,F(t)(1- F(t)).

n—-+oo

DEMONSTRATION. Le calcul de I'espérance montre que l'estimateur est sans biais. De plus, la loi
forte des grands nombres appliquée aux variables aléatoires i.i.d. 1{x,<¢ (bornées donc intégrable) tels
que E[l;x,<y] = P(X; < t) = F(t) entraine la convergence presque stre. Le dernier point découle du
théoréme central limite. O
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Dans les sections suivantes, nous allons nous intéresser non pas & la convergence ponctuelle simple de
F,, vers F mais & la convergence uniforme. Notons que la discontinuité de F,, présente des inconvénients
théoriques évidents dans I'optique d’estimer F' . Néanmoins, comme elle est constante par morceaux,
elle est simple a construire en pratique. Dans les sections suivantes, nous aurons besoin de l'outil de la
fonction inverse généralisée :

Vr €]0,1], F (z)=inf{teR : F(t) >z}

Proposition 4. (Ouvrard p. 29) La fonction inverse généralisée se confond avec linverse de F' quand F'
est biyjective. Elle posséde les propriétés suivantes :
- La monotonie de F' entraine

Vi e R, Vr €]0,1], F(t)>z < t>F (x)

- SiU ~U([0,1]) alors F~(U) est une variable aléatoire dont la fonction de répartition est F.
- Si Z est une variable aléatoire de fonction de répartition F' continue alors F(Z) ~ U([0,1])

2. Théoréme de Glivenko-Cantelli

Le résultat de cette section renforce le théoréme de la loi forte des grands nombres.

Théoréme 5.

Théoréme de Glivenko-Cantelli
Soit (X;)i>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de fonction de répartition F. On pose :

VtER, Fyf 21{X <i)-

Alors on a :
sup | F,(t) — F(t)| — 0 p.s.
teR

DEMONSTRATION. D’aprés la loi forte des grands nombres (comme dans la proposition 3), on a pour
tout ¢ € R fixé, F,(t)(w) — F(t)(w) pour presque tout w. Il reste a voir que la convergence est uniforme

ent. Sin > 1 on pose :
Zl{xq}— F(t)].

Soit (Uy)y une suite de variable aléatoires mdependantes identiquement distribuées de loi ([0, 1]). On a
alors les égalités en loi suivantes :

= sup
teR

1
= 1 — = 1 — =s — lsu. — F(t
2161]11; nz {X:<t} ﬁﬂlg Z {F—(U;)<t} F(t) Telﬂlg n; {U;<F(t)} (t)
Si on pose s = F(t), il vient :
1 n
sup Lw,<ren — = sup Livicsy =8| < sup |= > liy,<s) — 8
teRr nz { oy~ F(?) sEF(R) Z {Uessd s€[0,1] Z} {issy

Ainsi il suffit de montrer que le théoréme est vrai dans le cas particulier ou les variables X; = (U;) suivent
des lois uniformes sur [0, 1]. Grace a la loi des grands nombres, on sait que pour tout s € R | il existe un
ensemble négligeable Ny C ) vérifiant :

Yw € Q\NS, Zl{U'iSS} — S.
=1
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Comme une réunion dénombrable d’ensembles négligeables est encore négligeable, on en déduit I’existence
d’une partie négligeable N C € telle que :

Vwe Q\N, Vse€[0,1]nQ, Y i< s
i=1
En fait la croissance de s+ Z l{y,<s) fait que I'on a :
i=1

Yw e Q\N, Vse0,1], Zl{U<S}—>s

n

Pour chaque w € Q\N, Z L{y,<s) converge donc simplement vers s sur [0, 1]. Le théoréme de Dini nous
i=1

permet alors de conclure que la convergence est uniforme. O

3. Test de Kolmogorov

Le théoréme de Glivenko-Cantelli est une généralisation de la loi forte des grands nombres au cas non-
paramétrique. La généralisation du TCL est donnée par le théoréme qui suit. La statistique introduite
dans ce théoréme nous permettra de construire un test d’ajustement a une loi (test de Kolmogorov). Dans
le méme esprit, nous construirons aussi un test d’homogénéité (test de Kolmogorov - Smirnov).

Proposition 6. Soit (X(1),..., X)) un n-échantillon issu de X. On note F la fonction de répartition
de X et F, la fonction de répartition empirique. Si F' est continue alors la loi de

D(FnaF) = Sup|Fn(t) - F(t)|
teR

ne dépend pas de F'.

DEMONSTRATION. On a, en posant x = F(t),

D(Fn,F) = §u£|Fn(t) | —sup Zl{x <t} — )
€
= su 1 — = su 1 —x
te]lg n Z (FX)<FO} ) z€] Opl] Z {Ussa}
d’ou le résultat. 0

Le résultat principal de cette section est le suivant.

Théoréme 7.

On suppose que l'on a les mémes hypothéses que ci-dessus. Alors la wvariable aléatoire
VnD(F,, F) converge en loi, vers une loi limite qui ne dépend pas de F et dont la fonction de
répartition est égale a :

Vt>0, Fgs(t)=1+ QZ exp (—2K%t?)

On a donc, pour A > 0,
+oo
P(vnD(Fn, F) <A) = 1+2) (—1)F exp (—2k°A?)
k=1

Ce théoréme est admis.
Nous pouvons donc construire un test d’ajustement & une loi, dit test de Kolmogorov. On peut d’abord
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remarquer que si on réordonne de maniére croissante I’échantillon, (X1, ..., X)) alors F,(X(;)) = j/n

et >

Si on veut tester que la loi de I’échantillon a pour fonction de répartition Fjy, c’est-a-dire Hy : F = Fy
contre H; : F = Fy, on commence par réordonner ’échantillon. Puis on calcule D(F,,, F'), en remarquant
que sous Hy, on a D(F,, F) = D(F,, Fy). Puis on cherche (dans une table) le quantile k1_,, de la loi de

Kolmogorov. On accepte alors Hy si D(F,, Fy) < D(F,, Fp). Ce test est asymptotiquement de niveau «
et sa puissance tend vers 1 quand n tend vers +oo.

J j—1
D(F,,F)= lgljaé)(nmax < o F(Xi)|, |[F(Xy) — —

4. Test de Kolmogorov-Smirnov

Dans le méme esprit, nous allons construire un test d’homogénéité. On observe deux échantillons de taille
respective n et m, (X1,...,X,) et (Y1,...,Y,,). On veut tester si les deux échantillons sont issus d’une
méme loi (éventuellement inconnue). On note F' la fonction de répartition de chacune des variables X; et
G la fonction de répartition de chacune des variables Y; . On veut tester Hy : F'= G contre H; : F # G.
Pour cela, on introduit :

1 & 1
i=1 i=1

et on pose
Dm,n = sup ‘Fn(t) - Gm(t)|
teR
On a le résultat suivant.

Théoréme 8.

Avec les hypothéses données ci-dessus on a, sous "Hy : F=G":

nm

P(

—+oo
k 242
D <) 1 +2];(71) exp (—2k2\2)

Ceci permet alors de construire un test sur le méme modéle que ci-dessus.
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