Licence Mathématiques

Géométrie différentielle
Correction du DM2

Exercice 1

Si M est un extremum local de f sur V, alors il existe deux réels \; et lambdas
tels df (z,y,2) = Adhi(z,y,z) + Aadha(z,y, z), donc les vecteurs Vhy(z,y,z2),
Vho(x,y,2), Vf(x,y,z)sont liés, donc det(Vhy(x,y, 2), Vha(z,y,2), Vf(x,y,2)) =
0.

(1)

On vérifie facilement que g : (z,y, z) — 2% +y?+ 22 — 1 est une submersion
lisse sur R*\{(0,0,0)} donc S est bien une sous-variété de dimension 2.
Pour C, on consideére h : (z,y,z) — (x — 1) +y* — = . h est lisse et
dh(x,y, z) est non surjective ssi 2x — % =y = 0. Or quel que soit le réel z,
(1,0,2) /nC. Donc si on définit Pouvert © = R3\{($,0,2)}, h|o est une
submersion et C' = h|Q~1({0}) est une sous-variété de dimension 2.

On considére enfin k : (z,y, 2) — (g(z,y, 2), h(z,y, 2)). k est lisse et

dk(x,y, z) non surjective < rang(dk(z,y, z) # 2)

3)

< Vyg(x,y,z) et Vh(z,y,z) sont liés
1
= 4acy—4xy+y:06t22(2x—§):0et42y:0

1
& 4xy—4scy+y:0et2z(2:v—§):0et4zy:0
1
4

Or (2,0,0) € V = z? =1 et (z — §)? = 75 donc c’est impossible.
Enfin, on a déja vu que quel que soit z (iO, z) ¢ C et donc (i, 0,2)¢ V.
S est fermée comme image réciproque d’un fermé ({0}) par application
continue g, et bornée donc compacte.

C n’est pas borné car pour tout réel z (0,0,2) € C et [|(0,0,2)| = |z

DOnc C n’est pas compact.

V est fermé comme image réciproque d'un fermé ({0}) par l'application

continue k, et borné car inclus dans S donc compact.

f est lisse et df (z,y,2) = (1,1,4z).

(a) Les points critiques de f sur S vérifient (1,1,4z2) et (2x,2y,22) liés,
doncz =yet (z=0o0uxz=1).
Or (z,z,0) e Sz = :I:%.

(3,1.2) ES@z::I:\/g

Il y a donc quatre points critiques de f sur S. S étant compacte, f ad-

met un maximum et un minimum sur S, qui sont des points critiques.

< y=0et(z=00uzx=

On calcule
f(ds1.0) = V3
f(_%7 _%70) = _\/é
ERWAEE

f(%7 i77\/g) = %



Par conséquent le minimum de f sur S est —/2, atteint en (—%, —%, 0)
: 9 . 11 /7 11 7
et le maximum est 7, atteint en (g, 3, \/;) et (5,5 —/35) -

(b) Pour tout réel z (0,0,2) € C et f(0,0,2z) = 222 donc f n’est pas
majorée sur C' et n’y admet donc pas de maximum.

(c) Les points critiques de f sur V vérifient det(Vh(z,y, 2), Vh(z,y,2),Vf(z,y,2)) =
0, soit
(22— 1)(8yz—22)—2y(8xz—22) = 0. On obtient donc z = 0 ou =
Or (z,y,0) e V=22 +y?>=1et (zf%)2+y2: %6

1,0) de rayon 1 ont

1
i

Or les cercles de centre 0 de rayon 1 et de centre (
une intersection vide.
Lyz)eV=yP=Tet+y?+22=1
Donc (§,y,2) €V =y =+1et 2 =478

f admet donc 4 points critiques sur V; V étant compacte, f admet
un maximum et un minimum sur V', qui sont des points critiques. On

calcule
1&3D =1
fh-yD =3
F—/8) =1
fh—h /D -1

Par conséquent le minimum de f sur V est % et le maximum est %.

(4) Soit t € R. On vérifie aisément par le calcul que v(t) € S et v(t) € C donc

7(R) cVn{(z,y,2),z > 0}

Réciproquement, si (z,y,2) € y(R) et si z > 0, (x,y,2) € C donc 16(x —

1)2+16y* = 1. Donc il existe un réel ¢ tel que 4(z— 1) = cos(t) et 4y = sint.

Alors (z,y,2) € S donc 22 = %. z > 0 on en déduit donc qu’il existe

un réel ¢ tel que (z,y,z) = v(¢) et on a bien V N {(z,y,2),z > 0} C y(R).

Finalement v(R) =V N {(z,y, 2),z > 0}

f o 'Y(t) _ 1+cos(t)+siril(t)+7fcos(t) = 2+ % Les extrema de f o

sur R sont donc 2 + i = % atteint en ¢ = T 4 2k7 (correspondant a
() = (3,3 \/g) et 2— 1 =T atteint en t = —% + 2kr (correspondant &

v(t) = (§,—%,1/%) - On retrouve bien les extrema de f sur V qui vérifient

z > 0. Par symétrie z — —z, on obtient bien les extrema de f sur V.

Exercice 2

(1) S = {(5,p.2)/22 + 32 = L+ 2P f: (@9,2) 2+ 97 — (14 2)? est
lisse et df (x,y,2) = (2%, 2y, 42(1 + 22) est surjective sur R3 \{(0,0,0)}. Or
(0,0,0) #nS. S est donc bien une sousvariété de dimension 2.

(2) Un calcul immédiat donne ¢([0, 2] xR) C S. Réciproquement, si (z,y, z) €
S, 2% +y? = (1 +22%)? donc il existe 0 € [0, 27] tel que = (1 + 22) cos @ et
y = (1+ 2?)siné.

En notant ug = (cosé,sin6,0) et up = (—sinb,cosd,0) et k = (0,0,1),
(ug,up, k) est une base orthonormée directe et ¢(6,2) = (1 + 2*)ug + zk
donc



%(9,2) = (14 2%)uj et

%(9, z) = (22)ug + k.

Donc g—‘g(&z) A %(Q,z) = —22(1 + 2%)k + (1 + 2%)ug # 0 donc ¢ est bien
une immersion.

On obtient [|92(6, 2)|]> = (1 + 22)% et [|92(6, 2)|]> = 1 + 42%; de plus ces

deux vecteurs sont orthogonaux donc la premiere forme fondamentale est
(1+ 2%)? 0

Oé¢,(9’2:) = 0 1 +422

L’aire de ¢(]0, 27 [x] — In(2), In(2)[ est

o%(finl(j; Vdet(a)dz)do = 2n( inlf;(l + 22)y/(1 + 422)dz). En faisant le
changement de variable 2z = sinh(u) on obtient
Aire = 27( [, (1+(cosh(u)?—1)/4) cosh(u) cosh(u)du) = 2 ([* (3 cosh(u)?/4+
cosh(u)?/4)du). ot a = argsh(2In(2)). En revenant sous forme exponen-

tielle on obtizent ﬁn2alement A s , ,
: _ 3e“*—3e ““+12u e 'te M +4e M +4e “"+61a
Aire = 27| = + ]

La trajectoire est un cercle. On a (¢, 5’4) = (2m,0). Sonc la longueur est

fol V2 (1 + 22)2(2m)dt = 2m(1 + 22)? ce qui correspond bien au périmetre
d’un cercle de rayon (1 + 23)?

On a (¢,2') = (1,2v3 exp(2v/3t)). Donc

al0(1), 2(O)(O(1), (1)) = (L+exp(4v/30)2, (1+4 exp(4v/30)2v/ exp(2V3H)).
Le facteur a intégrer est donc

V(1 + exp(v30)? + (1 + 4 exp(4v/30)12exp(4v/3D) = /(1 + Texp(4v/31))>.
Finalement la longueur est

Jo (1+ Texp(4v/38)dt = 14 7= (exp(4/3) — 1).




