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Géométrie différentielle
Correction de la fin de 'exo 9 du dernier TD

3.
fy(t) — (COS(t),SiH(t). On a alors ,.Y* ((.d)(t) (cost(cos tdt)— smt( sin tdt)) — dt. Donc

) (cos? t+sin? t)

f,yw = Oﬂdt =21 # 0.

(on aurait pu aussi appliquer la formule, qui revient au méme,

Jyw = fT o) (1)t

en effet on a bien pour toute 1-forme w sur un ouvert de R" et pour toute fonction lisse de

I C R dans R™ v*(w(t)) = w(y(t))(v'(t))dt.

Or si w était exacte, on aurait w = dg onl g est une fonction de R? dans R donc
2 2

Jw= [ dg(y(@®)(' (#)dt =[5 (g o) (t)dt = go~(0) —goy(2m) =0

car v(0) = v(2n).

Ainsi w n’est pas exacte.

4.

®(p,0) = (pcos(f), psin(0)).

On a donc ®*(dx) = cosé@)dpez psin(g@zcew et (IZ*(dyg = Sin(%);lgp + pcos(0)do.

Ainsi @ () (p, 6) = Lo or0)i0)pin ) onlOrdp—painiOh) _ g

On aurait pu aussi calculer, en notant e; et ey les vecteurs de base de R?

O (w)(p, 0)(e1) = w(®(p,0))(5;)

Or 6_<I> ( ( ) Sin(e)) donc (Cb(p, 0))(%_;(;) _ pcos(0) sin(0)—psin(f) cos() — 0 et de méme
)

02 cos2(0)+p2 sin?(9)

d*(w )(,0,9 (e2) =1 d’ont ®*(w)(p,0) = 0dp + 1dO = db.
Sa.
On vérifie facilement que ® est injective (puisque le cos et le sin d’'un angle le déterminent
A 27 pres) et que @ est surjective (si a? + b* = 1, il existe un § € [—n, 7] tel que a = cos 6
et b = sin(f)); comme (z,y) /fin] —o00,0] x {0}, 8 €] — 7, x[. De plus ® est C™ et le
jacobien de ® est |det(d®(p,0))| = p # 0. Donc @ est un difféomorphisme local. Comme
elle est bijective, cela garantit donc que sa réciproque est C'°, et ® est donc bien un C'*°
difféomorphisme.
1l suffit alors de définir h = (r,¢) = ®! oy (bien définie car «y est & valeurs dans R?\] —
00, 0] x {0}, et C? car v l'est). (h est “I'équation de I'arc v(I) en coordonnées polaires”).

5b.
En utilisant v(t) = (r(¢t) cos(4(t), r(t) sin(¢(t)), on trouve apres simplification

u(t) = EHE GO W) (08 conlo(e) in(9(0) (O (0 cosl9(0) sin(p(0) e (s GNSE) — (1)t

On aurait pu aussi faire moins de calcul en utilisant v = ® o h. On a alors y*'w =
h* (@7 (w)) = h*(dO) = ¢/ (t)dt

Finalement on a f s @ fab ¢ (t)dt = ¢(b) — ¢(a) : w permet de trouver la variation de

I’angle, et fv\[a 5w donne 'angle qui sépare (Ovy(a), Oy(b).



