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Feuille 8. Corps. Extensions

EXERCICE 1. SoitA = Q[X]/(X?—X +2). Montrer que A est un corps. Calculer
I'inverse de x = X € A. Calculer x*. Montrer que A est un Q-espace vectoriel et donner
une base. Calculer ’inverse de la classe de X° + 1.

EXERCICE 2. Quels sont les idéaux maximaux de C[X]? de R[X]?

EXERCICE 3. Soient K C L deux corps. Montrer qu’un élément « € L est
algébrique sur K si et seulement si K[¢t] est un corps.

EXERCICE 4. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des extensions algébriques
finies de Q:

QeiQ, Q& V5Q, Q®v2Q, Q[V2], R, C.

EXERCICE 5.

1) Montrer que le polyndme £(X) = X° + X + 1 € Q[X] est irréductible sur Q.

2) Soit o une racine de f(X). Montrer qu’on peut ecrire aQLH sous la forme g(c),
ol g(X) est un polyndme de degré < 2 a coéfficients dans Q et expliciter g(X).

EXERCICE 6.
1) Montrer que le polyndme f(X) = X> — 2 est irréductible sur Q.
1) Montrer que Q(+/2) est un corps de rupture de f(X). Déterminer [Q(+/2) : Q].
2) Montrer que Q(+v/2,iv/3) est le corps de décomposition de f(X).
3) Montrer que [Q(+/2,iv/3) : Q] = 6.
4) Montrer que Q(v/2,iv/3) = Q(«), ot & = v/2 + /3.

EXERCICE 7.
1) Montrer que Q(v/2)/Q et Q(+/3)/Q sont des extensions de degré 2.
2) Montrer que v/3 n’appartient pas a Q(\@)
3) Montrer que Q(v/2) NQ(v/3) = Q.
4) Montrer que Q(v/2,/3)/Q est une extension de degré 4.
5) Montrer que Q(ﬁ, \@) =Q(a), ot a= V2 4+4/3.
6) Donner le polyndme minimal de o sur Q. Donner le polyndme minimal de o

sur Q(v'2).



EXERCICE 8. Soit K un corps de caractéristique # 2 et soit L/K une extension de
degré 2. Montrer qu’il existe a € K tel que L = K(+/a).
Montrer que le résultat est faux si K est de caractéristique 2.

EXERCICE 9. 1) Rappeler pourquoi toute extension finie est algébrique.
2) Soit K, = Q( 3/2). Montrer que K, C K,,11. En déduire que K. = U,>1K,, est
une extension algébrique infinie de Q.

EXERCICE 10. Soit p un nombre premier et soit L/K une extension de degré p.
Montrer que si M /K est une sous-extension de L/K (i.e. K C M C L), alors M = K ou
M=L.

EXERCICE 11. Soit f(X) € K[X] un polyndme de degré n et soit L son corps de
décomposition. Montrer que [L : K] < n!.

EXERCICE 12.

1) Montrer que le polyndme f(X) = X — X + 1 € Q[X] est irréductible sur Q.

2) Montrer que f(X) possede une racine réelle et deux racines complexes.

3) Calculer le discriminant de f(X) (vous pouvez utiliser la formule dy = —4p3 —
27¢% si f = X3+ pX +q).

4) Soit L le corps de décomposition de f(X). Montrer que v/—23 € L.

5) Montrer que [L : Q] = 6. En déduire que L = K(1/—23).

EXERCICE 13. On considére le polyndme f(X) = X* — X + 1 € Q[X]. On sait
qu’il est irréductible sur Q (voir feuille 8).

1) Soit & une racine de f(X) dans C. On pose K = Q(a). Montrer que le degré de
K sur Q est égal a 4.

2) Soit f(X) = (X*>+aX +b) (X*> +d'X +b') une décomposition de f dans C[X].
Montrer que a® = a'* et que g(a?) = 0 ot g(X) = X3 —4X — 1.

3) Montrer que le degré [Q(a) : Q] est égal a 3 ou 6.

4) Montrer qu’il n’existe pas d’extension de Q de degré 2 contenue dans K.

5) Soit L le corps de décomposition de f dans C. Montrer que [L : Q] est divisible
par 12.



